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Kapitola V

LAPLACEOVY
ROVNICE

JestliZe line4rni diferenciélni rovnice n-tého ¥adu (vySetfovana v kap, III) spliiuje
v bodé a Fuchsovu podminku, je kaZdé jeji feSeni, jak vime, linedrni kombinaci
kone&ného podtu vyrazl tvaru

(x — a)?logk(x — a)ngoc,,(x - a)y.

Necht polomé&r konvergence napsané mocninné fady je R (0 < R < + 0); nechme
stranou jednoduchy pfipad, kdy tato mocninna ¥ada je polynomem. Potom tato fada
konverguje velmi dobfe, je-li |x — a| malé, ale konverguje velmi ¥patng, je-li [x — a]
blizko R. Nisledkem toho se tato fada oby&ejn& nehodi ani pro numerické vipocty,
ani pro studium obecnych vlastnosti feSeni uvaZované rovnice, kdyZ lx - a| je
blizko R. Proto je vhodné sahnout k jinému vyjadieni feSeni. Casto se osv&d&uje
vyjadfeni feSeni ve tvaru jistého kfivkového integralu. (Jeden ptiklad jsme jiZ poznali
v kap. 1V, véta 36.)

V této kapitole se budeme zabyvat jistou tfidou rovnic, které maji v E jediny
singularni bod, a v n€m spliiuji Fuchsovu podminku; feSeni t&hto rovnic budeme
hledat pravé ve tvaru kfivkovych integrali.

§1
Reseni Laplaceovych rovnic kfivkovymi integrdly

Budeme vy3etfovat rovnici (Laplaceovu)

(1) L(y) =0, kde L(y)= (aox + bo) y™ +
+(ax +by)y" U+ ...+ (ax+b)y, aubeE, |ao]+ |bo| >0

(aby to byla rovnice n-tého fadu).
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Vsechny body v konetnu jsou obylejné, aZ snad na bod —bg/ao, kdyZ ao * O;
v tomto bodg je zfejmé splnéna Fuchsova podminka; v bodé oo nemusi byt splné&na.

Hledejme feSeni rovnice (1) ve tvaru
@) ¥(x) = I U(z) e dz,
@:8

kde ¢ je prozatim kfivka s konetnou délkou: ¢(t), t; < t < t,, 9(t)) = &, ¢(t2) = B,
U je analyticka funkce, & jeden jeji element o stfedu a, ktery lze holomorfn& pokra-
¢ovat podél ¢. Rozdélime-li vhodné {t,, ¢t,> na konedny podet intervald, jak to bylo
vyli¢eno v § 1, kap. III (str. 58), a uZijeme-li na kaZdy z nich véty 158 z Cerného
(str. 273), vidime, Ze y(x) je holomorfni v E (tedy celistva funkce),

y®(x) = f U(z) e*z* dz
L4
(vynechavime pro struénost symbol &), a tedy

NE) L) = j U(z) e(x P(2) + Q(2)) dz.
kde ¢
P(z) = apz" + a,2" ' + ... + a,, Q(2) = bz" + byz"" ! + ... + b,.

Abychom se zbavili Cinitele x pfi P(z), integrujeme per partes (rozepiste si podle
definice):

J' e5x P(2) U(z) dz = [¢% U(z) P(z)]° —
L4
d
- f = 4 (U(z) P(2)) dz.
s dz
Pfitom prvni ¢len vpravo znamend toto: Necht & = é’(a, uy) > &(B, u,); potom

ten &len znamena e u,(B) P() — e** u,(a) P(e) (miZe tedy mit nenulovou hodnotu,
i kdyZ p = «). Dosazeni do (3) dava

@ L) = [- UE) PR +
+ [ (v 06 - - 6 ) 8=
Vyraz se zjednodusi, bude-li U takové, aby

5) ad;(up) - UP.%.
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Pfedpokladejme, Ze P neni nulovy polynom (v tom pfipadé bychom méli rovnici
s konstantnimi koeficienty, kterou dovedeme fesit elementarnim a zcela uspokojivym
zplisobem). Rovnici (5) feSime obvyklym zpiisobem, tj. sestrojime funkci f primitivni

k% v n&jakém okoli takového bodu z kiivky ¢, v n¥mZ je P(z) # 0, vytvofime

funkci ef a funkci V ziskAme analytickym pokrafovénim. Vztah (5) ma potom
zfejmé& feSeni

z) P(z)= €'®, Z)=¢e'®, — .
© 0 7e)= 0, UE) = . 2L
Potom je podle (4)

0 L) = [

a pijde ndm o to, volit ¢ tak, aby se prava strana rovnala nule. ¢ musime oviem
volit tak, aby neprochizela nulovymi body polynomu P. Budeme se zabyvat déle jen
tim pfipadem, Ze a, + 0 a P m4 jen jednoduché nulové body, tj.

(8) P(Z) = aok[-ll(z - ak), ao #: 0, dj ='= a,‘ prO j =*= ko
Rozklad na &asteéné zlomky dava

©) @=A+"L, A = lim 23 _ bo

P(z) k=12 — oy o P(2)  ay

Potom je (integra&ni konstantu vhodn¥ volime)

V(z) = Az + Y A, log(z — o) + log a, ,
k=1

e’® = aoe?* [ (z — w)*,
k=1

Uiz)= e*[](z — a)™!.
’

=1

Maéme tedy tento vysledek: PoloZime-li

(10) ¥(x) = J. e"‘“”kljl(z - oq)*"tdz,

je
(11 L) = aofe+* [T (z = ).
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Pfitom pravé strany budou jednozna¢né urleny, zvolim-li ur¢ité jednoznaéné vétve
arg (z — o) podél ¢ a k nim p¥isluiné hodnoty mocnin z — «,. Opakuji: ¢ miZe byt
libovolna kfivka koneéné délky, neprochazejici body aj, ..., a,. Jde nyni o to, zvolit ¢
tak, aby se prava strana v (11) rovnala nule. Jedna mozZnost je tato (pro n > 1):
Vedme z bodt ay, ay, ..., @, polopfimky Rj, ..., R,, jeZ se v E neprotinaji (napf.

Obr. 12.

rovnobé&zné a takové, aby kazda z nich obsahovala jen jeden z bodl ay, ..., a,).

V jednoduse souvislé oblasti Q = E — |J R; ma soudin
k=1

(12) knl (z — o)™

vesm&s jednozna&né vétve fy, f5, ... (viz obr. 12). Piejde-li z fez R, ze zaporné strany
na kladnou, pfejde kazda vétev f,, v e*"“xf, (Stenaf mn& jist& rozumi). Zvolme nyni
dva indexy j,h (j # h; 1 £ j < n,1 £ h < n) a volme ¢ takto: poSatek ma v bod&
o € Q; piejde jednou fez R; ze zaporné strany na kladnou, potom R, rovnéZ ze zapor-
né na kladnou, potom R; z kladné strany na zdpornou a kone¢né R, z kladné strany
na zapornou a vrati se do bodu a; fezy R,, (m =+ j, m * h) neprotne. Je ihned vidét,
Ze soudin (12) se vrati do bodu a s touZ hodnotou, se kterou z n&ho vy3el, takZe podle
(11) je L(y) = 0. Poznamenejme: je-li A; — A4, = 0 (nebo obecnéji celé &islo), vyho-
vuje téZ kfivka z obr. 13; je-li 4; + A, celé Cislo, vyhovuje kfivka z obr. 14.

Tohoto postupu je leckdy moZno pouZit. Ale étendf sam nahlédne, Ze k nalezeni
uplného systému feSeni tyto kfivky asi sotva postadi. Pfedeviim jsou tato feSeni
celistvé funkce a feSeni na$i rovnice sice nemusi, ale mohou mit v bodé — b sin-

ao
gularitu. Napf. xy” + y” = 0 ma feSeni 1, x, x log x; kdeZto xy” — y”" = 0 ma
feSeni 1, x, x3. Za druhé se miZe stat, Ze A;, A, jsou celd kladna, naleZ soucin
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n n
[1(z = a)*~* ma jednoznagné holomorfni vétve v E — | R, (tj. fezy R;, R, jsou
k=1 k=1

,,zbytetné* a integral (10) se podle Cauchyovy vty rovna nule), takZe dostivame
nulové feseni. Je tedy tfeba hledat jesté jiné k¥ivky o.

Zavedeme kfivky ¢ tohoto typu'): ¢ je spojita ve svém definiénim oboru {ty, £;)-
Prot, <t < t,je ¢(f) rizna od oo, ay, aj, ..., a,. Déle necht k¥ivka ¢,, ., (tj. kfivka

Ry R,

+_

Obr. 13. Obr. 14,

o(t), 7, £t £ 1,) ma konetnou délku, jestliZe t; < 7; < 7, < t,. Pro n&kterou
hodnotu t, (t; < t, < t,) zvolim hodnoty arg (¢(to) — o) (k = 1,..., n) a z nich
vychézeje sestrojim jednozna&né vétve arg (z — o) podél , kiivky* o(t) (t; < t < t,)
(Stenaf mné& rozumi; do bodu t, (a podobné t,) se nemusim dostat, jeZto miZe byt
¢(t;) = oo nebo ¢(t;) = o). Timje proe > 0,7 > 0,¢, + & < t, — n uren integral

n
(13) nA@=f e+ T (z = a1 dz
Pty+e,t2—n k=1
aje
(14) L(yes) = aole** [] (= — ) *T56i33

Jestlize nyni integral (13) konverguje pro ¢ = 0+, 7 = 0+ lokalng& stejnom&rng
vzhledem k x v jisté oblasti M < E k jisté funkci y(x), potom i jeho derivace konver-
guji lokaln€ stejnomérné v M k derivacim funkce y(x), tedy (14) konverguje k L(y),
a tedy

(t9) Lp) = a  lim [0 T] (2 = w533

¢=0+,7-20+

1) Viz také § 4, kap. IV (zejména str. 140).
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JestliZe limita integralu v (13) pro ¢ — 0+, 7 = 0+ existuje a je kone&n4, ozna&ime
ji [, Tedy ve vzorci (15) je

(16) y(x) = J' e("+")‘kli[1(z — a)*"tdz,

Nas bude nejvice zajimat pfipad, kdy

n
(17) lim (7 [T (z — )*™),= g4 = 0,
e—0+ k=1
(18) lim (e 97 [T (2 — %)*),=p(,-my = 0 -
70+ k=1

Celkem: JestliZe y,.,,(x) konverguje v jisté oblasti M < E pro ¢ - 0+, n » 0+
lokalng stejnom&rné k funkci y(x) (kterou potom ozna&ujeme integralem (16)) a jestli-
Ze plati (17), (18) pro viechna x € M, potom je L(y) = 0 pro x e M.

VySetfujme dva pfipady:

1) Necht ¢ za&ina v n&€kterém bodg «,, tieba v a,, a je v jistém intervalu {t,, t; + 4)
(4 > 0) linearni. Omezime se na n&jakou omezenou mnoZinu |x| < X,. V intervalu
{t, ty + A je ¢(t) — &y = ¢4t — 1;) s konstantnim ¢,. Pro 0 < & < 4 je?)

tite

n
lj e % (z — a )M ] (z — M dz| = czj (t = )"0t de
? k=2

ti,tte ty

(¢, nezavisi na x, pokud |x| < X,). A tento integral — nezavisly na x — konverguje
pro ¢ - 0+ k nule, kdyZ Re 4, > 0. Jest& jednodusii je dikaz (17); sta&i uvaZit, ze
(o(f) — a))** > Oprot — t,+,jestlize Re A; > 0.(Uvaite, Ze odhady pro (z — a,)**
zavisely na tom, Ze arg (z — a,) byl konstantni; kdyby se ¢ n&jak spiralovité ovino-
vala okolo bodu «; = ¢(t,), nemusilo by to platit.)

Tedy: usetka (linearn& parametrisovana), vychazejici z o, nebo (obdobng&) kongici
v bodg «,, se nidm ,,hodi*, kdyZ Re 4, > 0; konvergence v (17) nebo (obdobng)
v (18) je lokaln& stejnomdrné v E.

2) Necht ¢ kon&i polopfimkou (linedrn& parametrisovanou) ¢(f) = te* + C
(Ce E), t = 0, ,,koncici v bodé oo a neobsahujici Zddny bod «,. JeZto zvolené vétve
arg (z — o) maji na @ zfejme& koncené limity pro t - + oo (tvaru A + 2nm,, m, celé),
je pro velka t sougin (12) téhoZ fadu jako t’, kde b = Re 4, + ... + Re 4, (beru
kladnou hodnotu mocniny). Hlavni ilohu pro t — + oo asi bude hrét exponencialni

Cinitel

exp {(x + 4) (te"* + C)} = exp {(x + A) te!*} . c*4,

2) Existence integrdlu ndm — za jisté podminky — vyjde z odhadu integrandu.
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Druhy &initel je omezeny, probiha-li x omezenou mnoZinu. Ozna¢me arg (x + A) =
=y = Y(x) (jeZto jde o jednoznatnou funkci, nezileZi na tom, kterou hodnotu
argumentu vezmeme). Je

lexp {(x + A4) te'*}| = exp {|x + 4| tcos (¥ + A)}.

T -
Zvolme 6,0 < 0 < 5 a omezme se na x takova, Ze

(19) 6<]x+A|<;15-, %n—l+5<arg(x+A)<.§1t—l-5';

je pak
cos(t//+;t)<cos(%n+6> = —siné,

(20) lexp {(x + A4) te"*}| < exp (—t|x + A|sin ) < exp(—15siné);

sta¥i tedy odhadnout, zda vyrazy (nezavislé na x)

+ o
J. 7" . exp(—t5sind)dt, TP exp(—Tdsin )
T

maji limitu O pro T = +00. Ale to je zfejmé.

Jezto & 1ze volit libovoln& malé a konvergence je stejnom&rné v (19), je lokaln&
stejnomérnd v poloroviné

(21) %n—l<arg(x+A)<§27—z—}.

(konstrukci viz na obr. 15, kde je tato polorovina vyznaCena Srafovinim). Tedy
polopfimka kon¢ici (nebo zac‘:inajici) v oo se ndm ,,hodi*, ale jen pro x urgité polorovi-
ny, zavislé na sméru té polopfimky. '

Zvolim nyni realné &islo A a najdu n YeSeni y,(xX), ..., y,(x) v poloroving (21);
v piidtim paragrafu dok4Zeme, Ze tvofi fundamentalni systém (jsou to funkce holo-
morfni v této poloroving). Pfitom y, je urditym zplisobem pfifazeno kofenu o;
jist& sta&i, kdyZ popisi y;. ‘

y; bude vyjadfeno integralem

(22) .V1(x) = J e(x+A)z l-[ (z _ ak)An-l dz
?1 k=1

(v poloroving (21)) a jde o to, zvolit vhodn kiivku ¢,. Volime kfivky dvojiho typu.

L typ. Sestrojim polopfimku z = o, + te'* (t 2 0). Zvolim ¢ > 0 tak malé, aby
kruh |z - a1| < ¢ neobsahoval Z4dny z bodu «,, ..., «,. Drdhu ¢, volim takto:
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jdu napted po nasi polopfimce z 0 do bodu z = a; + ge'*; potkdm-li pfitom nékteré
z bodu a5, ..., &,, vyhnu se jim malymi polokruZnicemi. Potom prob&hnu kruZznici
z=o; +¢e*, A—2n <t <A, a vratim se po na$i polopfimce (modifikované
popfip. témi polokruZnicemi) do bodu co; viz obr. 16. Pfitom volime ty polokruZnice

tak malé, aby nemély spoleénych bodil mezi sebou ani s kruZnici o stfedu a, a polo-
méru g.

p
-

Obr. 15.

Obr. 16.

Je-li Re A; > 0, mohu volit za ¢, také drahu IIL. typu, ktera jde z «, po polopfimce
@ + te'* do oo (modifikované popfip. tdmi polokruZnicemi).

Aby integral (16) byl jednozna&ng urden, je nutno urit vétve arg (z — o) podél ;.
Predeviim volime arg (z — a,) takto: P¥i draze II. typu budiZ na pfimych &astech
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drahy arg (z — o) = A. Pfi drdze L. typu volim arg (z — «,) tak, aby pfi prob&hnuti
kruZnice z = a; + ge* (A — 2r < t < 1) vzrostl z hodnoty A — 27 na A. Tedy na
pfimych &stech, jdoucich z oo do «, + ge'%, je arg(z — ;) = 4 — 2m, na pfimych
&astech, jdoucich od a; + ge'* do o, je arg(z — ay) = 4.

n
Jde jest& o hodnotu soutinu ¢ = [](z — o)**~!. Zfejm& miZeme (sestrojenim
k=2
vhodnych polop¥imek R, ..., R,zbodii a,, ..., a, do o) sestrojit jednoduse souvislou
n

oblast 2 = E — U R,, kterd obsahuje celou k¥ivku ¢, a (v pfipad¥ I. typu) téZ cely
k=2
kruh |z — o,| < . Soutin o mé vesmds jednozna&né vétve v , lisici se jenom kon-

stantnimi nenulovymi &initeli. K uréeni jeho hodnot na ¢, stali tedy napf. zvolit
n
uréitou hodnotu v bodg «;, tj. ur&itou hodnotu P soudinu P = [] (a; — e )*7,
k=2
k SemuZ sta¥i volit hodnotu arg (z — o) v bod& z = «, pro k = 2,3, ..., n. Tim je
integral v (16) ipIn& urgen.

Poznamenejme: Je-li 4, celé kladné, je také (z — «,)**~! holomorfni v Q. Z toho
podle Cauchyovy véty snadno plyne, Ze integral pifes kfivku ¢, prvniho typu se rovna
nule, dostdvame tedy nulové feSeni. Proto v tomto pfipadé nebudeme uZivat drahy
I. typu.

Je snad zbytetné popisovat drdhu ¢, pfisluinou k bodu o (na obr. 16 piite o
misto «,; polokruZnice se tykaji bodd a,, h + k).

Mame tedy pro kazdé k = 1, ..., n k dispozici aspoii jednu kfivku ¢,:

1. Je-li Re A, > 0, A, necelé, mohu volit podle libosti ¢, I. nebo II. typu.
2. Je-li A, celé kladné, volim ¢, II. typu.
3. Je-li Re A, £ 0, volim ¢, I. typu.

Tak dostavam n feSeni y(x) = [,, ..., k = 1,2, ..., n; v pfi§tim paragrafu doka-
Zeme, Ze jsou linearné nezavisla.

Poznamenejme déle, Ze poloméry polokruZnic a v pfipadé I. typu téZ polomér ¢
miZeme dile zmen3ovat, aniZ se tim zmé&ni hodnota integrilu (to plyne snadno
z Cauchyovy véty).

Konen& poznamenejme: kdybychom volili jiné vétve arg (z — ) (k =1, ..., n)
podél ¢,, zménil by se integral y,(x) pouze o konstantni nenulovy &initel.

Cvi&eni. Pro rovnici xy” — (x + 2) y = 0 najdete
A=0; oy =1, A1=—1; o, = —1, A, =1;

.Vk(x) = Iwz e"z(z - ])*2 dz. Jak zvolite @1, @2, aby y;, ¥, dévaly feSeni v poloroving
‘ i T 4r
a)Imx>0; b) Rex>0; °)§<af8x<—§

(volite oviem ¢, II. typu)-
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§2

Asymptotické rozvoje FeSeni Laplaceovy rovnice

Rovnici (1) méZeme fesit jako rovnici Fuchsova typu v bod€ — A; dostali bychom
rozvoje platné v celém prstenci P(— A4, o). V § 1 jsme dostali feSeni, platné pouze
v poloroving, majici bod —A na hranici. Pro¢ jsme tedy vibec FeSeni (22) a dalsi
feSeni y,, ..., y, sestrojovali? V feSeni podle Fuchsovy metody vystupuji mocninné
fady o stfedu — A4 a polomé&ru konvergence + 0. Neredukuji-li se tyto fady na poly-
nomy, konverguji pro velka |x + A| velmi $patné€ a obycejné se nehodi k vy3etfovani
feSeni rovnice (1) pro velka |x + A|. Vyznam feSeni z piede§lého paragrafu je pravé
v tom, Ze pfipoustéji tzv. asymptotické rozvoje, které dovoluji jejich studium prave
pro velké hodnoty [x + A|. Tyto asymptotické rozvoje nyni odvodime (s jejich po-
moci také nakonec zjistime, Ze feSeni y,, ..., y, z pfedeslého paragrafu tvofi funda-
mentélni systém). Kdo dosud nic nesly3el o asymptotickych rozvojich, mizZe si pfe&ist
napf. elementarni vyklad v J II, kap. XV, § 1, str. 585—591.

Vedeni odhady (20), zvolime 6,0 < & < -;— 7 a omezime x na oblast

(23) |x + 4] >4, §—1+6<arg(x+A)<3;n—).—6.

Do integralu (22) zavedu novou integracni prom&nnou Z = z — «, (ale hned zase
pi§i z misto Z). Dostanu

(29) yi(x) = e I(x),

I(x) = | e*+4=z4171 f(z)dz,
Vi1

f(z) =kljz(z + ooy = "‘k)Ak-1 ) f(O) = byo,

kde smysl tohoto zapisu uvedeme pfesné niZe. Pfitom dréha y; vznikd z ¢, posunu-
tim (viz obr. 17). Zvolme déle body roe*, rie”* (0 < ry < r; < + ) tak, aby ro <

< -;— ey — | pro vSechna k =2,...,n a aby &ast integra®ni drahy ,,mezi* body

roe't, rie'* obsahovala viechny eventuélni polokruZnice o stfedech o, — «; (k > 1);
z obr. 17 je jist& vSechno jasn& vidét. Pfi kfivce I. typu volim jes§té ¢ < ry. Rozdélim

(25) . I(x) = I,(x) + I(x) + I3(x),

kde I, je integrél p¥es tu &ast y,, kde |z| < ro, I, je integral pfes tu &ast, kde ro <
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< |z| £ ry, I5 je integrél pies tu &ast, kde |z| = r,. Odhadn¥me I5. Znaky c, ¢, ...

budu znaéit kladn4 &isla, zavisla jen na operatoru L (tj. na a;, b;), na 4 a na volb&

tisel byo, b0, -++» bro» kde bjq je zvolend hodnota souginu_[] (a; — o)**~*. Kladna
k=1

k¥)
&isla, z4visla jet& na dalSich parametrech, napf. u, v, budu znaéit ¢,(u, v), c,(u, v)

Obr. 17.

atd. Cisla ro, ry lze zvolit, jakmile je ddno L, proto zévislost na r, r, neni tfeba
vypisovat. V I, je, jak jsme jiZ zjistili (piii z = te', t 2 r,),

| exp ((x + A) z)| < exp (—|x + A| tsiné),
coZ je nejvyse

exp {3(—|x + 4| r, sin 8)} exp {#(—|x + 4| tsin )},

takZe

[I3(x)] < €4(8) . exp (—c,(5)| x + A)). J’we'”z"’““"t" de,
tedy "
(26) [13(x)] < cq(8) e=c2@1x=41,

Odhadnéme I,. PolokruZnice volme tak malé, aby na nich bylo z = Izl ', kde

v =14 < % d, nadeZ podle (23) je

T 6 3z O
—+-<arg(x+A)+pu<——-
5t 5 g( )+ u > "5
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a podobné jako v I; dostaneme
lexp {|x + 4| z}| < exp {—lzl .|x + A4|.sin % 5}
na dréze integralu I,. Na této draze je |z4' ™! f(z)| < cs5(6), délka integragni drahy
je mensi neZ nry = cg, takZe
(27) [L(x)] < e7(5) e x4l

. < - 1 s
Integra&ni drahu v I, oznaCme y. JeZto ry < 5 lozk - “1[ prok =2, ...,n,lze kazdou

vétev funkce f(z) = [](z + «; — o)** ™" rozvinout v mocninnou fadu o stfedu 0,
k=2
konvergentni pro |z| < 2r,. Specialné nami zvolenou vétev Ize rozvinout v fadu

(28) £(2) = T by,
ji=0

kde by, = f(0) je nami zvolena hodnota soudinu [] (¢, — a)**. Ostatni b,
k=2

dostaneme takto:

n z Ar—1
f(z)=bml_[(1+ ) s
k=2 al - ak

kde soucin ma pro z = 0 mit hodnotu 1; stadi tedy rozvinout v binomickou fadu

Ak—l o0 — m
) R (e
al - dk m=1 m (C(l - ak)m
a vynasobit.

Zvolme nyni celé &islo g = 0 a rozd&lme fadu (28) na ,,po&atek* a ,,zbytek*:

(29) 1) =j[ib1jzi +9(2),
kde
(30) l9(2)| = es(a) [2[**" pro [z] < 7o

Abychom se nemusili stale starat o indexy, smluvme se, Ze budeme (aspofi v&tsi-
nou) psét ¢, c(8), c(q) misto cny €,(6); €u(q), - ... Ctenaf si jenom musi uvédomit,
Ze napf. ¢(6) miZe na riznych mistech znamenat rizna c,,(6) (bude jich jen konedny
pocet).

Odhadn€me napied

Ky (x) =I et 7471 g(7) dz .
X
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1
+ 4]

Za polomdr ¢ vezméme &islo ¢ = (v pfipad& I); to je dovoleno, pokud

vyjde ¢ < ro, tj. pokud

(31) |x+A|>i=c.3)
0

Potom na kruznici |z| = ¢ je

1

e+ < e, |24 g(2)| £ (q) mm ’

. v . . 2m Y . - T v

délka kruZnice je m » takZe absolutni hodnota integrdlu pfes kruZznici je mensi
x

nez c(q) |x + A|7*4'79" L. Integral p¥es rovnou &st drahy je v absolutni hodnot§

nejvyse '

e
ZJ. exp {—|x + 4| tsin 1} . c(q) F***2dt <
e

+ o
(32) <2x + A]"““““".J‘ exp (—rsin 38) . ¢(q) r**4**dr <
1

[ < (g, 0) |x + 4| R,

V piipadé€ II nemame integral pfes kruZnici; integral pfes ptimou &ast se odhadne
jako v (32), ale meze jsou ted 0, + oo misto 1, + co. JeZto v tomto pfipadé je Re 4; >
> 0, neru$i dolni mez 0, a tedy mime obdobny odhad. JeZto

—e c(g, 6)
o) e7 P4l < PRV

pro |x + 4| > 1 , mame podobny odhad jako pro I,(x), Iy(x) (viz (26), (27)).
To

Tedy: v oboru (23), (31) je

q
I(x)=Y b“-.fe("+“”z“‘+j"l dz + 4,4(x),
j=o

X

kde
|A1(x)| = «,9)

3‘) Tento pfedpoklad ndm pfili§ nevadi: na§ koneény vysledek bude mit vyznam jen pro velké
hodnoty |x + A]. Viz také pozn. na str. 189.
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Zjistéme, jakou chybu udglame, kdyZ drdhu y ,,protahneme do nekone&na®, tj.
kdyz ji nahradime drahou y podobnou jako ¥, pouze uZ tam nemusim brat zZidné
polokruZnice. K tomu cili sta&i jako v I5 (viz str. 185) odhadnout proj = 0, 1,..., g
integraly

(8, j) exp (—]x + A %0 sin 5>I exp (—- % td sin 6) LRt gy <

< o5, j) exp (—c(5) |x + 4]).

JestliZe za ¢(5, q) vezmu nejv&tsi z &isel ¢(8, j) (pro j = 0, 1, ..., q), dostanu odhad
téhoZ druhu jako dtive. Tedy kone¢né

q
(33) I(x) = Z bl.iJ‘ etz A1ti-1 4, + Az(x) ,
ij=0 y

kde [42(x)| < (g, 8) |x + A|7*479"! pro x v oboru (23) (viz poznimku 3)).
Integraly pfes kfivku 9 jsou znamé integrély, které se daji vyjadfit hodnotami
funkce I'.

Ozna&me drdhu y podrobngji y(4), abychom vyzna&ili jednak smé&r poloptimky,
‘jednak vétev arg z, které uZivime. Poznamenejme, Ze na polopfimce sméfujici do oo
klademe arg z = A; v pfipadé I klademe na polopfimce vychazejici z bodu oo arg z =
= A — 2x. Jde tedy o integraly

(34) K(x,s,2) = xtzzs=1 4, .
7(4)

pfi draze II. typu je pfitom Re s > 0 (jezto Re 4; > 0). Zavedeme novou integra¢ni
proménnou {:

(39) (x+ A)z=-¢.

Abychom mohli psat (x + A)*z* = (—1)*{% musime volit arg{ a arg(—1) tak,
aby arg (x + A) + arg z = arg (—1) + arg{. Volme arg (—1) = =, tak¥e (—1)* =
— em’a.

PoloZme a = arg(x + A) + A — =, takZe — g <a< ga

em‘s
(x + A)s y(2)

(36) K(x,s 1) = e~ tde.

(Ze se v ptip. I zménil polom&r kruZnice, nemé vliv na hodnotu integralu.)
Drahu y(«) oznadme je$té y(x; I), popfip. y(a; IT), podle toho, o ktery typ jde (viz
str. 183). Z § 3, kap. IV (viz str. 141 —3) pouZijeme nasledujici:
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Lemma 1. Nechf — g <a <§ . Potom plati pfedné [, ,pne " 1dl =
_ 2mi

r(1 —s)

Za druhé

e™™ pro kaZdé s € E.

.[ e**"td{ =TI(s) pro Res>0.
y(a,II)

Na zéklad¥ tohoto lemmatu ur&me integraly v (36). Dosadime-li jest& do (24)
dostaneme tento vysledek:

BudiZ A redlné, 0 < 6 < —;— m, q celé, ¢ = 0. Potom v oboru

—A+§+6<arg(x+A)<—A+37n—6, |x + 4] > &

plati: Je-li y, ddno integrdlem (24) s drahou I. typu, je

37 ¥) = et om 20 3 by L _ 44 ;
( ) .Vx()

(x + A \j=oIr(1 — 4, — j)(x + 4

je-li Re Ay > 0 a je-li y, ddno integrdlem (24) s drahou II. typu, je

midy q _l)j b r(A + ])
38 — Jxtda € ( 1 1 +4),
( ) yl(x) e (x + A)Al <j=0 (x + A)]

kde v obou pripadech je
(3, q)

39 4 < ———,
( ) l l I x + Alq+1

Poznémka 1. UvaZme jestd, Ze podminku (31) lze vynechat i z t&hto dévoda:

q
Jei totiz & < - , jsou I(x) a rovn&Z Y, ... v (33) holomorfni funkce v uzavieném
i=o

To
omezeném oboru

6§|x+A|é-1—, 7—z—/1+<5§arg(x+A)§3—n—}.—5,
Lo 2 2

které zavisi jen na zvolené hodnot& byo, 4, ¢ a na tvaru rovnice (viz lemma 1, (29),
(30)). Tedy je v naem oboru podle (33) |[4(x)| < ¢,(3, g)-
Za druhé je v naSem oboru

|x +A|ReAn+q+l <c2(q)’
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a tedy i
IA,_(x)l < ¢y(9, q) cz(q) Ix + Al‘ReAx—q—l )

Podobné vzorce plati i pro ostatni yi; misto 4,, &; pi§ 4,, o a misto b,; se vysky-
tuji by, které se uréi z rozvoje funkce

fk(z) = Hl (z + % — a‘m)Am_1 = Zobk_,Z’
m= Jj=

m*k

pfi¢emZ je nutno zvolit urgitou hodnotu b, = £,(0) = ﬁ (0 — w1 (37), (38)
el
jsou hledané asymptotické rozvoje pro y,; podobné pro y,, ..., y,.
Vsimnéme si n€kolika okolnosti.

q
1. Odhad (39) mé ve jmenovateli |x + AJ*?, kde#to v ) ... se ve jmenovateli
j=0

vyskytuje x + A nejvySe s mocnitelem g; v tom je vyznam asymptotickych rozvoji.
K numerickému vyuZiti té&chto rozvoji by bylo oviem tfeba skuteéné& nalézt pfipust-
nou hodnotu ¢(3, g) v (39). Skuten¥ se v jednotlivych specialnich ptipadech (napf.
pro Besselovu rovnici) daji nalézt hodnoty ¢(9, q) pouZitelné v numerickych vypoc-
tech. V obecném pfipadé¢ ndmi vySetfovaném by asi po sloZitych vypodtech vysly
malo pouzitelné hodnoty.

2. Soucet i ... je usekem jisté nekoneéné fady, ale tato fada je v nejzajimavéjsich
ptipadech dii;ggentni (to souvisi s tim, Ze (8, g) zavisi na q). P¥esto jeji useky mohou
pro velké hodnoty |x + A| davat velmi uZite¢né vysledky.

3. Soudet i ... nezavisi na 1; v celém vzorci (37) nebo (38) zéavisi na 4 jen vyraz
(x + A)*, jé;t(:) A urtuje piisluinou vitev arg (x + A).

DokaZeme nyni, Ze yy, ..., y, jsou linedrné nezdvislé. Ptipomindm: je-li A4, celé
kladné, uzivam pfi y, drahy IL typu.
bio

Zvolme g = 0. Neni-li 4, celé kladné, ]em £ 0; je-li ReAd, >0, je
— 44
byo I'(4,) + 0. Tedy je
o+ Aa
(@) 7 = g m+ ol0),

kde m; = 0a o(1) zna&i funkci, kter4 konverguje k nule, kdyZ (x + 4) — oo v oboru
(23). Podobné pro y; (k = 2, ..., n) s 4, o, my (m, = 0) misto A4, «;, m,. Z (40) je
vidét, Ze v oboru (23) je yi(x) = O pro dosti velké |x + A|.
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My3lenka diikazu bude tato: Zvolime vhodn& polopfimku arg(x + 4) = 9,
tj. x + A = re”® (r 2 0) tak, Ze se funkce y, na této polopfimce fadov& tak silng
navzajem lisi (pro velka r), Ze mezi nimi nemiZe platit netrividlni linearni relace.

9 oviem volime v intervalu g — A+ 6, 3?71 — A — & ). Na poloptimce je |(x + A4)*|
téhoZ fadu jako rR4*. Dile je Re ((x + A4) o) = r Re (e”*x,).
UkaZeme nyni, ze 3 lze zvolit tak, aby ¢&isla
Re () (k=1,...,n)

byla navzijem rtzni. Pro h + k je a, — o = ry exp (idy), rm > 0, 4, realng,
takZe

(41) Re (e%a;) — Re (eP0) = ry cos (9 + Ay) .
Ale funkce cos (3 + 4;) ma (jakoito funkce 9) nejvyse jeden nulovy bod v intervalu

(g - A+ 5,322 —-A- 5). Tedy lze vskutku volit 3 v tomto intervalu tak, aby

viechny vyrazy (41) s b + k byly rizné od nuly. Pro v&t3i pfehlednost pfecislujeme o,
tak, aby
Re (o) — Re (e®a,) = B, > 0

pro h>k. Pro h>k, x+ A=re*, r— +w je ylx) téhoZ fadu (viz (40))
Y\ X
jako e~"Brk  pRe(i=4n) 5 tedy yx) — 0 pro r — +oo. Pfedpoklidejme, Ze plati

Y\ X
netrivialni relace ¢y y4(x) + ... + ¢, »,(x) = 0, a budiZ k nejmen3i index j, pro
néjz ¢; # 0. Potom pro x + A = re’® a pro dosti velka rje y(x) #+ 0, tedy

Yir1(%) c M =0;
W T ) o

limitni pfechod r — + 00 dava ¢, = 0, coZ je hledany spor.

Ck + Cisq
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