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Kapitola VI

BESSELOVA
ROVNICE

§1
Besselovy funkce 1. druhu
Besselovou rovnici nazyvime rovnici
(1) x2y" +xy' +(x2 —v)y=0 (veE).
Rovnice spliiuje Fuchsovu podminku v bodé 0, ale nespliiuje ji v bod& oo, jeZto to

neni Eulerova rovnice (viz kap. IV, § 1). Besselova rovnice patfi k nejdtleZit&jsim
rovnicim v aplikacich. Hledejme pseudopotenéni rozvoj v P(0, o):

(2 y =Y ax®** (a, +0).
k=0

Spocitejte charakteristicky polynom; ten ma nulové body v, —v. JeZto se rovnice
nezmé&ni zdm&nou v s —v, hledejme feSeni (2), kde ¢ = v. Dostidvame systém rovnic

ak(k + 2V) k= —0y=2 (k = 1, 2, ...) ’

kde klademe a_; = 0. Tém bude vyhovéno, bude-li a; = a; =as=... =0,
ay dk(k +v) = —ay-, (k=1,2,...). Neni-li v celé zaporné, ma tento systém
feSeni

1
(v +1)...(v+ k)

axy = ao(—l)k
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. 1
PoloZzim-li ay = — . _1 # 0, dostanu feseni
2" I(v + 1)

®) I(x) = ( ) 5 (—l)k(f)

o k!T(v+ k+1)

Neni-li v celé, je také J_,(x) feSeni, a jezto J,, J -, patfi k riznym exponentiim, tvofi
fundamentalni systém.
Je-li v celé zaporné, nema systém rovnic

) az 4k(v + k) = —ay-, (k=1,2,..)

feSeni s a, % 0, nebof pro k = —v > 0 vychazi z (4) ay-, = 0, a odtud opét
ay-4 =0,...,a9 = 0. Pro celé v neexistuji tedy dvé linearné€ nezavisla pseudopo-
ten¢ni feSeni.

Jak je tomu s funkei J_,(x), kdyZ v je celé kladné? Potom (I'(—v + k + 1))"* = 0
pro k < v — 1, takZe lze psat

Jx) = ()z (—l)k®

2) EKT(=v+k+1)

Zavedenim s¢itaciho indexu m = k — v a pouZitim vzorce I'(n + 1) = n! pro n =
=0,1,2,... dostanete snadno J_(x) = (—1)" J,(x). Shriime:

Véta 41. Rovnice (1) md pro kaZdé v € E FeSeni J,, J_,. Neni-li v celé, tvoFi tato
FeSeni fundamentdlni systém. Je-li v celé, je

(5) Jou(x) = (=1)" Iy(x)

a neexistuji dvé linedrné nezdvisld pseudopotencni FeSeni.
Funkci J(x) definované v (3) se fika Besselova funkce 1. druhu s indexem v.
Probereme nékteré nejjednodussi vlastnosti téchto funkci.

1. Vztahy mezi funkcemi J, s indexy lificimi se o celd Cisla.

Funkce x~" J,(X) je mocninna fada konvergentni viude v E. Z (3) dostavame

FCAOEPS) A O

=1 (k—1)!IT(v+ k + 1)
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e (3

JRPIEEE=" m!T(v + m + 2) -

=x""J,s 1(x) s

© ~ = () = X ()

a odtud indukci pro k = 1, 2, 3, ...

k
I o LA ORI e}
Podobné vypodtete
(8 2L 0 = 27,
x dx
1d Y v v—k
) (E& (2 1,(x) = x** J,(x).
Z (6), (8) ihned obdrzite (x % 0)
(10) =20, =Ty, L= =20+,
X X
(11) n=toi=aa), B =ui g,
2 x
Jezto J_, = —J,, dostavame specialng
J{) = _Jl .
IL. Ji4q/2(x) pro celé k.
e 2m
K\1/2 ® (_l) 5)
@ n@=() F

1/2 o —1\m y2m+1 1/2
= 2 y _(l)—x =[=) sinx.
nx) m=o (2m + 1)! X

Pro celé k > 0 vyjde z (7), poptip. z (9):

(13 T ials) = ﬂ(-ly pn(19) dnz,

x dx X
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_ .
(14) J—k+1/2(x) = /Z xk-12 (1 di) sinx ,
T X ax
2 1/2
J_y12(x) = (;) Cos X .

Funkce Jy 4 1/5(x) (k celé) se tedy daji vyjadfit elementarnimi funkcemi. Liouville
dokazal, Ze v Zadném jiném p¥ipad® neni J,(x) ,,vyjadfitelné elementdrnimi funkce-
mi* (slova v uvozovkach je oviem nutno precizovat; pfesnou formulaci a diikazy
viz napf. v knihich J. F. Ritt, Differential algebra (New York, 1950), J. F. Ritt,
Differential equations from the algebraic standpoint (New York, 1932)).

III. J,(x) jako funkce proménnych x,v. Je J(x) = (g) S(x, v),

(15) S ) =3 cr (5)

m=om!F(v+m+l)'

Vita 42. Rada (15) je lokdIné stejnomérné konvergentni v E x E a tedy je (viz
vétu 14) S(x, v) holomorfni v E x E.

Dikaz. Zvolme &sla X > 0, K > 0, K celé. DokdZeme stejnomérnou konver-
genci v oboru [x| £ X, |v| < K. JeZto je vidy I'(s) # 0, existuje &slo a > 0 (zavislé
jen na K) tak, Ze pro [Ims| < K, 1 < Res <2 je |[I(s)] 2 & Jedi |[Ims| < K,
Res 1, pime s =5+ m, kde m = 0 je cel§, 1 < Res’ £ 2. Tedy |I'(s)| =
=|+m=1)("+m=2)...s'T(s")| 2. Jeli V| S K, je Re(v+ m+ 1) 2
2 1 prom 2 K. Voboru |x| £ X, |v| < K je tedy k fadg

. @)

m=xm!T(v + m + 1)

majorantni fada

ktera konverguje.

Poznamka 1. Z véty 42 plyne obdobn4 véta pro J. v(x); jeZto viak x” je pro necela v
mnohoznaéna4, je nutna tato modifikace: BudiZ 4 oblast, ve které existuje jednoznad-
n4 vétev arg x. Pro kaZdé v € E nechf ted J,(x) znamen4 v&tev v 4, pattici k této v&tvi
arg x. Potom J,(x) je holomorfni v 4 x E (tj. pro x € 4, v € E).
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§2
Fundamentdlni systém FeSeni Besselovy rovnice

Pro kazdé v mame feSeni J (x), J - ,(x) a tato feSeni jsou (v rozsahu daném poznam-
kou na konci § 1) holomorfni funkce x, v. Aviak pro celé v netvofi fundamentalni
systém. Proto zavedeme dal3i feSeni N,(x) tak, aby N,(x) mé&lo obdobnou vlastnost
holomorfie a aby J,, N, tvofily fundamentalni systém feSeni pro kazdé v € E. Pozna-
menavam: hodnotdm v, —v odpovida tdZ diferencidlni rovnice, ale budou jim ve
vétsiné pfipadil pfifazeny dva rtizné fundamentalni systémy J,,N,a J_,, N_,.

Lemma 1. Necht f(x,v) je holomorfni v bodé [x,, vo]. Polofme F(x,v) =
= £, ) = f(x vo) pro v # vo, F(x,vo) = [M

. Potom F je rovnéZ
V=179 av v=vo

holomorfni v bodé [x,, vo].

Dikaz. V jistém okoli bodu [x,, vo] je

f(x,v) =L§ a;(x = xo) (v = vo)*.

k=0

Pro v = v, je tedy
(16) F(x,v) = Y aulx — xo) (v = vo)*~".
J

Dile

ale to je pravé soulet fady (16) pro v = v, Tedy F je déna v celém okoli bodu
[%o, vo] mocninnou fadou (16).
Nasledujici véta je podstatou tzv. d’Alembertovy metody.

Véta 43. Necht funkce p{(x,v) (j = 0, 1, ..., n) jsou holomorfni v A x B (minéno
x € A, ve B), kde A, B jsou oblasti v E. Necht y(x,v) je pro kaZdé v € B FeSenim
rovnice

(17)

M =

P_,-(X, v) y(.i) =0

0

]

J
v oblasti A (y9) znaci j-tou derivaci podle x). Necht'y je holomorfniv A x B a necht
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pro jisté vy € B je y(x, vo) = 0 pro viechna x € A. Pro x € A, v € B poloZme

n(x,v) = Wxv) _ (% ¥) = y(x v)

pro v vy,

v — v, v — v
ay(x, v
(x, vo) = [——y‘ —)] .
av v=vo

Potom plati:
1. n(x, v) je holomorfni v A x B.
2. Pro kaZdé v € B je n(x, v) FeSeni rovnice (17) v oblasti A.

Ditkaz. Tvrzeni 1 plyne z lemmatu 1. Znagi-li y¢ j-tou parcialni derivaci podle x,
je pro v = v, (a stale ve B, x € A)

(19 3 pfn )=

V=V

Provedme limitni pfechod v — v,. Je lim pj(x, v) = pj(x, vo) a dale

v=vo

i 2202 23e) 2 (03029

v-vo v — v, ox’

V=vo

oy(x, v o [oy(x, v o
= y( ) =75 M =773 n(x, vo)
axi\ ov v=ve OX L OV |-, Ox

(uvédomte si dob¥e definici parcialni derivace), takZe z (18) plyne
(19 3 b v 15 v9) = 0.
i<

Tedy vskutku je pro kazdé v € B funkce 7(x, v) feSenim nasi rovnice v A. (Pro v # v,
viz (18), pro v = v, viz (19).)

Vyznam véty je tento: y(x, vo) je trivialni feSeni; miZe se stat, Ze n(x, vo) neni tri-
vialni feSeni.

Uzijme této véty na Besselovu rovnici s indexem v. Jedno feSeni je J,(x). Zvolme
urdité celé n a vezm&me feSeni J,(x) — (—1)" J_,(x); toto feSeni je nulové pro
v = n. Podle véty 43 sestrojme funkci

pro v=n,

(20) Ay v) = 2 = (1)

vV—n
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Funkce J,(x), A,(x,v) davaji pro kazdé v feSeni nasi rovnice, majici vlastnost
holomorfie precizovanou na konci § 1, a pro necelé v davaji zfejm€ fundamentalni
systém; da se dokazat, Ze tvofi fundamentalni systém i pro v = n. Ale pro celé
v % n nedavaji fundamentalni systém, jeZto v tomto pfipad¥ je A,(x,v) = J,(x).

1 — (_1)n+v
" v—n
k zvolenému &islu n. Proto nahradime funkci A4,(x, v) jinou funkci N (x) dvou pro-
mé&nnych x, v, kterd se pro kaZdé celé m chova podobn¥ jako A4,(x, m). Podivejme
se na vzorec (20) a uvaZme: pro n celé, v — n chové se sinvr = (—1)*sin(v — n) =
»»asymptoticky jako (—1)* (v — n) = (tim minim, Ze podil obou funkci m4 limitu 1
pro v — a).

. Tento nedostatek vznikl tim, Ze A,,(x, v) bylo sestrojeno se zfetelem

Podobng 5% _ cos(v—n)n

. 1 .
- se chova jako ————— . Bude proto asi vhodné
sinve  sin(v—n)=n (v—n)n

zavést tuto funkci:

)

n— J_(x))

pro v necelé,

(23) N,(x) = lim N,(x) pro ncelé.

(Existenci této limity je jest& nutno dokézat.)
Pro necelé v tvofi J,, N, zfejm& fundamentélni systém feSeni a N,(x) ma poZadova-
né vlastnosti holomorfie v okoli kazdého bodu [x,, vo], kde x, € E, vo € E, xo * 0,

vo necelé.!) Jak je tomu v okoli bodu [x,, n], kde n je celé? Omezme se na v kruhu
[v — n| < 1. Pokud v je necelé, plyne srovnénim vzorct (20), (22)

(2)) N(x)__(A(x’v)+J()cos(tv— n)n:_1> (v — n)

—n sinn(v — n)

Uv&domme si, Ze 4,(x, v), J,(x) jsou holomorfni v jistém okoli bodu [x,, n]. Dale:

n(v—n)  cosn(v—n)—

funkce (promé&nné v) ! jsou holomorfni v bodé&

sin (v — n)’ v—n

v = n; prvni z nich ma v bod€ n hodnotu 1, druh4 hodnotu 0 (cos (v — n)n — 1
ma v bod€ v = n nulovy bod nisobnosti 2). Tedy prava strana v (24) je holomorfni
v jistém okoli bodu [x,, #] a v bodech [x, n] ma hodnoty (a tedy i limity pro v — n)

1A,,(x, n). Doplnim-li tedy definici N,(x) také pro celé v = n vzorcem (23) (tedy
T
vzorcem N,(x) = lim N,(x)), bude N,(x) holomorfni v okoli kaZdého bodu [x,, v,] €

1 s e » wr v e L r e » .
) Minim pfirozené vétve funkci J,(x), N,(x) atd., patfici k jisté jednoznaéné vétvi arg x.
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€E x E, x, * 0 (af je vo necelé & celé). Déle je pro celé n: N,(x) = lA,,(x, n),
T

takZe i pro celé v = n je N,(x) feSenim na¥i rovnice. Z (21) plyne pro celé n

o -t -t

-0v =n v=n

To lze psat také takto:

S A el e

v

Odtud zfejm& N,(x) = (—1)" N_,(x) pro celé n. Jesté chceme dokazat, %e J,, N,
tvofi fundamentalni systém i pro celé n.
Spotitejme

Ju(x), N.(x) l

) = 0, NG|

napfed pro necelé v. Podle (22) je

W,(x) = Vi)
sin vz
kde
J, I,
W =7 37|
Z Besselovy rovnice plyne, Ze
dI,v(x) = JV J—v _ lK.(x) s
dx J, J., X

a odtud V,(x) = =t , kde C, miiZe zaviset na v, ale nezévisi na x. Z rozvoje (3) dosta-
x

vime pro x —» 0

19 =) (s +0) 0 =5 () + <)

Dosazenim do Vv(x) ihned vypoctete

%0 = (7R (1)),

r(v+1)r(1—v)
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ale

v 1 sin v

v+ 0)I(l—v) IMII—-v =

takzZe
C, _ 1(—2 sin v + 0(1)) -
x x n

. Y . . 2 sin nv
Jezto C, nezavisi na x, je C, = — ,
T
1 2

W)= - ——. &= 2,

sinty  x X

Tento vzorec byl dokazan pro neceld v; ale leva strana je pfi pevném x # 0 spojita
funkce v, a tedy je W,(x) = 2 pro kazdé (i celé) v a kaZdé x =+ 0. Tedy jsou J (%)
nx '

N,(x) line4rn& nezavislé pro kazdé v. Shriime:

Véta 44. Pro kazdé v zavedme vedle J (x) jesté funkci N,(x) (pro x # 0) vzorci
(22), (23). Potom plati:

1. J(x), N,(x) tvofi fundamentdlni systém reSeni rovnice x*y" + xy +
+ (x> =v)y=0.
J(x) N,(x) _2
Jyx) Ni(x)| =x’

3. Pro celé n je J_,(x) = (—1)" J,(x), N_,(x) = (= 1)" N(x).

4. Pro celé n Ize N,(x) vyjddFit vzorci (25), (26).

5. Budi? A < E oblast, ve které existuje jednoznacnd vétev arg x. Pro kaZdé v
necht ted J,(x), N(x) znamenaji ony vétve v A, které prislusi zvolené vétvi arg x.

Potom tyto vétve J(x), N,(x) jsou holomorfni funkce x, v v oblasti A x E (tj. pro
x€A,veE).

2.

Funkci N,(x) se fikd Neumannova funkce (napf. Smirnov, Kurs vysSej matématiki
II1.2). Whittaker a Watson ji znagi Y,(x) a Fikaji ji Weberova funkce (viz E. T. Whitta-
ker, G. N. Watson, A course of modern analysis II). Nasledkem velké duleZitosti
Besselovy rovnice a jeji mnohostranné pouZitelnosti zavadéli mnozi autofi rozmanita
feSeni této rovnice a oznaovali je riznym zpusobem, takZe pfi pfebirani vzorci
z literatury je tfeba jisté opatrnosti.

V § 1, bod I jsme odvodili vztahy mezi J,, J,—y, Jy+1, Jy. UkdZeme nyni: Vztahy
(6) az (11) z § 1 plati i tehdy, kdyZ v nich Besselovy funkce 1. druhu nahradime Neu-
mannovymi funkcemi. JeZto vzorce (10) znamenaji totéZ jako (6), (8), jezto (11) plyne
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z (10) settenim a odedtenim a jeZto (7), (9) plynou indukei z (6)s (8), sta&i dokazat
vzorce

@) Ni() = 2 M) = Ny,

Ny(x) = - iNv(x) + Nyoi(x).

Je#to pfi pevném x # O jsou Neumannovy funkce holomorfni funkce v v E, stadi

provést ditkaz pro neceld v (pro celé v = n se provede limitni pfechod v — n). Pro
necelé v mame (uZije se (10))

N, = '1 (Jycosve — JL)) =
sin vt
1 v v \
= — <(— J, — J,H)cosvn—(— J_V+J_‘.-;)) =
sin i \\x Co\x
1 v 1
= ——~(J,cosvt —J_)) = ——— (Jysrcos(v+)n—J_,_,),
sin v x sin(v+ )=

coZ je prvni vzorec (27). Podobng se dokaZe druhy vzorec.
Poznamenejme nakonec, Ze procelé k je podle (22) N4 1/2(X)=(=1)** 1 J_;_y 2(x).

§3
Rozvoj funkce N,(x) pro celd n

Necht n je celé. Jeito N_, = (—1)"N,, miZeme se omezit na pfipad n = 0.
UtZijeme vzorce (26); podle v&ty 14 miZzeme ve vzorci

ey
29=(3) %, _r(_+<%T)

derivovat podle v ¢len po €lenu. Pro v = n dostaneme

[20] =269 108% -5 ) rpare

Fsorf(n+r+1) Tn+r+1)
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Maéme (viz vztah (44), § 3, kap. 1IV)

1 se[] (1 + i) ek,

T(s) k=1

Oznatime-li L(s) jednozna&nou vétev log I'(s) voboru E — (— oo, 0), ktera je realna
pro kladné hodnoty s, dostaneme stejn& jako pfi ditkazu Stirlingovy formule (str. 145)

—L(s) = Logs + Cs + ). [ Log 1+3)=-2),
k=1 k k
kde Log zna&i hlavni hodnotu logaritmu a fada vpravo (viz napt. odhad |Log (1 +
+2z) —z| £ 2|z* pro|z| £ % ) je lokalné stejnom&rng konvergentni v oboru s e E —

- {0, -1, —=2,...}. Je tedy

MO o tof (D).

I(s) s+k k
tj.
Fltr+l)  _c,v 1
In+r+1) m=1m
Tedy je

[a—av J,(x)]v=n= Ix)tog + % ﬂ_ (c -y l) .

r=0 r!(n +r)!

Dile je tfeba vypotitat

X
= J_,(x)log = +
v (x) og2

n

+(§)'"'§O(—l)’(;>h[i L]

2 r! dvI(v +r+1))-_,

Vpravo budu napfed sCitat pfes r = n; dostanu

_ (g) < (_1),(§)zr [(=n+r+1) _

2) SartM(=n+r+1) I(=n+r+1)

g S e

=0 (n+4q)q"  I(g+1)
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(zavedu r = n + q) a zde je jako vyge
r'‘g+1) &1

1_c.
I"(q + 1) m=1m
Zbyva jesté soudet
X 2r
—1y(Z
el
2] =0 r! dvI(v+r+1) N

Ptimy vypolet 4__ 1 __Lh+r+)) s dosazenim v = —n zde ne-

dvI(v+r+1) (r(v+r+1))?

vede k cili, jezto se ocitime v pSlu funkce I'.

Vime z § 3, kap. IV, Ze vbod€ s = —k, k = 0, 1,2, ... ma funkce I' jednoduchy
1)
!

pél s residuem b, = (_k , tj. v jistém okoli bodu s = —k je
1) = =2 + 49),
s+ k

kde g, je funkce holomorfni v bod&é —k. Je tedy

b ,
r's) _ Ter a0
(I(s))? b; 2b, o
G+B G+B as) + 9i(s)
a tedy
R & O P
lim = " h = TR
takZe
d 1 n—r—1 ' r n
[am:lﬂ_": (=1y="Hn—r—1), 0sr<n.

Tim je vypoéten soudet S. Z t&hto vypodti plyne tedy:
Véta 45, Pro celén = 0, x + 0 je

7 N,(x) = 2J,(x) log g +

m=1M m=1m r=0 \2 r!
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Specidlné

. (—1)'<§)2r<c_ 5 1).

V) = 200l + 2, —

§ 4

Reseni Besselovy rovnice Laplaceovou metodou.
Hankelovy funkce

Do rovnice x2y” + xy' + (x* — v*) y = 0 zavedme novou nezndmou funkci w
rovnici y = x"w (viz § 6, kap. III, vty 28, 30). Thned zjistite, Ze pro w dostavame
rovnici
(28) xw' + (2v+ )w +xw=0,
kterou lze fedit Laplaceovou metodou z kap. V, § 1. (Vztah obou rovnic je oviem
tento: JestliZe mam v n&aké oblasti @ = E — {0} jednozna&nou vétev x* a holo-
morfni funkci w, potom y = x'w je feSeni Besselovy rovnice v Q tehdy a jen tehdy,
kdy w je v Q feSenim rovnice (28).) V oznaleni kap. V, § 1 je pro rovnici (28) P(z) =
=z2+1,0(z) = (2v + 1) z, tedy

B (e ) ae

a1=i, a2=_i, A1=A2=v+§.

Misto (z + i)°(z — i)° budu psat téZ (z2 + 1)?; musim pfitom ovSem argumenty
volit tak, aby arg (z* + 1) = arg(z — i) + arg(z + i). JestliZe v + %—nem’ celé klad-
né Cislo, tj. jestlize

(29) v £

-
W
N

. N, . . 3n P
muZeme sestrojit v libovolné poloroviné > —A<argx < 5 A (4 dané realné

&islo) fundamentalni systém feSeni rovnice (28) (viz obr. 18)

sV

(30) wit (x) = f (Z+ 1)y 12e=dz, WP (x) = f (22 + 1)~ dz.
L2 Ly*
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K tomu je tfeba jeité n&co dodat: na L} je uréen arg (z — i), a tedy téZ (z — i)'~ /2,
1 g y

Abychom uréili (z + i)'"*/% na L}, sta&i ve smyslu kap. V, § 1 zvolit hodnotu

(z + i)"12 v bod& z = i; zvolme [arg (z + i)],=; = g, tedy [(z + i) 1], =
=2""12 exp <i g (v - %)) (arg2 = 0). Pro L} volme obdobné [arg(z — i)].-_; =
- _T Av—1/2 — yv-1/2 T 1 =
=—=,llz—1i =i =2 .exp{ —i-{v——)])(arg2 = 0).

20 - iy p(-13(v-3))ew2=0)

Obr. 18.

Jesté jedna poznamka je nutna: Pro A = — -72—! + 2kn (k celé) by L} obsahovala
bod —i; tomu se vyhneme po malé polokruZnici (aby w{", bylo 1ipln& stanoveno,
musim si jednu z obou polokruZnic vybrat). Podobn& u L} pro A= -g+ 2km
(k celé). Funkce wi® (j = 1, 2) budeme pojimat jako holomorfni funkce s defini¢nim
oborem

T 3n
31 ——A<argx < — — 4.
() 2 £ 2

Prozatim budeme pfedpoklédat, Ze plati (29), takZe funkce (30) davaji v uvedené
poloroving fundamentélni systém feSeni (28); tedy x* w{*)(x) davaji v této poloroving
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fundamentélni systém feSeni rovnice Besselovy (hodnota x* je uréena podminkou
(31)). Zv14sté dileZity je ptipad A = m, kdy (31) mé tvar — ’5‘ <argx < g Zavedme
proto tuto definici: wl,v(x), W, ,v(x) necht jsou funkce analytické a holomorfni neome-

zené pokracovatelné v E — {0}, pro n&Z pro — ;—t <argx < T je

(32) wil(x) = wii(x), w2 (x) = wE(x).
Tim jsou zrovefi w; ., w,, ,,oéislovény“, nebof jsou dany jejich elementy &%

n n
proa=arga,—5<a<—.

Analytické funkce w; (x) méme vyjadfeny integraly w(?)(x) pro — g <argx <

< = . Zajim4 n4s otdzka, pro ktera A miZeme vyjadtit hodnoty w ;.:(x) pro g —-A<

n

2
3 . s s

<argx < ?rc — 2 pomoci integralu w{¥)(x) (tim bychom roz3ifili interval pro arg x,

pro n&jz hodnoty w;,,(x) lze vyjadfit integraly tvaru (30)). JeZto ptjde o prechod od
hodnoty A = x k jiné hodnot& A, bude pro w, ,(x) asi nepfijemné, kdyZ mezi =, A

bude leZet n&jaka hodnota tvaru — g + 2km, k celé (udglejte si nadrtek). Proto se

u w, , omezime na interval

<A<3—n,
2

N1a

y . . n Sn .
a podobné se u w,,, omezime na interval 5 <A< PN PomiiZe ndm toto:

Lemma 2. Nechf Ay, A, leZi v intervalu (— g , 3?”) a necht 0 <1, —4; <m.

Potom pro
(33) g—ll<argx<32—n—l,_
(t0 je neprdzdny interval pro arg x) je

wiD(x) = wid(x) -
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Diikaz. Naznaéme drahy L}, Li* a pomocnou drahu L. Budeme pracovat v E — R
(viz obr. 19). Na obrazku pro L (obr. 19) je k celé &islo. Ctenaf si s4m rozvazi, Ze
z podminky 0 < A, — A; < = plyne k = 0 (to je dileZité!). Odtud snadno plyne, Ze
Jon€(z? + 1)7?dz - J,... = [x..., kde K je vyznafeno na obr. 20. Doka-
Zeme, Ze [x... = 0. K tomu cili sestrojime oblouk C:z — i=re ¥, —1, <t <
< —1,, uZijeme Cauchyovy véty, a potom dokaZeme, Ze Jc... m&d pror- +o
limitu 0.

Obr. 19.

Poslednf tvrzeni dokéZeme takto: necht x je dané &islo takové, Ze plati (33). Pi¥me
min(argx+/11 —g,:;—n—argx—ﬂz) =0; je 6>0.
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Na celém oblouku C je

n
§+5§argx+ll§argx+l§argx+lz_s_37n—5,

takZe cos(argx + 4) < —sind, a tedy na C je |¢**| < e™"I¥¥" 2 odtud tvrzeni
snadno plyne. Tedy [, ... = L ... a podobn& dokdZeme [ 4 ... = [.....
Z lemmatu 2 nyni plyne:

Véta 46. Je-li — g <i< 3;“, potom pro g —A<argx < 3;“ — A jew{)(x) =

= wy (x).

Dtutkaz. Je-li A = m, plati tvrzeni podle definice. Je-lim < A < 3?7:, uZiji lemmatu

prod, = A, A, = 7. Je-li — g < A< m, lze zfejm& nalézt A’ tak, ZeO < n — A' <7,
0 < A’ — A < m, naceZ uziji lemmatu dvakrat: napfed na dvojici A’, &, potom na 4, 4.
n 3=m

Vyznam véty je tento: Je-li —n < arg x < 2m, lze zfejmé nalézt A e (— 3 2)

tak, Ze 72-z —A<argx < % — , nadeZ hodnota w, ,(x) (pfislu$na k dané hodnot¥

arg x) je dana integralem w{')(x).
Obdobné& bychom dokézali:

3
Véta 47. Je-lig <l< %n, potom  pro g —A<argx < ?n — A je wi(x) =

= w, ,(x). Z toho zase plyne: Je-li —2r < arg x < =, lze hodnotu w, ,(x) vyjadfit

integralem w$")(x) pro vhodné 1 € (g , ; n:) )

V kap. V, § 1 jsme mluvili také o feSenich Laplaceovy rovnice kfivkovymi integraly,
kde integraéni draha je kfivka koneéné délky, neprochazejici body «y, ..., a,; viz

text u obr. 12, str. 178. JeZto u rovnice (28) je A, = A, = v — % , miiZeme pouZit

kfivky C = (1) 4 (2) + (3) + (4) z obr. 21: kfivka zagind v bod& i(1 — ¢) (0 < ¢ <
< 1), prob&hne jednou kruZnici o stfedu i v kladném smyslu, potom tdsetkou od
i(1 — @) do —i(1 — @), potom kruZnici o stfedu —i v zdporném smyslu a kone&n&
Use¢ku od —i(1 — @) do i(1 — g). Potom funkce

(34) F(x) = '[ e (22 + 1)~ dz
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je feSenim rovnice (28). F,(x) je zfejm& spojitd funkce x, v a ma spojité parcialni
derivace, a tedy podle véty 13 je holomorfni v E X E. Abychom jednozna&né& stano-
vili funkci (34), musime je§t& urdit vétev arg (z* + 1) podél C. Na pfimych &astech
drahy je z2 + 1 > 0, volme tedy v polite¢nim bod¥ drahy arg(z? + 1) = 0; na
gasti (2) bude potom arg (z> + 1) = 2m, na &4sti (4) bude arg (z? + 1) = 0. Tim je
F,(x) jednoznain& urleno (nezavislost na ¢ pro 0 <.¢ <1 plyne z Cauchyovy
véty).

(1

—
(3)
Obr. 21.

Predpokl4dejme na okamzik, Ze v neni ani celé, ani tvaru k + % s celym k. Potom
rovnice (28) méa fundamentalni systém feSeni x~ J,(x), x™* J_,(x). Prvni je cela

funkce, druh4 je mnohoznadna (je soudinem x~2" a celé funkce). JeZto celd funkce
F,(x) je jejich line4rni kombinaci, je nutn

(35) Fi(x) = a(y) 1,(x) .<32‘->'v= )3 g (%)

Ko k! T(v + k + 1)
Abychom vypogitali a(v), dosadme x = 0:

(36) Fi0) = 20 _

Crv+1)’
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Maime vypogtitat F,(0). Pfedpokladejme na okamZik jest€ Re v > — % ; potom in-

tegraly pfes kruZnice maji pro ¢ — 0+ limitu 0, tedy (minZn integral pfes usetku)
i

(37) Fy(x) = (l — e21u'(v—1/2))J‘ exz(zz + 1)‘,_1/2 dz,
-1

arg (2% + 1) = 0.
Polozime-li z = it, arg (1 — t*) = 0, méme

1
(38) Fv(x) = i(l — e2m‘(v—1/2))f ei"‘(l - t2)v—1/2 dt.
-1

Dosadme x = 0; substituce ¢ = u!/? pro 0 < t < 1 dava

J (1—1y- "Zdt—zj f(1 )12 412 dy = F(v+%)r<%).

r(v+1)
Jetto —— # 0, dostdvame srovnanim s (36)
Ir(v+1)
(39) a(v) = i(1 — =0~ (v + )\/n
5 . 1 . 1 .
Jezto 2n1(v - 5) = 2mi (v + 5) — 2mi, dostaneme

a(v) = 2e"0* 1D sin g (v + %) . T (v + %) NL

a odtud (upravim sou&in sinu a I podle (46) kap. IV)

3/2 mi(v+1/2) -v
(40) F(x) = J e (22 + 1)"12dz = me (’I J(x).
¢ o 2
2
Tento vzorec jsme dokazali pro x € E a napf. pro 0 < v < % JeZto viak obé&
1 35 .
strany jsou celé funkce v, plati vzorec (40) VE X E.({Prov = 2°32°3° " jsou

oviem obé€ strany rovny nule.
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Podotkn&me jestE, Ze z (35), (36), (39) plyne pekna formule
1 -y
(41) f eirx(l _ tZ)v—l/2 dt = \/;I' (V + %) JV(X) (g) N
-1

kde arg(l — t*) = 0. Dokézali jsme ji pro x€E, Rev > —%, v =i=-1—, 1,E

2 2
2,.... JeZto viak obg strany jsou (pfi pevném x) holomorfni v polorovin& Re v >

> — % , plati (41) pro x€E, Rev> — % . Z téhoZ divodu plati té7 (38) pro

Rev > — l
2
Predpokladejme nyni opét, Ze

vV F—,

’ PR

[SHRV,]

N | =
[\ SRR

Potom funkce w, ,, w, , davaji fundamentalni systém feSeni, a tedy funkce (40) je

jejich linearni kombinaci s konstantnimi koeficienty, které ted vypoéteme. Pfedpo-
kladejme, Ze |arg x| < g . Potom w; (x) = w{)(x) (j = 1,2), a prava strana je

integrél (30) pfes drahu L;. Jestlize Rev > — -;-, muZeme nechat polomér kruzni-

ce na L} konvergovat k nule a obdrZime

42) w,.,v(x)=(1_e-wv-lm)'[ (2 + 1) 2dz (j=1,2).
Ly

Na L} je arg (z + 1) rovny Z—; proz = i, na L} jearg(z — i) rovny — gpro z= —i.

Volme nyni 0 <& <1, r > 1 a ozname 4,, drdhu na obr. 22. Vedme je3t&
polopfimky R;, R, z bodi i, —i rovnob&Zné s reélnou osou. V E — R, volme

-r+i

§

=r-i




; , « . n . .
tu vétev arg(z — i), ktera v bod& —i mé hodnotu — > takze vE — Ry je —2n <

< arg(z — i) < 0. V E — R, volme tu v&tev arg(z + i), kterd v bod& i ma hod-

notug, takze vE — R,je 0 < arg(z + i) < 2m. Na useCce od —i + iedo i — ie

je arg(z — i) = — g, arg(z + i) = g, tedy arg(z* + 1) = 0. Tedy arg(z — i),

arg (z + i) jsou na Gsetkéch drahy A, , (nemluvim o dsedce od —r + i do —r — i)
voleny stejné jako na integradnich drahich v (37), (42), s jedinou vyjimkou: na L}
je arg (z — i) = =, na pfislu¥né tseSce drahy 4,, je arg (z — i) = —n. Je

J. ez + 1) dz = 0.
Ae,r

Provedme limitni pfechod ¢ —» 0+, r - +00. JeZto Rev > — %, Re x > 0, kon-

verguji integraly pfes EtvrtkruZnice a pfes ise¢ku od —r + i do —r — i k nule, a do-
stdvame

+i
J (22 + 1)1 dz — f o TR f o= 0.
i L Ly

Nésobme 1 — ¢*"("~1/2) 3 dostaneme s pouZitim (40), (37), (42)

2 p3/2gmiv+1/2)
r(l_
2

To jsme dokazali prozatim pro |arg x| < g, Rev > — %, v *

-~

(43) (’2-‘)'“1,(;:) = Wy a(x) = RO o ().

s —s—5.... VEz-

NIlWw
SRRV}

[SHR

méme nyni né&které x s larg x| < g , takZe Rex > 0. V oboru Q = E — {l

353
2’2’
je prava strana v (43) holomorfni funkce v v Q; totéZ plati pro veQ, |arg x| <

} konverguji integraly w{®(x), w(z"Z,(x) (viz (30)) lokaln& stejnomérng, a tedy

n o , . sy . <
< 5 . Ale pfi pevném veQ jsou w, ., w,,, jakoZ i leva strana, holomorfn& ne-

omezen& pokradovatelné v E — {0}. Tedy:

(43) plati pro viechna v+ ~,>,>,..., xeE — {0}.

NIWw
N | W

I
2
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Prov ¥

9 ’

, ... zavedme novy fundamentalni systém feSeni Besselovy rovnice

NI1W
[SHRV,]

N | =

)
2 —=mi(v X Y
Hsl)(x) = T e ®ri(v+1/2) (_2_) wl,v(x) ,

(44)

TG iy
HP(x) = — Hiv+1/2) (f) wa (%)

n3/2 2
|
(uvaime, Ze % — v neni pélem funkce I'). Tedy (viz (43))
(45) 7x) = 5 (HO() + HO().

Pro |arg x| < gje

r (l - v)
Hﬁl)(x) - ia/z e~ mi(v+1/2) (g) J; exz(zz + l)v—llz dz,

(46)

)
T T | e
La™ .

n3/? 2

Chtéli bychom jeit&¢ vhodnym zpisobem doplnit definici t&hto funkei pro

V= 1 , 3 , -5- , ... ZKkap.V vime, Ze pro Rev > — -l-je dvojice funkci
222 2
(47) J ex(z? + 1)1 dz (j =1,2)
L'y
I . |
L ayeiex |
- o i
I
. |
l
7|0
L, arg(z+i)=x l
> o -
|
Obr. 23.
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1 ; v s . n .
fundamentdlnim systémem feSeni rovnice (28) pro arg x| < E(Llh L) viz na obr.

23). Nechame-li polom&r kruZnice na L} konvergovat k nule, dostaneme zpiisobem
uZ opétovng pouZitym [y ... = (1 — e 2"C~12) [, . MiZeme tedy pro Re v >

> — 1 ,v £ 1 , 3 , E, ... vyjadfit HY) pomoci [;. ... . Upravme koeficient
2 2 2 2 I
r 1_ v)(1 = e 2MOTUD) = 2 1_ v)sinx 1_ v) = 2
2 2 2 (l )
ry=+v
2
a dostaneme pro v l,g,é,..., Rev > — l, |arg x| < T
2 2 2 2 2

=

[\S]

; —=2ziv v
[ HO(x) = — _2_1— e ( ) J. (22 + 1)~ dz,
\/7“ r (v + l) L
2

2i v
HP(x) = — == . 1 (E) j e (z2 + 1)'" 12 dz.

\/n r{v+ N\ e
| 2
Ale zde tvofi pravé strany fundamentalni systém feSeni Besselovy rovnice i pro
v = % s % , ... Proto rozsitime definici funkci H? i na hodnoty v =
rovnicemi (48). Tedy plati:

(48)

y ...y ato

N =
N w

Véta 48. Pro ka#dé v € E existuji dvé funkce H(x), H?(x) analytické a neomeze-
né holomorfné pokracovatelné v E — {0}, které jsou pro |arg x| < gddny rovnice-

1
mi (46), je-li v % %, % ,g, ..., a rovnicemi (48), je-li Rev > — 5 Pro kazdé
ve E tvori HV(x), H?(x) fundamentdlni systém FeSeni Besselovy rovnice s in-
dexem v.
Témto funkcim se fikd Hankelovy funkce. DokaZeme pozdgji, Ze H'(x) maji
jako funkce x, v tytéZ vlastnosti holomorfie jako J,, N, (viz vétu 44). Ale zatim se
spokojime dvém jednoduchymi fakty:

Lemma 3. Pro kaZdé x, pro néf |arg x| < g, jsou H{(x), HP(x) celé funkce

proménné v.
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Dikaz. Integrély v (46) jsou lokalng stejnom&rn& konvergentni | jakoZto funkce v

pfi pevném x s Iarg x| < g) v E, tedy to jsou celé funkce; I (% - v) je holomorf-

13

ni v oblasti 2, = E — {2 '3 } . Za druhé: integraly v (48) jsou lokaln& stej-

nomé&rné konvergentni v oblasti 2,, dané nerovnosti Rev > — % Tedy H{(x)

jsou holomorfni funkce vv Q; iv Q,, ale Q; U Q, = E.

Lemma 4. Pro viechna x € E — {0} a vSechna veE je

(#9) 16 = 3 (HO() + BO).

Dukaz. Vime, Ze (49) platiprox £ 0, v * , ... Yezméme néjaké x, [arg x| <

9

(SRR
N W

< =. Jeito obg strany v (49) jsou celé funkce v, plati (49) pro viechna v, pokud

N1

|larg x| < g JeZto pak pfi daném v jsou ob& strany holomorfn& neomezen& pokra-

Zovatelné v E — {0} (jakoZto funkce x), plati (49) pro viechna x € E — {0}.

§35

Asymptotické rozvoje funkci HY, J,, N,

Vy3etfim podle kap. V, § 2 asymptotické rozvoje funkci H{")(x), H{¥(x). Vypodty
provedu pro H'"(x); analogické vypodty pro H{®)(x) pfenechdvim &tenafi. Budiz
stale

vVE -,

’ g ece o

Nw
N W

N | =

BudiZ A jakékoliv realné &islo. Vyjdu z w{®), a to z integralu (30) (L{” je drdha I typu).

Jde tedy o asymptoticky vzorec (37), str. 189, platny pro g —A+d<argx <
3n 7 . . .

<-—2——l—6 0<6<5).Zdejen=2,A=0,oz1=t,<x2= —i, Ay = A, =
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= v + = ; &sla by; jsou uréena rozvojem

N =

@ . v=1/2
JZ bz = (z + 2y — )™ = (z + 2i) 12 = by <1 + 2£> ,
=0 1

v=1/2
kde bjo je zvolena hodnota [(z + 2i)*"1/?],_, a (1 + 25) je dana pro |z| < 2
; :

binomickou fadou (tj. je to ona vétev, kterd pro z = 0 m4 hodnotu 1). Ale hodno-

tu byo jsme jiZ stanovili; podle potatku §4 v kap. V je to nidmi zvolena hodnota

[(z + 1)~1/2],.,, tedy podle str. 205 b, o = 2"~ 1/2¢!/2%i*=1/D) Odtud a z binomické
fady plyne

. 1\ /-iy

blj — 2v—l/2e1/2m(v—l/2) Jdv=2.(—).

2

Jj

Nyni napiSeme vzorec (37) str. 189 pro w{’): Prog —A+d<argx < 3?" -

—A-=30,|x]>dje
(50) W(f),(x) = 2" 1/2,1/28i(v=1]2) opj xv:lllz .
1
« (V72 1 i\
“iVial,
jz'o J 1 . <2x)
r 5 —-vV-=]
kde
c(v, 4,8, q)

(51) l4] < W— .

(Nyni znadim ¢ tzv. absolutni kladné konstanty, tj. docela urgitd &isla; zavisi-li
né&jaké kladné &islo na parametrech «, B, 7, znatim je ¢(x, B, y) apod.)

Vsimn&me si nyni analytické funkce w, (x) pro —=n < arg x < 27. Vime toto
(v&ta 46):

Je-li — g <i< 37" g —A<argx < 37" =4 je wy(x)=w)(x). Budiz

0<d< g; ukd¥eme toto: pro —m + 6 < argx < 2m — 0, IXI >0 je wy,(x)
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ddno pravou stranou v (50), kde

14] c(v, 8, q)

|x|q+l
Diukaz. Zvolme 1; = —E+é,22 =7_‘,13 _—_3_”’_é.
2 2 2 2 2

Intervaly

iv= (% -2 +§ 3n _, _9\_ /(¢ n_é)
2 2 2 892 2 8 8, 8,

] n o 3nm 0 35 6
l3= _—13‘*‘—,——13—— = —7!+—,—
2 4’2 4 44

pokryvaji zfejm& interval (—= + 8, 2z — 6). Je-li tedy —xn + 6 < argx < 2n — §,
leZi arg x v n&kterém intervalu i, (k = 1, 2, 3), takZe wy ,(x) = w{*)(x) a mohu uZit
vzorce (50). P¥itom mame odhad

1 5
4 T 1as1 ,l’_, ’
469 < o < (v 5-9)

a zde A, zavisi jen na é.
Abych stanovil asymptoticky rozvoj pro H{"(x), ndsobim pravou stranu v (50)
&islem (viz (46))

r <1 - v) .
2 e~ mi(V+1/2) (x) .

3/2 5

Upravme koeficienty




Pisme

o o (-G Q)05

= H_(v+%+p), {v,0} =

p==J

Dostavame tento vysledek (pili hned také rozvoj pro H®):

Véta 49. Necht'v +

b

NWw

yeer; 0<d< g ; g celé, g = 0. Potom plati:

N | =

Pro —m + 6 < argx <2n — 6, |x| > 6 je

2 _ ,
(53) HO(x) = /__et<x (1/2)ny u/4)n)(z {v J}( ) + A)
X j=o j! 2x

apro —2n + 8 <argx <m— 34, |x| > J je

q i i\J
54 H® £ e ilx=v(1/2)rv=(1/4)r) {v.j} —t
o) - [T (£ LY+ 4,),

kde v obou pfipadech je

c(v,d, q

(53 4] < P =1
a {v, j} je definovdno v (52).

Te (viz 45)) J,(x) = %(Hgn(x) + HO(x)).

Definujme je$t& (pro viechna v € E)

1
M(x) = - (H"(x) — H?(x))
(za chvili dokdZeme, 7e M, = N,).
. , 13 T ,
Véta 50. Necht' v + 5,5,...; 0<d< 5; q celé, g = 0. Potom pro —m + 6 <

<argx<7z—5,|x|>5je

9 0= LR (55 2)
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(57)  My(x) = /g (éo % sin <x - g(v + % - 1)) (2::)1‘ + A4),

kde

(58) 4] < %‘S;—f—) e™! (k=3,4).

Dukaz. UZije se oviem véty 49 a sta¢i odhadnout 4,4, 4,. A k tomu sta¢i pozname-
-nat, Ze |exp (ix)| = exp (—Im x), |exp (—ix)| = exp (Im x).

Poznédmka 1. VSimn&me si rozvoji ve v&t& 50. V (53), (54) se vpravo vyskytuji

© . N J
Useky fady S = ). ﬁ’%} (%) . JestliZe v neni tvaru k + % (k celé), potom {v, j} + 0
<o j! \2x

pro viechna j a podilové (d’Alembertovo) kritérium ukazuje, Ze fada S diverguje pro

kazdé x € E — {0}. Je-li naopak v tvaru k + % s celym k, ukaZe ¢tenaf snadno, Ze S

se redukuje na kone¢ny soudet

(59) I\'lil/2 M (2) .i,

j=o0 J! 2x

L2 g2
2 2 2
maji jakysi zvlastni charakter, coZ ukazuje i bod II v § 1. Je3t& se k tomuto pfipadu
vratime.

ostatni Cleny se rovnaji nule. To ukazuje, Ze pfipady v = +

Dokazme nyni, Ze M, = N,. Jeito J,, M, vznikaji z fundamentalniho systému
H{Y, H® linearni substituci o nenulovém determinantu, tvofi J,, M, té% fundamen-
talni systém. Tedy plati pro viechna x % 0 rovnost (60)

(60) J_|(x) = 4, J,(x) + B, M(x).
Koeficienty 4,, B, nyni vypo&teme.

Vezméme néjaké redlné v + + -, +

NIlWw

- %, ... a vySetfujme kladné hodnoty

N =

x,arg x = 0. V asymptotickych rozvojich (56), (57) poloZzme q = 0 a tteba § = :—: .

UvaZme, Ze Im x = 0, takZe pro k = 3, 4je |4,(x)| < % .Tedy mame pro x — + o
x
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X 7 (x) = cos (x -2- ’—‘) +o(1),

2 4

X . woon
— M(x) =sin{x— — — -} 4+ o(1),
S M) = sin (x5 = T) + o)

X ny n
— J_\(x) =co +—==])+0()=
) = os (x4 5 = 5) o)

woon ) o n\ .
=cos|x — — — =) cos v — sin x——-——)smnv+o(1).
2 4 2 4

PoloZzme x — %v - 2 = X, takZe z (60) dostaneme cos X cos nv — sin X sin v =

= A,cos X + B,sin X + o(1) pro X - + oo Dosazujme za X hodnoty 2k= (k celé
kladné). Pro k —» + oo dostavame cos nv = A4, + o(1), a jeZto cos nv, A, nezavisi

na k, je A, = cosnv. Podobné dosazovanim X = 2kmn + g dostaneme B, =

= — sin nv. JestliZe nadto v neni celé, dostaneme z (60)

J(x) cos va — J_ (x) .

M, (x) =
(x) sin vx

Tedy je M,(x) = N,(x) napt. pro 0 < v < % , arg x = 0. Zvolme takové x; jeZto

potom M,, N, jsou celé funkce prom&nné v, plati M,(x) = N,(x) pro kazdé ve E
a kazdé x s argx = 0. JeZto pak pfi daném v jsou ob& strany holomorfni pro

larg x| < g a neomezené pokratovatelné v E — {0}, méme tento vysledek:
Véta 51. Pro kazdé ve E, x e E — {0} je

(61 M) = Ns). o Nox) = 3 (HOG) = HO().
Napi$me jesté jednou tyto vztahy:

) 1) =200 + B, M) = L o) - BO),

(63) H(x) = J(x) + iN(x), HP(x)=J,(x) = iNS(x).
Pfipomin4 to vztahy mezi e'*, e~ ™%, cos x, sin x.

Poznimka 2. Je-li arg x = 0, v redlné, jsou J(x), N(x) redlné, H{*X(x) je éislo
komplexné sdruZené k H{V(x). Tedy stadi znit hodnotu H{"(x), abychom znali
i hodnoty ostatnich tfi funkci.
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Dikaz. J,(x) je redlné, jak plyne z jeho rozvoje v fadu. N,(x) je realné jak plyne
pro necela v z jeho vyjadieni funkcemi J,, J_, a pro celd v limitnim pfechodem.

Véta 52. Budi¥ A < E oblast, ve které existuje jednoznacénd vétev arg x. Pro
kaZdé v necht nyni H"(x), H{*X(x) znamenaji ony vétve v A, které prislusi zvolené
vétvi arg x. Potom tyto vétve H)(x), H?(x) jsou holomorfni funkce x, v v oblasti
A x E.

Dikaz. Viz vétu 44 (bod 5) a vzorce (63).
Obratme se k pfipadu, kdy v — % je celé &islo. Potom jednak se J(x) da vyjadfit

elementarnimi funkcemi (§ 1, bod II), jednak se fada S v poznamce redukuje na ko-

ne&ny soudet (59). To nas vede k domn&nce, Ze pti volb& q = [v] — % dostaneme

v(53), (54), (56), (57) ptesny vzorec, tj. 4, = 4, = 43 = 4, = 0. DokaZme to:
Véta 53. Nechf'v — %je celé &islo. Volme q = |v| — —;— . Potom v (53), (54), (56),

(57) je 4y = 4, = 43 = 4, = 0 a tyto vzorce plati pro viechna (koneénd) x =+ 0.

Dikaz. Necht v =k + %, k celé. Vysettime napfed Jiq,2(x). UZiji cos a =

= sin (a + g) . Podle (56) mame pro k > 0 dokazat, Ze

1 .
{ _’J} » nk T . —-j—1/2
(64,) Jes1j2(x) = J sin (x Y + “J) LxTITHE
nj=0

2

ptipad k < 0 pfenechavam &tenafi. Vzorec (640) plati podle § 1, bod II. BudiZ tedy
k 2 0 a necht (64,) plati; mdme dokézat (64,‘.“)

Podle § 1, (6) a podle (64,) je

{k+l j}
— . , . |
Jeespa(x) = = J% S < {Z ——2—— sin (x - ﬂ—z- + T—Ij) x'1‘1/2}.

n dx |j=0  2/j! 2

Derivuji podle pravidla (sin x)’ = sin (x + g) Argumenty vyrazu sin u-upravim uZ

vhodné pro index k + 1:
sin x—-Ek+E] = sin x,f(k+1)+§(]+l)),
2 2 2 2
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2

. n n n . n 7
—sin{x—-k+-j+=)=sin{x—=(k+1)+-=j].
(s=5re5ieg) mom(s- S0+ 3]
Vyjde (poitejte!)

k+1
Jk+3/2(X)=A/ ZAsm(x——(k+l)+ ) x-i=12
kde
1 {k+%,k}
Aoz{k+§,0}=l, Ak+1=——2"T(2k+l)

aprol <j=sk

N

YR R

a mame dokazat, Ze A; jsou pravé koeficienty z (64, ). Pro j = 0 to souhlasi. Pro

k+j)+ i

s

j = k + 1 uvaite, Ze pro kazdé n celé, n = 0 je {n + %, n} = (2n)!; tedy

{k +-,k+1
Qk+20 | 2’
P+ 1) 2k + 1)1

Ayvq = (fk)k’(z + )_

coZ opét souhlasi s (64, ). Kone¢n& pro1 < j < kje

A; = 1 1"[ (k+l+p) k+N)E+j+1)=
2" _]'p—-—1+1

! H (k+2+gq)= {k+—2}

2’ ]’q-—J 2’._].!

coZ opét souhlasi s (64, ,,). Ditkaz pro J,,q,, s celym k = 0 je hotov. Dikaz pro

k < 0 provede &tenaf. Podle (22) je déle Nyyy2(x) = (—1)**! J_;_y/5(x), takZe

okamZité dostavime téZ vzorec pro N,,y,, a linedrni kombinaci obdrZime vzorce
1) )

pro H,”’, H}”.
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§6
Neékteré diisledky asymptotickych rozvojii

Vsimn&me si napted rozvoji (53), (54) pro g = 0. Je-li 0 < 6 < g ,0 <argx <
<m-—394,je
|exp (ix)| < exp (—|x| sin6), |exp (—ix)| > exp (|x|sin ).
Tedy: kdyZ x > o0 v oboru é <argx <z — &, je H{)(x)—> 0, H?(x) > co.
V oboru —x + § < argx < —é je naopak H{"(x) » oo, H{¥(x) - 0.
Viimn&me si ted funkei J,(x), N,(x). Pismenem @ oznalujeme (bez rozliSovéni

indexy) &isla, zavisejici na jakychkoliv parametrech a spliujici nerovnost ]@l <1
Podle (56), (57), (58) s g = 0 je proargx = 0, x > 1

(65) J,(x)='\/7—z—2;cos< —;fv_%')_’.@:‘(a_"/)z_,

(66) Nv(x)=ﬁ;sin(x—§v_§)+@’c_c(3_‘;)z_.

Velmi duileZité jsou nulové body feSeni Besselovy rovnice, hlavng pro reilna v.
Odvodime jen jednu jednoduchou vétu. BudiZ argx = 0, x > 1, v realné, takZe
J(x), N,(x) jsou realné. Vezm&me libovolné fefeni y(x) = a J,(x) + b N,(x); to je
pro arg x = 0 realné tehdy a jen tehdy, jsou-li a, b redlna (jde totiz o podminku
J(x).Ima + N,(x) Im b = 0). Vezméme takové netriviilni fefeni. Potom existuje a,
0=<a<2ntak, Ze a = /a® + b*sina, b = \/az + b2 cosa, takZe ndm pijde
o kladné nulové body funkce

y(x) = /? (sin a J,(x) + cos a N,(x)) .

Podle (65), (66) médme s vhodnou konstantou c,(v)

(67) y(x)=sin(x—p)+@cl_(v), p="041+T_ 4
x 2 4

(konstanty ¢,(v), ... budu zde vyjime&n& &islovat). Pro velkd x budou nulové body
funkce y leZet asi blizko bodit x = B + kn, k > 0 celé. Sestrojme proto (k bude
stale celé kladné) intervaly

n T
(68) <ﬂ+kn—5,ﬁ+kn+5>.
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Snadno uréime c,(v) tak, %e pro k > c,(v) je B + kn — ; > 3k; odtud a z (67)

obdrzite pro k > max (cz(v), % cl(v))
y ,8+k1r—f)=(—1)"“+0@,
2 3k

™\ = (1) 4+ 0 &)
y(ﬁ+kn+2>—( )+ 04,

takZe obg tato &isla maji opa&na znaménka, tedy v (68) leZi aspoii jeden nulovy bod

B+ kn + A, (|10| < g) funkce y. Pro n&j musi podle (67) byt

|sin (km + ,10)| - |Sin /1o| < cy(v) i

3k
Ale
. 2 ney(v) | ey(v)
dol = =], tedy |[do] £ =2 < 217,
i ol 2 2 il ey [aa] 5 290 < el
v intervalu
(69) <B+k7r—-cl—l£v—),ﬁ+k7r+617(v)>

lezi tedy pro k > c5(v), kde c5(v) je voleno podle pfedchozich tivah, aspoii jeden nulo-

-----

bod. DokaZeme, Ze pti vhodné volb& c,(v) v (69) leZi pro k > c4(v) jen jeden nulovy
bod. To dokaZeme tim, Ze v (69) je y'(x) = 0, takZe y’ m4 tam stile totéZ znaménko
a y je tam ryze monotonni. Podle § 1, I, (10) je

, v
Jyx) = ;Jv(x) - Jys1(%)
a podobné pro N, (viz (27)). Uziji-li (65), (66), dostanu existenci konstanty c;(v) tak,

) y'(x)=—/%(sin<x_ﬂ_g)+9cicﬁ)

pro x > 1. Ale v intervalu (69) je

n n c;(v)
XxX—pf—=-=kn~-40—+,
g 2 2 k
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a tedy

sin(x—ﬁ— §)=(—1)"+l +chkﬂ,

a odtud je patrné, Ze y'(x) & O v intervalu (69), je-li kK > ce(v) s vhodn& volenym

ce(V)-

Viéta 54. Nech? v je redlné. Potom existuji cisla c5(v), cs(v) s touto vlastnosti.
Budi¥ y(x) = r(sina J,(x) + cosa N(x)) (r > 0, 0 £ « < 2r). VySetfujme y(x)
jako funkci redlné proménné, arg x = 0. Potom plati: Je-li k celé, k > c,(v), lezi
v intervalu

+———tx+kn—7—r D4l wtkn+l
2 4 2 2 4 2
prdvé jeden jednoduchy nulovy bod x, funkce y(x) a je

=24z ac+kn+@9Q (kde |6] = 1).
2 4 k

Tim jsou se znanou pfesnosti popsany vSechny ,,velké kladné nulové body
funkce y.

1

Vratme se jeité jednou k asymptotickému rozvoji funkce J, = %Hf,” + EH?) ,

ale piSme jej rovnou pomoci seéteni vzorcd (53), (54) bez dalSich tiprav. Zvolme

6(0<5<g)aceléng.Potompro —n+d<argx <m-— 4, |x|>6je

(10) 1) =[5 ) 4 4(0) +

+ eTIEmUDm=WOm (£(_x) + Ay(x))},
kde

. . {v]} . c(v,5 q)
109 =1 = 3, 1 () 4] = 0 SEEE (lol =

BudiZ n celé &islo, z = xe"™, arg z = arg x + nmi. Tedy je z = —x pro liché n,
z = x pro sudé n. Z tady (3) pro J, plyne J,(z) = ™ J,(x) (vpravo je oviem
hodnota pfislusna k arg x, vlevo hodnota piislusna k arg z). Za J J(x) dosadim podle
(70) a dostanu asymptoticky rozvoj pro J,(z), platny pro

|z > 6, argze(n—-1D)=n+46, (n+ 1)z —9).
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Jezto tyto intervaly pokryvaji cely interval (— o0, + o), dostdvime tim asymptoticky
rozvoj J,(z) pro viechny hodnoty arg z. Vpravo mame oviem x a chtéli bychom
dostat J,(z) vyjadfen pomoci z. Uvaime, Ze pro sudé n je f(x) = f(2), f(—x) =
= f(—2z), kdeZto pro liché n je f(x) = f(—z), f(—x) = f(z). Déle ¢ = e'* pro
sudé n, e’* = e~ % pro liché n. Kone&né

(an)llz — (znze—nm’)llz — (Zn,z)l/z e~ 1/2mi
pro sudé n = 2k je posledni &initel (— 1), pro liché n = 2k + 1 je 1 (=1~
i

Celkem dostavame: Budiz k celé. Potom pro |z| > 6, (2k — 1) n + 6 < argz <
<Q@k+1)n—6je

z) = 1 k ,2kniv ,i(z—(1/2)rv—(1/4)n } OC(I, 5, Q) }
k ,2kniv ,—i(z—(1/2)rv—(1/4)n Ch5,q
(”) +(_.|) e e (z—(1/2) (/))(f( Z) @|(| ))}

aprofz|>6,2kn+d6<argz<2k+1)n—0je

{(_1)k+1 2+ Dxiv itz = (1/2)nv = (1/4)) (f(z) + Oc(v, 5, Q)) "

1
Jv(z) = (ZM—)”i |z|q+1

(72) + (_1)k g2kmiv o= i(z=(1/2)zv—(1/4)m) (f(—z) " Oc(v, d, q))} .

Iz|q+l

Vzorec (71) dstanete ihned dosazenim, vzorec (72) dostanete tak, Ze po dosazeni
provedete malou upravu. Oznatme i, = ((n — 1) = + 8, (n + 1) = — J). Intervaly
i50 i2x+1 Maji spolednou &ast iy, M iy, = (2kn + 8, (2k + 1) m — ). Pro argz
v tomto intervalu plati (71) i (72). Pfitom v zavorce {...} druhé &leny maji v (71)
i v (72) tyZ tvar, ale prvni €leny nikoliv (vyjma pfipad, kdy e**" = —1, tj. kdyZ

v — % je celé &islo). Jak vysvétlit tento zdanlivy nesouhlas (ktery objevil Stokes

kolem r. 1892)?

Vg iy je |67 = €™ 2 el || < e 1714 tj. druhy &len v zévorce
{...} je do té miry v absolutni hodnot& v&t¥i neZ prvni, Ze cely prvni &len je mozno
dat do ,,zbytkového &lenu* v druhém &lenu. Nevadi tedy, Ze koeficient (—1)*e?**®
v (71) nesouhlasi s koeficientem (—1)**! 2**D=¥ y (72). Podobny jev nastane
Vigeoy O g
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§7
Besselivv integrdl a jeho zobecnéni

Pro kaZdé x € E je exp G x (t - 1)) holomorfni funkce t v E — {0} a je tam
t

tedy rozvinutelnd v lokalné stejnomérné konvergentni Laurentovu fadu

(73) e(l/Z)x(I—llt) — g A,,(X) .

BudiZ C jakakoliv kladn& orientované kruZnice o stfedu v po¥itku. Nasobme (73)

t~™"! a integrujme ¢&len po Clenu:

(74) Am(x)A = i e(llz)x(“'lll)t-m-l dt.
: 2ni ) ¢

., 2
Pro x + 0 dostaneme substituci ¢t = ad
x

(75) An(x) = zim (g),.. j o (u - :—:) ™" du

2
¥ yos T, . X . .
(na polomé&ru kruZnice nezaleZi). Rozvinu exp (— ;1—> v fadu stejnomérn& konver-
: u

gentni na {C) a integruji ¢len po €lenu:

(76) An(x) . i (iC)m”r- % J‘ce"u"""‘l du .

_2_.7'Iir=0 2

Budi? prozatim m = 0. Funkce ¢“u~™"""! m4 v bod& 0 residuum , takZe
(m + )
(77) 1 eu ™ T 1du = _ ,
2ni J¢ I(m+r+1)

r'I(m+r+1)

(78) A,(%) ='§0 G)’"”’ L) SR

to bylo dokazano zatim pro m = 0, x £ 0. Ale pro m = 0, x = 0 to plati téZ, jeZto
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Ao(0) = 1 = J4(0), 4,(0) =0 = J,(0) pro m >0. PoloZme u =

exp (% x (: - %)) — exp (% (=%) (J - i)) , tedy

ED A (x) 1" = i A, (—x)u™ = i An(—x)t™™,

m=-—wo m=—owo m=-—o

; potom

Lol W

tedy pro m < 0O:
An(x) = A_p(=x) = T_p(=x) = (=D)" J_p(x) = Jn(x).
Véta 55. Prot £ 0, xeE je
(79) st = 5 g oy

m= — o

Pro celé m je

(80) In(%) = Ie(I/Z)x(r 1n=m=1 4y
c

a pro celé m, x = 0 je

81 m - (= " u—x2/4u, —m—1 du :
(51) 1) = g (5] [ e

C je libovolnd kladné orientovand kruZnice o stiedu v pocdtku.
1\. v e
Rovnost (79) se vyjadfuje Casto slovy, Ze funkce exp % x (t - ;) je vytvorujici

funkce pro funkce J,,(x) s celym m.

Volme za C kruZnici €’®, —n < © < n. Substituce t = ¢'® v (80) dava
In(x) = ZLJ‘ (cos (x sin @ — mO) + isin(...))dO.
T -n

Integral liché &asti se rovna nule. Tedy:

Véta 56. Pro celé m je

(82) Ju(x) = J‘ cos (x sin @ — mO) dO

(tzv. Besseliiv integral).
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Pokusme se zobecnit vzorce (80), (81), (82) na Besselovy funkce J,(x) s libovol-
nym v. Pfechod od (75) a (76) k vzorci (78) byl umoZn&n vzorcem (77). Pro necelé m
tento vzorec neplati, ale miizeme dostat analogicky vzorec, nahradime-li drahu C
drahou L z obr. 24. Je totiZ pro kazdé z € E

(83) —1— e'u"*du = L .
2mi ), I(z)
To plyne z (52) v kap. IV.
argz=x
| —
0
———
argz=-m

Obr. 24,

Provadéjme nyni podobné vypoéty jako v dikazu véty, ale v opaéném pofadku.
Pro x # 0 je podle (83)

r! 2mi

(89 10 =(3) & G . [ewta

Abychom mohli zamé&nit pofadi sumace a integrace, sestrojme majorantni fadu

x2

4u

r=o r!

1
konst e~ “l|u|~Rev=1

2
Posledni fada ma soudet exp Z— , ktery (pfi daném x) je omezeny na L. Tedy lze
u

zaménit pofadi sumace a integrace v (84): Pro x + 0 je

(85) Jv(x) = ._1_ (_"_{) J. e"_x2/4u . u_v_l du )
L

2mi \2
Zkusme zde substituci u = % tx, zatim pro x > 0, arg x = O, tedy arg ¢ = arg u,
(86) J(x) = A [ jamxe-1my=v-1 gy
‘ ’ 2mi J
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Nyni je zfejmé, Ze integral vpravo je lokalné stejnomérné konvergentni v oboru
|arg x| < g . Tedy (86) plati pro libovolné v a |arg x| < g .

Volme nyni v (86) polom&r kruZnice rovny jedné a zavedme nové integra&ni pro-
ménné: Na kruZnici poloZzme t = ¢’®, —n < @ < 7, na polopfimce z —co do —1
sargt = —mn poloZme t = ¢®.e™" a na polopfimce z —1 do — o0 s argt = = po-
loZme t = €° . " (oviem kladu arg ¢® = 0). Vychazi

T : + o
@®) I =1 f cos (v@ — x sin ©) dO — T j PR 1)
TJo T 0

(sh © je hyperbolicky sinus). UZili jsme opét toho, Ze

J sin (v@ — xsin ©)dO =0;

(87) plati pro |arg x| < g .

, v w7 ¢ v v T , .
Pomoci (87) vySettime jesté N,, H(V, H?, viechno pro [arg x| < 5" Pro necelé v je

T +o
ﬂNV(x) = C'OS 12,4 cos (v@ — xsin @) d® — cos vrt e~ *he-v0 4o _
SIn V; Jo 0
L . + o0
- — I cos (—v@ — x sin @) de _j e~ *h6+v0 4o
sinvw Jo o

V tietim integralu zavedu prom&nnou = — © = A misto O (ale hned pisi zase 0);
uziji
cos (—xsin @ + vO — vr) =
= cos vr . cos (v@ — x sin @) + sin v . sin (vO@ — x sin O)

a dostanu

(88) aN(x) = — J-:sin (v@ — xsin ©)dO —

+oo +
— cos VTL’J. e—xsho-vo de - j e—xsho+v9 de.

0 0

Tento vzorec byl odvozen pro necelé v. Ale (pfi pevném x s |arg x| < g , a tedy

e® — &°

Re x > 0) je pro velki © — Rex.

+ Rev.O < -%e".Rex+|v|6,
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takZe oba posledni integraly konverguji lokaln& stejnom&rn& v E (vzhledem k v).

Tedy jsou obé strany celé funkce prom&nné v a (88) plati pro |arg x| < g, veE.

Z (87), (88) dostaneme ihned

n HV(x) = jx
(%)

T H$2)(x) = J. eivO—ixsinO d@ + l'[
0o

0o

+ oo
e"("*"")"‘"'Qd@ — iJ eve—xshe d@ s
0

. + o0
e—iv9+ixsm9 de - IJ.

0

+o
e-v(o—ni)—xsho d@ + l-[ eve—xshe d@ .
0o

+o

Uvédomme si nyni, Ze isin @ = shi®, —isin @ = sh(—i®), sh (O * =i) =
= —sh 6. Upravme vzorec (89). Prvni integral Ize psat

n . 1 ni
J‘ exshlo-v.ie de = _J' exsh:—v: dz
0 iJo '
(min&n je kfivkovy integral pfes usetku z = i@, 0 £ @ < =). Druhy integrél je
ni+ o0
lj. exslu—vz dz

Vlami

(minén je kfivkovy integral pfes polopfimku z = @ + 7i, 0 £ O < +oo) a tfeti je
0
iJ. exshe—va d@ .

Tedy mame (H'* obdrzim analogicky)

(90) Hsl)(x) = ij exshz—vz 4, ,

i J ¢,

(2) — -1 xshz—vz

(91) HP(x)=—1| e dz,

(1) Ca

1 hz —v. .
(92) J(x) = — | e dz

27ri Cs

((92) plyne ihned z (90), (91)). Vzorec pro N, by se také snadno napsal, ale neni tak
p&kny. Kfivky C,, C,, C; jsou na obr. 25.
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N
_ (0]
0

—

S —

_________ i
!

of | C,

Véta 57. (90), (91), (92) plati pro v € E, |arg x| < g .

vre r v e . , , Y
Je pfijemné, Ze integrand je holomorfni funkce x, v, z v E3. Podminka |arg x| < >

vychazi z toho, Ze musime zarugit existenci integrald.

§8

Metoda nejvétsiho spddu
pro hleddni asymptotickych rozvojii

VyloZim nyni princip tzv. metody nejvétiiho spadu (fika se ji také metoda sedlo-
vych bodi), vhodné ke studiu funkci tvaru

(93) G(x) = Ice"f &) F(z) dz

pro velkd |x|. Omezme se na p¥ipad x > 0. Necht C je kfivka v n&jaké jednoduse

vvvvvv

souvislé oblasti M < E a necht f, F jsou holomorfni v M (jsou mozZné i sloZit&jsi
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ptipady, ale zatim mn& jde jen o pfedb&€Znou orientaci). Nasnadé€ je tato myslenka:
je |exp (x f(2))| = exp (x Re f(z)). Jestlize tedy funkce Ref(z) (uvaZovand jen na
kfivce C, tedy vlastn& Re f(C(f))) ma v n&jakém bod€ z, kiivky C dostatetn& ostré
maximum, bude asi pro velkd x pfevaZovat ona ¢ast integrilu (93), jeZ se vztahuje na
&ast kiivky, ,,velmi blizkou* bodu z,. Integral pfes tuto malou &ast kfivky lze asi
studovat pomoci lokalnich vlastnosti funkce f v okoli z,. napf. uZitim Taylorova

rozvoje f(z) = Y. a,(z — z,)". Podle Cauchyovy véty miiZzeme do zna&né miry ménit
n=0

kfivku C, aniZ se zmé&ni integral (93). Toho lze vyuZit k tomu, aby se na kfivce C
vskutku vyskytl bod z,, ve kterém mé Re f(z) na C dostaten& ostré maximum. Vy-
louc¢ime v dal$im nezajimavy pfipad, kde f by bylo konstantni.

Zajimaji nés kfivky, na kterych se Re f(z) rychle méni (aZ totiZ plijde o maximum
Re f(z), budeme chtit, aby bylo co mo¥n4 ostré). Vezm&me napfed jakykoliv bod
z; € M, v némz f'(z,) + 0 (body, kde f'(z) = 0, jsou izolované — t¥mi se budeme
zabyvat pozdéji). BudiZ f'(z,) = be” (b > 0, B realné). Necht z probih4 polopfimku
z =z, + g€ (¢ 2 0; » je dané realné &islo). Z Taylorova rozvoje plyne f(z) —
— f(z1) = bee“*P + 0(o?) pro ¢ — 0+. Odtud (minim derivace zprava)

[&% (Re f(z) — Re f(zl))] — beos (o + ),

=0

d .
I:—— (Im f(2) — Imf(z,))] = bsin(w + f).
dQ =0

Je vidét, Ze nejvetsi rychlost zmény Re f(z) v bodé& z, nastavi prow + f =0, ©;
na t&hto dvou polopfimkéch je naopak rychlost zm&ny Im f(z) rovna nule (,,rych-
lost“ v bod& z; m&fim absolutni hodnotou derivace podle g). Naopak, nejrychle;jsi

zména Im f(z) nastavi prow + B = + g ; na té&chto dvou polopfimkéch je rychlost
zmény Re f(z) rovna nule. Za k¥ivky s rychlou zménou Re f(z) se tedy buaou asi

hodit ty kfivky, na nichZ Im f(z) je konstantni. Sou¢asn& budeme vySetfovat kfivky,
na nichZ Re f(z) je konstantni; budou se ndm hodit.

Vezmé&me nyni libovolny bod z, € M; Tayloriv rozvoj je
f(2) = f(z0) = (z = zo)? (bo + by(z — zo) + baz — z0)* + ...),

kde by = l’ f (P)(zo) % 0 (tj. f» je prvni z derivaci, ktera se v bod& z, nerovna nule).
p!

Po piededlych predb&Znych tvahach vysetfime nyni mnoZinu on&ch z v jistém okoli
bodu z,, ve kterych je Ref(z) = Re f(zo), poptip. Im f(z) = Im f(zo). PoloZme
b, = r.e® (r, = 0 B, redlné, r, > 0),z—z,=0e°@EZ0, ® realné). Je trochu
nezvyklé, Ze pripoutime téZ ¢ < 0; ge' je tyZ bod jako — ge'®*™. DElam to proto,
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aby se pfi aplikaci véty o implicitnich funkcich (ktera ted ptijde) nedostaly dvojice
(e, ®) s ¢ = 0 na hranice oboru. Pro dosti malé |o| je

(94) 2 P Re (f(2) — f(z0)) = P1(0, ®) = rocos(Bo + pw) +
+ orycos (B + (p + 1) @) + @*rycos (B, + (P + 2) ) + ...,

(95) ¢ P Im (f(2) — f(z0)) = P,(0, ®) = 1o sin (B, + pw) +
+ orysin(By + (p + 1) o) + @*rysin(B, + (p + 2) ) + ...

(pro ¢ = 0 znamena levé strana limitu pro ¢ — 0, tj. &,(0, @) = ro cos (Bo + pw),
poptip. @,(0, w) = rosin (B, + pw)). Hledejme mnoZinu on&ch ¢, w (pro mala |o|),
pro které @,(o, o) = 0. Pamatujme na periodi¢nost v : sta&i se omezit na v in-
tervalu délky 2m, nebot ¢, w davaji tyZ bod z jako ¢, w + 2n. Rovnice ¢,(0, w) = 0

m4 ,,modulo 27 pravé 2p fefeni B, + pw = (2k + 1) g t.

[&+(2k+l)n (k

Qu = -
p 2p

=0,1,...,2p — 1).
Pfitom

[0

] =—prosin(ﬁo+pwk)=ipro=l=0.
ow = oKk

PouZijme véty o implicitnich funkcich. Existuji 6 > 0, §; > 0 (jeZ lze zvolit mensi
nez libovolng pfedepsané kladné &islo) tak, Ze v oboru || < &, | — @] < &, jsou
viechna feSeni rovnice @,(g, w) = 0 déna tvarem w = Q,(0), kde Q, je spojitd a ma
derivace viech fadi pro —d < ¢ < 6, 2,(0) = o,.

Omezme se v daliim na o z jistého intervalu A £ o < A + 2, ktery obsahuje |
viechny intervaly |w - wk| <d;, k=0,1,...,2p — 1, coZ je moZné, zvolim-li

8, < 4£ malé. Na obr. 26 jsou pro p = 2 zakresleny obdélniky |o| < 6, |0 — | <
P

< &, a kiivky o = (). Zdalipak vedle t&hto 2p kfivek existuji v obdélniku
ASw=A+2m |o| <8 jesté dalsi body [o,w], pro které je ®(o, w) = 0?
Nikoliv, zmen$im-li je$té J.
Dikaz: V omezené uzaviené mnoZiné A < w £ A+ 271, min |0 — o) = 6,
0sk<2p
je @,(0, w) * 0, tedy |#,(0, w)| = 4 pro jisté 4 > 0. Nasledkem stejnom&rné spoji-
tosti funkce &,(o, ) existuje tedy 5, < & tak, Ze pro uvedeni w a pro |¢| < 6, je

Y|
|#4(e, )] > 7 tedy @,(¢, ®) * 0.

Ted to ptenesme podle (94) do roviny komplexni prom&nné z. Vezm&me viechny
body kruhu |z — zo| £ 6, tj. viechny body z = z, + e’ (0 < ¢ < &, w redlné).
(Vyluguji ted hodnoty ¢ < 0 — ty nedévaji Zidné nové body z.) Potom mnoZina t&ch
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boddi z kruhu [z — zj| < §,, pro n& Re f(z) — Re f(zo) = 0, je déna 2p oblouky
o = @(e), 0 < ¢ £ §,, které vychazeji z bodu zo (k = 0, 1, ..., 2p — 1). V bod& z,

mé oblouk ge'?@ polotetnu o sméru w, = — Bo + m—;—l)f (tim minim, Ze jde
p

o P010pfimku z =z, + ge'™* (¢ = 0)). Tyto oblouky, zvolim-li 4, dosti malé, rozdé-

luji kruh [z — z5| < &, na 2p oblasti, v nichz je Re f(z) — Re f(2o) * 0. Tvrdim, Ze

v téchto oblastech je stidavé Re f(z) — Re f(zo) = 0.

w
A2
N T “s
w0 2\ PN w.
w7 U ‘
=N “
N N — wo
PN
1 1
-5 0 5 §
Obr. 26.

Dikaz: budiZ O, ta oblast, ve které je @_4(0) < w < 2(e) (pisi 2-,(c) =
= 2;,-1(¢) — 2n — uv&domujte si stile periodi¢nost vzhledem k w). Symetréla
ihlu poloteten o smérech wy_;, w; je polopfimka z = z, + gei®’x kde w; =
= %(co,‘_1 + wk) = — Bo + Ig_r . Pro mal4 g lezi bod z, + e’ y 0, a podle

p p .
(94) jepromalag >0

Re f(z) — Re f(z0) = %(ro cos (Bo + pwy;) + o(1)) =
= "(ro - (=1)* + (1)),
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coZ je kladné pro sudd k, zaporné pro lichd k. A jezto Ref(z) — Re f(zo) *0
v oblasti 0,, ma Re f(z) — Re f(zo) v kazdém O, stalé znaménko. Ty oblasti, kde je
tento rozdil zaporny, nazvu zaporné, ostatni nazvu kladné (viz obr. 27).

Uplné stejng se vy3etfi rovnice @,(¢, w) = 0. Rovnice ®,(0, w) = 0 mé podle (95)

nulové body w; = — Po + i (k=0,1,...,2p — 1); to jsou pravé ta &isla, ktera

p

davaji smér symetral k polote¢nam oblouku, ohrani¢ujicich O,. A nyni opét plati,
zmen$im-li poptip. jesté dale &islo J,: Jediné body z = z, + ge™® 0=0£53,),
které vyhovuji rovnici Im f(z) = Im f(zo), jsou body 2p obloukii w = (o) ?),
jejichZ polotedny v bod€ z, jsou dany sméry w;. Jeito w,_; < w; < w,, leZi cely
oblouk @ = Q(g) (s vyjimkou bodii g = 0, ¢ = 8,) v O,, jestliZe &, jest& po pfipadé -
zmenSim. DuleZité pro nas je, Ze kazdi oblast O, obsahuje pravé jeden oblouk
o = 2(e) (0 < ¢ < §,), na némz je Im f(z) = Im f(z,) konstantni a na ndmz tedy
miZeme oekéavat rychlou zménu Re f(z).

Mame tedy tento navod: chceme kfivku C modifikovat tak, aby Re f(z) méla na
kfivee C co moZna ostré maximum v bodé€ z,. V jistém okoli bodu z, mame p za-
pornych a p kladnych oblasti; v kaZdé oblasti mame pravé jeden oblouk s krajnim
bodem z,, na kterém Im f(z) je konstantni. Vedu tedy novou k¥ivku C’' po jednom
z téchto oblouki leZicim v zaporné oblasti, do bodu zy, a potom ji pokracuji z bodu
zo opét po jednom z té&chto obloukd, leZicim v zédporné oblasti (a to leZicim v jiné
oblasti: kdybych se z bodu z, vracel po témZ oblouku, zrusily by se oba integraly
a nedavaly by podstatnou &ast integralu (93)). To ndm napovida, Ze asi bude vét-
Sinou malo vhodny pfipad p = 1, tj. f'(z,) = 0 (ledaZe by bod z, byl potatkem nebo
koncem kfivky C, kterymZto pfipadem se nebudu zabyvat). Budeme tedy hledat body,
ve kterych f'(zo) = 0; v blizkosti takového vhodng& zvoleného bodu z, (nemusi se
kazdy bod s f'(z,) = 0 hodit) modifikujeme kfivku C tak, jak bylo uvedeno. JezZto

. 1) Pozor! 2;(e) neznamena derivaci.
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oblouky, na nichz Im f(z) = Im f(zo), mohou byt sloZité, nahrazujeme je asto
kousky jejich polotefen — tim se G¢innost metody asi mnoho nesniZi. Oviem volbou
takové kivky C’ neni je§t& uspéch zaruden. JestliZe napf. v bodech C’, dosti vzdale-
nych od bodu z,, neni Ref(z) znateln& men3i neZ Re f(zo), miZe integral pres
,,vzdalenou‘ &ast kiivky C’ prevazit nad integralem, vzatym pies ¢ast kfivky, lezici
blizko bodu z,. Jako ilustraci provedeme v nasledujicich paragrafech studium asymp-
totického priib&hu funkce H{"(x) pro pfipad, Ze (zhruba feteno) v > 0, arg x = 0,
X — +00,Vv— +00. i )

Jest&¢ k nidzvu ,,metoda sedlovych bodi‘‘. Vezm&me nejCastéjsi pfipad p = 2.
V trojrozm&rném reélném prostoru (soufadnice znaéme u, v, w) sestrojme plochu
w = Re f(u + iv). V okoli bodu u,, vo (e = Re zg, vy = Im z,) mame &tyfi oblasti,
v nichZ stfidavé w > w, = Re f(uo + ivy) a w < w,. Je vid&t, Ze nafe plocha ma
v okoli bodu [, v, wo] tvar sedla.

§9

Aplikace metody nejvétsiho spddu
na Hankelovy funkce H)(x) pro velkd x a v

V tomto paragrafu i v dal$ich budeme stale pfedpokladat, Ze
x>0, argx=0, v>0.
Budeme vySetfovat H{"(x) pro velka x, v (muZete si pro ndzornost zatim pfedstavit,

. V. g . . e .
Ze — je n&jaka kladni konstanta a Ze x — + o0; ale budeme vySetfovat i mnohem
x

obecn&jsi ptipady). Pfipometime, Ze z H(" dostaneme J,, N,, H{? jako reélnou &Ast,
imaginarni Cast a &islo komplexn& sdruZené. Budeme uZivat metody nejvétsiho spadu
na vzorec (viz vétu 57 a obr. 28)

(96) Hgl)(x) = _]'_I exshz-vz dz.
T Jc,
| i
_________
pi--T C
[E— —a 0 é
———————— L A—
Obr. 28.



Pfipomeiime definici hyperbolickych funkci a né&které jejich vlastnosti, plynouci
pfimo z definice:

1 _ 22 z¢ 28 i
chz=-(e*+e %) =1+=+ =+ =+ ... (suda funkce),
2 2! 4! 6!

shz=%(e’—e"’)=ﬁ+;—:+z—:+... (lich funkce) .
ch(z + in) = —chz, sh(z+in)= —shz,

ch’z —sh’z=1, (shz) =chz, (chz) =shz,.

chiz=cosz, cosiz=chz, shiz=isinz, siniz=ishz,
ch(u + v)=chuchv+shushov, sh(u+v)=shuchv+chushvo,
ch(u + iv) =chucosv + ishusinv,

sh (u + iv) = shucosv + ichusinv.

Posledni dva vzorce jsou dileZité hlavn& pro realni u, v: davaji rozklad na redlnou
a imaginarni ¢ast.

Poloime & = Y , takZe & > 0. Potom je
x
97) ni HV(x) = J el dz
C
(98) f(z) =shz —¢z.

Hledame body z,, kde f'(zo) = chzy — € = 0.Je-li 0 < & < 1, existuje B, 0 < B <
< gtak, Ze & = cos f. Hledame tedy body, ve kterych cos iz, = cos ; vSechna

feleni jsou zo = +Bi + 2kni (k celé). P¥i pohledu na drahu C, soudime, Ze nej-
vhodnégj$i bude asi zy = Bi. Je-li £ = 1, jde o rovnici ch z, = 1, tj. cosizy = 1,
izg = 2kmi (k celé); nejvhodnijsi bude asi zo = 0. Je-li £ > 1, existuje pravé jedno
o > 0 tak, Ze £ = ch a. Rovnice ch z, = ch « ma pravé dva realné kofeny z, = +a.
Uvazite-li, Ze ch z, = cos iz,, vidite, Ze viechny kofeny jsou z, = Fo + 2kmi
(k celé). Nejvhodn&jii bude asi volba z, = a nebo z, = —a — o tom bude tfeba

v 7

pozdg&ji rozhodnout. Z této pfedb&zné diskuse je patrné, Ze bude asi vhodné rozeznd-

vat tfi pfipady: 0 < < 1, A 1, P
x x X
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§ 10

Asymptotika funkci HO(x) pro0 <& =2 <1
X

Podle piedb&Zné tivahy v § 9 zvolme f tak, Ze ¢ = cos f,0 < f < z

(99) f(z)=shz—zcosB, f(z)=chz—cosp,
SO =shz, fO()=chz (k=1,23..).

Volime (viz §9) zo = ip, takZe f'(if) =0, f"(if) =isinp +0, tedy p=2
v ozna&eni § 8. RozepiSme jest& pro z = u + iv (u, v redlna) Re f(z) = shu cos v —
— ucos B, Im f(z) = chu sin v — v cos f. Na imaginarni ose je tedy Re f(z) = 0.
Podle § 8 existuji je§t& dva dalsi oblouky, vychézejici z bodu ip, na nichZ je Re f(z) =
= 0; jejich polote€ny jsou rovnob&Zné s realnou osou. Dale vychazeji z bodu if
&tyti oblouky, na nichZ je Im f(z,) = 0, naznadené na obr. 29. Jde o to, které dv&
z jejich poloteCen leZi v blizkosti bodu iff v zapornych oblastech, coZ znamen4, Ze
na nich je Re f(z) < 0 pro z blizka if. Zkusme tfeba napfed pfimku o smé&rnici
Lt.z=u+iv,v=u+ B Tedy

Re f(z) = shucos(u + B) — ucos g =
=shucosucosff —shusinusinff —ucosf =
= —u?sin B+ Au® + At +...<0

, nalez

[ (8]

pro dosti malé |u|. Tedy zavedeme tuto drahu C; — viz obr. 29.




Podle Cauchyovy véty je
(100) ni HY(x) = f e @ dz .
Cy

Ocdekavame, Ze pro velka x bude nejpodstatnéjsi pfispévek davat integral pies malou
use¢ku o stfedu fi. Zvolme tedy ¢,

(101) 0<e=< B,
a rozd€lme integraéni drahu na pé&t Casti:
(102) ni HO(x) =1, + I, + I + I, + I,
-8 + —-e
I, =f W du, I =J~ S dy I = (1 + l)j e I@ dy
- n—p -8

€ n—p ‘
Iy=(1+ 1)J~ e/Pdu, I,=(1+ I)J 7@ du
—-& 4

pfitom vI,, I3, I, je z = (1 + i) u + ip.
Rozhodujici bude asi I,; tim tedy zaCneme. V I,, I, I, je

f(z) = sh(u(l + i) + Bi) — (u(l + i) + Bi)cos B

Rozvinu v Taylorovu fadu

© M(R;
16 =3 L) oy 4 .
n=0 n:
Jezto f'(Bi) = 0, (1 + i)® = 2i, dostaneme
(103) f(z) = f(Bi) = —u*sinBp + R, + R,,
R, = (Szjuz)z L Q) Qi) ) ising,
4! 6! 8!

. 2\2 . 2\3
Ry = (1 +i)u (2;u (21514') +(2l;t') +...)cos,8.

(104)

(Prosim &tenafe, aby vSechny vypolty podrobng provadél) V (103) jsem ¢&len
—u? sin B, ktery pro malé |u| pfevladne, dal zvlast. Z (103), (104) plyne

(105) (@) = xS (B e—xulsin[i | eX(Ri+R2) ,

(103) az (105) plati na celé $ikmé &asti integraéni drahy. V I; bychom radi nahradili
exp (xR; + xR,) jedni¢kou. Musime tedy odhadnout obecng

=15 5 DLy $ T e,

(m+ 1)
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Specialng tedy
(106) ' le* — 1] < 3|w| pro |w| =1

Abychom tohoto odhadu mohli uZit v I;, bude vhodné volit ¢ tak malé, aby bylo
(107) © x.(|Ry|+[R)) =1 pro —e=sucse.

Odhadnéme tedy napfed Ry, R, pro —1 S u £ 1:

4 2
|Rl|§sinﬂ.:—'(l+—2— +—2——+...>,

5.6 5.6.7.8

) .
|R,| < cosB. ‘/5 [u|3( +i+2—+...>.
4.5 4.5.6.7

Srovnani s geometrickou fadou o kvocientu 11—5 , Tesp. % a uZiti nerovnosti \/ 2< ?'2-
dava
(108) IR,| = i%’f ut, |Ry| = gcos B . |uf?
pro—1<u=<1.
Tedy bude (107) spln&no pro —e < u < ¢, kdyZ bude
(109) 0<e=<1, xelcosf<1, xe*sinf=1.

Pamatujme, Ze ¢ nesmime volit pfili§ malé, ma-li I; pfevladnout nad ostatnimi
integraly. Vzhledem k tomu, Ze nas zajimaji velka x, volme

1
(110) ® T P s
na&e? podminky (101), (109) Z4daji, aby bylo

(111) x cos B = max (Bl 1, tg* B)

Za této podminky plati na integra&ni draze I, nerovnost (107). Jezto f(Bi) je ryze
imaginérni, je |exp (xf(Bi)| = 1, a tedy podle (108) je na integra&ni dréze v I (uZiji
oviem (106))

(112) e/ = exp (xf(Bi)) . exp (—xu? sin ) +

+ Ox(u*sin B + 2|u|? cos B) . exp (—xu? sin p)
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(© bude stile znacit jakikoliv &isla, pro n&z |@| £ 1). Jeito |1 + i| = J2 < %’ je

e + o
(113) I; = (1 + i) e"f(‘”)J e”™sinf dy 4 % Ox I ute™ ™ dy sin B +

- =

+ o0 X
+ 3@xj e~ x50y 13 du . cos B .

- o

& +o + o0

Jde o integraly sudych funkci; v prvnim pi§meJ‘ =‘[ - I . JeZto integraly
0 ] e

podobného druhu budeme &asto potiebovat, vySetfime je obecn&:

Lemma 5. Necht f > —1, 0> 0, A > 0, ¢ = 0. PoloZme

K(a, B, A, €) = f+wu” . exp (—Au®) du.

Potom je
(114) K(a, B, 2,0) = A=@+D/ 1, (ﬁ + 1) :
o o
pro e > 0 je
-(B+1)/a
(115) K(a, ﬂ’ l, 3) é (£> . e—(llz)le’ . 1 . T (ﬂ + 1) ;
2 . ,
pros>0,ﬂ+1§1je
a
(116) K(x, B, 4,€) < 1 L ATGEDE(eE) B+ D=L e
.o

Diikaz: Vzorec (1 14) plyne ihned substituci Au® = t. T4Z substituce dava pro

ﬂ+1§1, €>0:
«
K(a, B, A, ¢) =

1 +o 1 +
== j_—(ﬁ+1)/aJ. e BV <2 )=+l (ls“)‘”“’”"f e~'dt,
o Aex o Aes
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coZ dava (116). Kone¢n& pro ¢ > 0 je

. '+uo

0

uzitim (114) plyne (115).
Dosadime-li do (113) podle lemmatu, dostdvame

. 1 1 1
117) I = (1 + i) /D, r(=)+30ex. r(2)cosp +
(17) 1, = ( f)e x sin 8 (2) x2 sin? B (2) cos §
3 5\ . - 1 e N
+ = Ox(xsin p)~*2.T —).sm + /26 i
2 ( 2 (2 g \/ xsinf /N
kde ‘
. U3 gin B
118 N=xesinf=2>"°2
(118) x&* sin 8 o’ B

Myslime-li si na okamZik B pevné a x — + oo, vidime, Ze prvni (,,hlavni*) &len je
fadu x71/2, , zbytkové &leny* jsou O(x~'). V dalsim nebude oviem B pevné; x, B

budou libovoln4 &islas 0 < B < g , pro kter4 plati (111).
Dale je

+ 00
Il — J e—x(shu-ucosﬂ) du R
B

I = | f +_°;cxp (x(sh (u + ir) — (u + in) cos f)) du| <

+ o0
§f exp(—x(shu + ucos f))du < I, .
n=p

sin? B
1+ cosp

exp (— % sin? ﬂ) du,

Pro u>0 je shu>u, tedy shu —ucosf > u(l —cosf)=u
+ o0

> g sin? # a odtud ihned I, < j

sinf

4 X . 3
.exp| — =sin* g ).
x sin? B p( 2 )

Kone&n& odhadn&me |I,| + |I,|. PoloZme

(119) IARYIAE

(120) ®(u) = Re f(u + i(u + B)) = shucos(u + ) — ucos g,
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takZe

-z ﬂ_ﬂ'
121)  |L| + |L] =3 .[ exp (x O(w) du + /2 j exp (x ®(u)) du .

-8 e

Vy3etfeme priib&h @(u). Je ¢(0) = 0,
(122) @'(u) =chu cos (u + B) —shusin(u + B) —cos B, @'(0)=0,
(123) @"(u) = —2chusin(u + ) <0
pro —f <u < m — . Tedy ¢'(u) je kladna pro —p < u < 0, zdporna pro 0 <
<u<m—p takie P(u) < P(—&) pro —fSu = —¢ P(u) S D) proe <u =<
< n — B. Jeito (105), (107) plati na celé integradni draze v I, tedy také je$t& pro
u = +g,je
et = exp (xf(£e(l + i) + iB))| < e. e™1",

a odtud podle (118), (121)
(124) || + || £3/2.7e7N.

Uziji (117), (119), (124), d&lim 7i a uvaZim, Ze 1 + i = /2 e/*™, Vychazi:

Véta58.Pr00<ﬂ<§,argx=0,v=xcos[i,

(125) X cos f = max <1, 2;1_3 , tg? B)
je
Hsl)(x)= ——exp|( i xsinﬂ—xﬁcosﬂ_7_I + 3,
nx sin 4
kde
-N
3=06 C(?szﬂ +@(xsinﬂ)"3/2+l@ 1 ¢ _ 4
x sin” B 2 \/—_x sin B \/N
1a3
+20 1 _exp(— XV | 5.,
3 xsin?p 2
kde
_ x!sin g
cos?3 g
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Odtud oviem ihned

Jv(x) = 2 cos (x sin p — xBcos B — ._) + 3,
/\/ 7x sin f 4

N(x) = / 2 sin (x sin B — xfcos B — -> + 3,
nx sin 4

H®(x) =

nx sin

exp (—l(xsmﬂ — xBcosp — Z)) + 33,

kde pro 3, 3, 33 plati tentyz odhad jako pro 3.

Pozndmkal. Budiz0 < 6 < g .Pros B = g — 6 lezi sin B i cos B v inter-
valu <sm d, sin (5 - >> . Z véty 58 plyne okamzité: BudiZ 0 < 6 < 2 Potom exis-

tuji kladnd &isla ¢,(5), c,(6) tak, %e pro x > ¢,(3), argx =0, s S B <= — 5,

[ (8]

v = xcos f je

HO() = ﬁ (

Tim je tedy vy€len&n ,hlavni &len“ a odhad je stejnom&rny pro viechna

1
exp(i(xsinﬂ—xﬁcosﬂ—g) + @cz(é).—).
\/_

7 sin X

Be <6,§ - 5> . Ale nefika nic o tom, co se d&je, kdyZ x — + oo a soudasné& f — 0

nebo B — g . Sledujme ten (zajimav&jsi) ptipad, Ze B je blizko nuly, tcdyi = cos
blizko jedné. PoloZme 7 = x sin® B a sledujme jednotlivé Eleny v 3. Je x sin? f =
\/x sin B . ©'/%;(x sin B)*/? = (x sin B)*/%. t'/3 . x*/* = (x sin B)*/? t”’l, pokud x > 1
(protoZe potom x2/3 > x/¢ > 1!/%). Déle pro y > 0 je ye™” < 1(najdéte maxi-
1 B N j

, N=
ey3/? cos?’3 B \/N
nich étyf ¢lent v 3 lze tedy psat pro T = 1 ve tvaru

mum), tedy y~!/2e7? <

< N732 g 7172 Soudet prv-

(126) 40

1
Jxsinf. \/;
takZe pro velkd 7 jsou podstatné mens$i neZ hlavni &len. Ale posledni ¢len v 3 je
60 exp (—t cos™2/3); to je pro velkd t sice velmi malé, ale neni jasné, je-li to
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mensi neZz hlavni ¢len. Tento ¢len zbytku 3, ktery vznikl odhadem I,, I, musime tedy
odhadnout jinak, chceme-li mit uZite¢ny vzorec pro f — 0, T = x sin® f —» + 0.
Odhadujme tedy I,, I, jinak. JeZto nam jde jen o B blizka nule, pfedpokladejme

0<B< l1:. Maéme cos > L ; pfedpoklady (125) budou tedy jist& spln&ny, kdyZ
4 ﬁ
(127) 0<ﬂ<in, x> V2

Pro -1 Su <1, z=u(l + i) + if mame vzorec (103), kde podle (108) je

[Ry + Ry| £ [u]’. Jestlize |u| < %sin B, je |u]® < %uz sin B, tedy [exp (x f(2))] <

< exp (— %xu2 sin ﬂ) . Je (viz (110)) & = x~3 cos™!/3 B < 21/6x~113 < %sin B,

jakmile 7 = xsin® B = 12 (nebot 2°../2 < 12). Tato podminka implikuje x >
> /2 B~3. Budeme tedy misto (127) ptedpokladat ostiej$i podminku

(128) 0<ﬂ<in, T=xsin®f =12,

Tedy jeI, + I, = A + B, kde

- (1/2)sing
A=(1+i)(f +j )

(—1/2)sing [

(—1/2)sinp n—p
B=(1+i)(‘[ +J )

-8 (1/2)sinp

kde za znamenim integraénim stoji e~/ du, z = u(1 + i) + ip. Tedy

+o
[4] = 2\/5'[ exp(— —;—xuzsinﬂ)du < 3J~

x=1/3

+ 00

a podle lemmatu 5 plyne snadno (uiiji opét y~12e77 < ! y 3% proy > O)
e

(129) |[4] < 3

\/x sin

Definujme @ vzorcem (120), takZe

(=1/2)sinp =8
(130) |B| = ﬁ(J‘ €™ dy +J oW du> .

-B (1/2)sinp
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Vime, %e &(0) = 0, &'(0) = O,

(131) ®"(u) = —2chusin(u + f) £ —2sin(u + f)
pro —B <u < n — B (viz (123)). Specialn& pro |uf _S_%sinﬂje%ﬂ <u+p<
3 1 . 1 1. . .
<5ﬁ<n—iﬂ, a tedy sm(u-i—,B)>sm5ﬂ>Esmﬂ, tj. ®"(u) < — sin B.
(1. 1., ., ( 1. 1., . ).
Odtud ¢ Zsmﬁ < —zsm B, @ —Zsmﬂ >Zsm B. Jeito pak @' je kle-

sajicipro—ﬂ§u§n—/3a¢(—¥_—isinﬁ)<0,jeproisinﬂ<u<n—ﬂ
o(u) < P(u) — @ 1sin[i < - u—lsin/} —l-sinzﬂ
4 4 4
1. .
apro—ﬂ<u<—zsmﬂje
D(u) < O(u) — @ —lsin[i < - |u[—lsin[3 lsinzﬁ.
4 4 4
Tedy (podle (130))

+ o0
(132) |B| = 2\/5 exp (— %x sin? B . (u - isin B)) du =

(1/2)sing

+ o
=2./2 exp(—lxsinzﬂ.v)dv<2\/§. _42 < 12 T2
(1/4)sinB 4 x sin® B J/xsin g

Pri¢tu-li k odhadu (126) jestd odhady (129), (132) (d&lené =), dostavam:
Véta 58a. Nechrf 0 < f < :—:, argx =0, v=xcosB. Polofme 1 = xsin®p.

Potom pro t = 12 je

H(x) = —1—<A/gexp<i(xsinﬂ — xBcos B — 7—:)) +%)—-,
/xsin B n 4 \/;
Tato véta déva pro velkd © asymptoticky priib&h H{V(x). Specialné: jestlize p(x)
je funkci x takovou, Ze 0 < f(x) < :—: a Ze 1(x) » +o, je t'*(x) = o(1) pro

x = +c0. Jak se jevi podminka 7(x) - +co ve funkci v(x) = x cos f(x)? Pochopi-
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teln& nés zajimaji ptipady, Ze B(x) je malé pro velka x (v ostatnich ptipadech uZijeme

véty 58, pokud B neni pfili§ blizko g, kteryZto pfipad nevySetfuji). Pro g — 0+

pisme f(B) ~ g(B), kdyZ lim 1) _ 1. Tedy B~sinf, x —v = x(1 — cos p) ~
s~0+ g(B)

~ gﬁz ~ xsin® g = x'/3 1—2—- ; tedy 7(x)> +o pro x - +oo znamena (pfi

sin B(x) — 0) totéz Jako v(x) - +o0.

§11
Asymptotika funkci HP(x) pro ¢ = % =
Jde o *
ni HO(x) = f exp (x £(2)) dz,
kde “
(133) f(z)=shz—-2z, f(z)=chz—-1.

Podle pfedb&zné ivahy v § 9 volme z, = 0. Je f(0) = f'(0) = f"(0) = 0, "(0) =
tedy v oznadeni § 8 je p = 3. Pro realné z je Im z = 0; pro realné z % 0 je f'(z) > 0,
tedy pro z < 0 je f(z) < f(0) = 0, takZe zéporn4 reilni poloosa leZi v ziporné
oblasti. V zdpornych oblastech leZi je§té dva oblouky s Im z = 0, vychazejici z bodu
zo = 0. Jejich polotedny v bod& 0 sviraji se zapornou reélnou poloosou tuhel

g n. S ohledem na tvar kfivky C, zvolme novou integraéni drahu K, podle obr. 30.

Zvolme &islo g, 0 < € < 1 a rozloZme

ﬂl:Hil)(x) =I e"f(’)dz = Il +Iz +13 + I4 + Is)
K
kde

-z + 0
I, =J' IO du, I, =J eTEtindy, I, =J e/ du,,
=/J3 -2

- 00

Iy=(01+ l\/_)J‘ eAdu, I, =01+ 1\/_) e"f(‘)du;

(1/2)e

ptitom v I, I jez=(1+ i \/5) u. Mez % jsme v I volili proto, aby délka $ikmé
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tise¢ky od 0 do (1 + i ﬁ) % byla ¢ — stejnd jako délka integraéni drahy v I,.

v pfedc§lém‘ paragrafu (v&ta 58) jsme vypotitali jeden hlavni &len, ostatni jsme dali
do zbytku 3. Zde mame jednodu$¥i ptipad (bez parametru B); bude pou¥né zjistit,
jak je mozné potitat vice &lenti asymptotického rozvoje.

Obr. 30.

Napted vypoéteme I,, I3, které budou asi nejdileZit&ji. V I3 poloZime jest€ u =

= % v, v I, poloZime u = —v,
13 = MJ- exp (xf(_l_-*-_l_ﬂ v)) du’
2 0 2
I, =jexp(xf(—v))dv.
0

1
PoloZme ¢, = —1, 0, = E(l + i\/g),

(134) G, = J exp (xf(ev)) do .
0
Potom
(135) IZ + 13 = Gel + QzGoz .

249



Budeme tedy pocitat G, pro ¢ = ¢, a ¢ = @,; ¢ bude stile znamenat jedno z téchto
dvou ¢&isel. Pro obé tyto hodnoty je |g| =1, ¢ = —1. Pro viechna u je

Q3u3
(136) shou — ou = ra + R(u),

5,5 2,,2 2,,2\2
Ry = 4 (14 €% @) .
120 6.7 6.7.8.9

Tedy je zfejmé
5
(137) |R(u)| = ll%% pro |u|=1.

Budiz x 2 1 a zvolme & = x~'/* < 1; potom pro |u| <& bude x|R(u)| < 1.
Ve vzorci

(138) ex(shqu—qu) = e(—1/6)u3x . exR(u)

nebudeme aproximovat exp (x R(u)) jednikou (jako v § 10), nybrz del$im tsekem
ptislu$né fady. BudiZ k 2 0 celé; potom pro [w| < 1 je

(139) ¢ _l_ﬂ— —;!_épgﬂ n! =
< |W|"+l el < |w[** e
T (k+ 1) (k+ 1)

Podle (139) dostaneme (k = 2; e < 3, [0] < 1)
(140) gsbau=an _ o= (1/6)u'x (1 + xR + %szz + g x3R3>

pro [u| < &. Rozvineme-li xR, x*R?, x*R*® v mocninné fady (podle u), vidime, Ze se
v G, vyskytnou integraly (k = 0 celé, |0] < 1)

oo (—1/6)xu3, k —(1/3)(k+1) 1 (1/3)(k+1) k + 1
(141) e u*du = x M,, M,=>6 r{——j,
. 6 3
+o . s 1
(142) e~ WOk qyy = @  QUBEHDNL =B+ gy (_ = xz/s)
[

(vizlemma 5). Viechna M, se pomoci vztahu I'(s + 1) = s I'(s) daji pfevést na

rw=1r(5)-r(3) ‘,~(T)1_
3

3
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V dalsich vypoétech se nebudeme zdrZovat numerickym odhadem konstant ve
zbytkovych Elenech. Absolutni kladné konstanty budeme znadit c,, c,, .... Pokud
nebude mozné nedorozuméni, budu je bez rozdilu znaéit ¢ (bezindexu). Abychom v&-
d&li, jak mame postupovat, viimn&me si, Ze integral (141) je fadu x~//?**1_ Toho

uZijeme, abychom poznali, kolik &lenti mame vzit v xR a v x2R?, jestlize % |o| x*Rr®

v (140) vezmu jako zbytkovy &len. Je |x*R3| < cx®u'® (beru 0 < u < ¢), takZe
integraci dostaneme &len fadu nejvyse x> .x719/3 = x~7/3, Déle je xR = axu® +
+ Bxu” + yxu® + ..., coZ po integraci diava &leny fadu x~!,x753, x773, .. ;
vezmu tedy v xR prvni dva &leny plus zbytkovy &len. Kone&né je x2R? = o'x?u!® +
+ B'x*u'? + ..., coZ po integraci diva &leny fadu x~5/3,x~7/3,.... Tedy vezmu
v x2R? prvni clen fadu plus zbytek. Pisi tedy

5,5 7,7
xR=x&+ Q+@c1xu,
5! 7!
2 10,10
1sz2 = 1 o*u® =x*2 + Ocx?ul?
2 2 5! 2.(5?

= (Ocxu®)? = Ocxu'®
Nyni vypodtu G, (viz (134)). Je
e5flew) _ gx(shou=—au) _ ,(~1/6)xud (1 + xR + : x2R? + S} x3R3) -

7,7 10 10
—e WOm [ 4 E 7 ’u’ + x eu +x2 = @ + Ocxu’® +
5! 7 2. (5)?

+ Ocx?ul? + @cx3u15) .

Mam integrovat od 0 do & v prvnich &tyfech &lenech pisi [§ = [ — [,
posledni tfi odhadnu integralem od 0 do + co. Podle (141), (142) vychézi

1 1\ _ 1 - 1
(143) Ga=-3‘61/3r(§) 1/3 + = 5 MQS 1+ - MQ7 -5/3 +

1

1
+ 2—(5—')—2 M,00"%x7 5 + @c,x ™13 exp (— m x2/5> + Ocyx~ 3.

Jezto pro x = 1 je x" 3 exp (— IIE x2’5) < ¢x~ /3, 1ze ptedposledni &len vyne-

chat. Podotykam ov§em: Kdyby §lo o pouZiti asymptotickych rozvoji k numerickym
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vypo&tim, musili bychom se pokusit né&jak vhodng urtit c,, c; a vyslo by nim (mi-
Zete to zkusit) ¢, mnohem v&t3i neZ c;, takZe by u pfedposledniho &lenu bylo uZite&né
vyuZit exponencilniho Cinitele. Zrovna tak by bylo duleZité, Ze ve vzorci pro xR
1ze volit ¢, malé, nap¥. ¢; = 3.107°,

Déle méme sh (4 + in) = — shu, sh(—u) = — shy, a tedy

+o X +o
I, + 15 =I e~ XGhu=u) 4y 4 e—me. e~ shutu) g,
/3

&

Jeitoe§1<—n§,shu+u>shu—u>%u3,je

+00
(144) |1, + 1| < 2j e(-1O gy = @cx 13 exp(— 1—12- x2/5> = @Qcx~"3

&

(viz (142)). Odhadnéme konetné I,. Pisi-li #(u) = Ref(z), z = u(l + i /3), je

I = |t + i3] 3 exp (x f(z)) du| < ZJ.:NT exp (x #(v)) du .

(1/2)e 1/2)e

Je sh(u + iv) = shu cos v + ichu sin v, tedy
®(u) = shu.cos(\/3u) —u.

n n n =
Vy3etfujme interval 0 £ u £ — . Vintervalu —= < u < —= je shu.cos(\/3
YR J3 2./3 J3 ! 3

zdporné a v absolutni hodnoté roste; tedy je tam ¢(u) klesajici. V intervalu

0<u<—"—_je

2,/3
¢’(u)=chu.cos(\/§u) —\/gshusin(\/su)— 1, #(0)=0,

@"(u) = —2shu.cos(y/3u) — 2 /3chusin(/3u) <0.

Tedy ®'(u) < 0, ®(u) Klesajici v <0, 2—:‘/—3) . Tedy je @ klesajici v <o, —"=> a pro

V3
T 3 2n €
eSus—jd(u) S d(-),takZe [I,| < —=exp(xD(=]]. Ale
= J5ie 0929 5) il < Frew (e (3))
@ (%) = Ref(—l_*-z;\/§ s) = Re(sh g;& — 0,¢).

Podle (136), (137) je

N =
I\

3 5

£
shg,e —ge=—-—+60 —,
Q1 2 3 100
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a tedy

3 5 3
q>(5)=~8_+ 0 < 8 __1 -us
2 6 100 7 7
(145) 1] < :/—3 exp( ; x2/5)< ex™3,

Z (135), (143), (144), (145) plyne
Véta 59. Prox = 1,argx = Q je

H®(x) = \/ﬂ r (1) x~13 4 \/3 + 3 (M_‘I _ Mo ) x75P 4 @cx~3,

62*n 3 2n \7! 2.(5)?

M, = Leumorn p(k+ 1)
3 3

Redlnd a imaginérni Cast a komplexn& sdruZené &islo davaji vzorce pro J,(x),
N,(x), H?(x); nebudu je vypisovat. V prvnim pfiblizeni mame pro v = x - + o0

vzorec H{(x) = x~1/3 (\/%/:&nj < ) + o (1)>

DokaZeme, Ze tento vzorec plati i tehdy, kdyZ x, v rostou do +oo tak, Ze
xX—-v
xl/3

— 0. DokaZeme je3t& ostfejii, kvantitativni v&tu. Necht

(146) x=v=wx!?, x21,-1<1t<1 (tedy v>0).

H{"(x) vyjadfime integralem ptes k¥ivku K; (obr. 30), takZe

(147) ri(HO(x) — HO(x)) = 'f (e¥he=e) _ guabr=ve) g7 =

=J ex(shz—z)(l _ erxllsz) dz=I,+1,+1I;+1,,
K

kde I; je integral pies Sikmou useCku z = % + l\/— Ju, 0 S u =< 773— =
2/V3)n 0 L o " :
=I eens I =J. ..., I, je integral pfes polopfimku z = u + ir,
- -2/

u = I .
J3
Podotkn&me: Ptjde nédm jen o odhad rozdilu H{"(x) — H{"(x) a o Zidny ,hlavni
&en*. Proto nemusime zvl43f izolovat malé okoli bodu 0. Za druhé: Je-li v + x,
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neodpovida kfivka K pfesné navodu z § 8; napf. pro v < x by tomu navodu odpovi-
dala kiivka C; z §9. Ale to, Ze volime pro H{(x), H{"(x) touZ kfivku K, nim
umoziiuje jednoduse pocitat jejich rozdil; a jezto pro velka x je x — v mala v poméru
k x, miZeme doufat, Ze nasSe metoda neztrati pfili§ na ucinnosti.

) k
Jevddy |l —e”| =) M < |w] ™), tedy
k=1 k!

(148) 1 = | < [o] . x'32] . exp (|e] x'7|2]).

K odhadu I, + I; staéi odhadnout

(149) J =J'(2N§)nex(sheu—eu) (1 _ e“”’@“) du

e
o
prog = —laprog = % (1 + i/3), take @® = —1, le| = 1. Jde nam o hodnoty
0<u=<2n//3.%

3,3 2.2 4, 4
ou o'u ou

150 sh ou — ou = 1+ + + ...

( ) ¢ ¢ 3!( 4.5 7 )

4.5.6.

Je-27—2 =3,142... > 7, tedy 7% < % <10,u® < ? . Tedy

2,2 4. 4 2 2 2
eul  ew <140 L (% .L+...l§5—.(Eé
4.5 4.5.6.7 | 20 3 6.7 3 (6.7)? | — 20 43
2
geometricka fada s kvocientemz(—) . Tedyu— . 63 < 2 6—3 = Q, a tedy podle
63 20 43 3 43 43
3
(150) je shgu—gu=—u— 1+6£13 a odtud
6 43
3 u3
151 Re (sh ou — ou) £ — < - —.
(131) (heu—eu) = = =m < =35

~

Poznamenavam: Zd4 se byt podstatné, Ze nam ,,nahodou‘ vyslo éislo% < 1.

Ale kdyby vyslo &islo =1, nebylo by to neStésti: musili bychom misto <0, %>
. 2 -
vzit mens3i interval <0, u,) a interval <uo, 77%> bychom vysetfili zvlast; to by nebylo

té€Zké, nebof hlavni obtize pi’lsobi okoli bodu u = 0.
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Podle (148), (149), (151) je

+ xu3
J, =201 x'?, J =J‘ exp(——+ |r|x”3u).udu.
. 300

3 3
Je-li || x'Pu £ fadudl , tjo w2302 xT3 =4, je — o 7] x*u £ —exu®.
900 3

Tedy J < J, + J,, kde

+ o + s A s
—cxud - !
J1=j e"’"‘udu<J e “*udu, J2=J-e|‘|" “udu.
a 0 0

Podle lemmatu 5 je J; = Ocx™2/3; substituce |t| x*/?u =t dava J, = 17273,
. J‘wmme' Ldt =173 . 0. % . 900|t|® = Oc|t| x™¥3 = @cx~?/?, takie
0
J, = @c|1[ x~13 a tedy
(152) I, + I3 = Oclt| x™13.
K odhadu I, + I, poznamenejme, Ze

(153) [t — exp (:x3z)] < 1 + exp (Re (xx'/32)) <

< 2exp(|t| x** . |Re z]).

VIljez=—u,ug£%;vI4je z=u+in,ug%>1, shz = —shu.

Odtud a z (153) ihned dostanete

+ o0
I, +1, = 49J' exp (—x(sh u — u) + || x*%u) du.
n/J3

Zdejex(sh u — u) > % xu. Jestlize |1| < —115 ,potomprox = 1,u = 1je|t|x'/u <

1
12

< — xu?, tedy (vizlemma 5)

+o
(154) I, +1, = 4@j exp (— il—z-xu3> du = Ocx~1 exp (— %)

1
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Z (152), (154), (147) a z vty 59 plyne:

Véta 59a. Necht x = 1, — -11—2- <7< Ili ,argx =0, x — v = 1x'/3. Potom
HP(x) = x~173 (_—_\/§ —3ir (1> + Oclt| + 6cx’4/3) .
62/37[ 3
T a+Iwi
—‘__‘— ______ ’____
\\\ 1 K P
\\ it //

BN 1

T~ \ NI/ e §>1
~N / 1\

— ~
& N
/'/ Il \\
——— g TTee ——
Obr. 31
§ 12

Asymptotika funkci H9(x) pro ¢ =% > 1
X

JeZto & > 1, existuje pravé jedno kladné a tak, Ze ch a = &, tedy
(155) f(zy=shz—-zcha, f(z)=chz—cha.

Viechny kofeny rovnice f'(z) = 0 jsou o« + 2kmi, k celé. Vzhledem k tvaru
kfivky C, bude asi vhodné vzit za z, jeden z obou redlnych kofend. Je f"(+«) =
= + sha + 0, tedy p = 2 v oznaceni § 8. Podle znaménka f’ je vidét, Ze f roste
v (—o0, —a), klesa v (—a, «), roste v (a, + o). Tedy (jeZto pro realné z je Im f(z) =
= 0) leZi kratké useCky redlné osy s po¥atkem —a, v zapornych oblastech, kdezto
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kratké usetky redlné osy s poatkem x le#i v kladnych oblastech. Zvolim tedy Zo =
= —2 a bude

xi HO(x) = f exp(xf(2))dz =T, + I, + Iy + I, + I,
K .
kde K je kfivka z obr. 31, I, (m = 1,..., 5) jsou integraly pfes tyto &asti k¥ivky K
(volim 0 < & < a):
Ii: —0o<z=Z —a—¢, I,: —a—a§z§ —a+e,
I,: —2x+e<z=Za, I,: z=a+iu,0fusmn,
Is:z=u+in, *Su<+o0.

Zmena té svislé usetky proti C, (tam vychézela z bodu 0) je vhodn4 z tohoto diivodu:
na use&ce od 0 od a klesa Re f(z) = f(z); usetka od e do « + mi leZi v z&porné oblasti
(bod a je sedlovy bod s p = 2), tedy na této usece Re f(z) je¥t& déle (aspoii zpo&atku)
klesa — to nam asi uleh¢i odhady. Jezto f(—a) > f(0) = 0, méme

(156) —f(2).= f(—a) = acha —sha > 0. -

Rozvifime v Taylorovu fadu:

(157) f(u—a):f(—at)—%uzsha-}-Rl'+R2,

2 4
(158) Ry=tcha.ud(1+ + % 4.,
6 4.5 4.5.6.7

1 u? u* .
(159) Ry=——sha.ut(1+ 2+ 2 4 ).
24 5.6 5.6.7.8

Pro redlnd u je R, £ 0, sgn R, =sgnu,apro —1<u <1 je |Ry| < i|R1|

(nebot sh o < ch a pro a > 0). Dile je

(160) |Ry| + |R,| = 2 |R,| = icha u?
pro —1<ux<1l.

Zvolme
(161) p= —

xll3 chl/S o
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Aby bylo ¢ < o, pfedpokladejme

v

1
(162) xcha>;5, x=>1.

Je & < 1, takZe podle (160) je x(|R,| + |R;|) < i pro —¢ S u S ¢, tedy (jele” — 1| £
< 3|w| pro |w| = 1)
e R1+R) = 1 4 30x(|R,| + |R2]).

Odtud a z (157) plyne

I, = e"“"’f exp (— %xsha.uz) du +

] )
+ @exf(-a)J. exp (— %xshoz.uz).xcha.lul3 du
-

a lemma 5 dava

-N
(163) Iz = exf(—a)( 2n Oc Ch: + Oc 1 . e_) ,
xsha x sh?a X sh a \/ﬁ
1 x13 sha
164 N=-xg?sha = —n—.
(164) 2 2ch?B ¢

Odhadnéme I, = [Z% exp (x f(u — ))du. Pro u <0 je R; <0, R, < 0 podle
(158), (159), a tedy podle (157) a podle lemmatu 5

- (- N

Jrsha /N

Visjez =u + ni, f(z) = — shu — ucha — micha, tedy

(165) 0<Iy < e"““‘)J. exp (— %x sha. uz) du = O¢c

-

o0

+
(166) I; = @f e~*ha—xucha 4, _ ©

exp (—x(sh« + acha)).

, xch o
1 cha . . .
Ale — < ——, takZe (velmi hruby odhad)
cha sh?a
cha cha
167 [{=0 —- =0 —— /09,
(167) * x sh? a x sh?a

Odhadnéme I, = iI exp (x f(« + iv)) dv.
0
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Je Re f(a + iv) = shacos v — & ch «. V diikazu véty 59a jsme zjistili, Ze n* < 10.

vz v4 6

Pro 0<v<nmje cosv=1-— P + a —% + ... fada se stfidavymi znaménky

a absolutni hodnoty ¢lentt od druhého pocinajic klesaji, jeZto 31—04 < 1.Tedycosv =
Uz 4 2 5 )

gl——+v—apﬁtomi-<-,takie
21 4! 3.4 6

2
cosv<1—ll7—2-, Ref(a+iv)<sha—achrx—li-shawz,

+ o x 1
exp (— m sha. vz) dv = Qce™C" _—

JXxsha

(168) I, = @e~® I
0

podle lemmatu 5. Zbyva odhadnout

Iy = J‘ " exp (x f()) du.

—-ate

Je f(0) =0, f'(u) <0 pro —a < u < a. Tedy f(u) <0 pro 0 <u <a, a tedy
zfejmé

(169) Iy, = '[ “exp (x f(u) du = Ou.

0
Jde jesté o
(170) Iy, = F exp (x f(u)) du = j.aexp (xf(u — x))du.

e

Podle (157), (160) méme pro —1 S u <1

f(u—u)=f(—a)—u?2sha+§cha.|u|3.

2
Jestlize tedy 0 < u < 51}11_a Jje flu — o) < f(—a) — uT sh a. Pfedpokladejme
cha

(171) xsh3a > ch?a;

potom ¢ = (x cha)™1/3 < sha

o g & MiZeme psit
(172) 13,2 = A + B,
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+oc

A= ".Shalchaexp (xf(u - CZ)) du é exf(—a)j

e e

exp (— i xu? sh oc) du,

(173) : B = r / exp (x f(u — o)) du

(podle (156) vime, Ze sha/ch « < «) .
Lemma 5 dava

-1/2)N
1 ) e(~1/2)

Jxsha JN
Pfi vypoétu B potfebujeme studovat priib&h f(u — «) pomoci f'(u — «). Pro u < «
jef'(u — «) =sh(u — a) <0, tedy f'(u — «) klesa. Prou = 5—2—“ (tedy 0 < u < 1)
cha

(174) A=0c

je
fi(u—o)=ch(u—a)—cha=chalchu — 1) —shashu =

5

u u  u ur  ut ub
=—sha[—+—+—+...)+cha[—+—+—+...)<
i 3 s ! !

6 , 5 sh’«a 1 sh?a
< —usha + —u*cha= —— < .
11 11 cha 3 cha

1sh?a sha

Tedy je téZ f'(u — a) < — = pro — =< u < a. Odtud pro tato u plyne
3cha cha
sh « 1 sh?« sh
u-—o)< —_— ) - - U — —
A ) f(cha ) SCha( chz)
a dile je '
sh a
f(— - oc) <f(~1).
cha
Tedy
+ o 2 .
(175) B = Q-9 exp ( — Iy sh” u-— sh o du =
sha/cha 3 ch o ch a
= 9D 3cha .
x sh? «
. ] , | ch a\3 . T '
Predpoklady jsou (162), (171). Vime viak, Ze — < ) I takZe stati pfedpo-
o sh o

klady x > 1 a (171). Z (163), (164), (165), (167), (168), (169), (173), (174) plyne tedy:
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Véta 60. Necht'argx = 0,2 > 0, v = xcha,

3 .
(176) xcha = (22, x=1.
sh
Potom je
2 cha
177 HV(x) = e/ —i ) + Oc +
(177) ) ( A/rrxsha © xsh’a

1 e~ (/2N
+ Oc ( + e'z"f('“’) + Gcae"f('“’) s

Jxsha \/I_V
1x

sh o
—a)=acha—sha>0,N=-> 1%
f(—a) a—sha PRETR,

1/3

Odtud pfimo plyne: Necht 0 < 6 < 1. Potom existuji c,(8), c,(8) tak, Ze pro

argx=0,x>cl(é),v=xchaa,5<a<éje

H{(x) = e/ (— i/ 2 + Oc,(6) 1 ) .
nx sha x

Obdobné jako v § 10 ukaZeme, Ze prvni s€itanec ziistane ,,hlavnim ¢lenem** i tehdy,
kdyZ a konverguje k nule a soudasné& x roste tak, 26 7 = xsh3a = + co.

Omezme se tedy na 0 < o < 1, nacez velmi hrubé odhady davaji 1 < cha < 2,
a < sha < 2a, a podminka (176) bude splnéna, kdyZ x = 1, t 2 4. Odhadn&me
jednotlivé zbytkové &leny v (177). Pfednd je xsh?a = \/xsha.t'/2 Za druhé
N > c1, tedy e~ VIN N=12 < 712 Za tieti je

- 2k+1 1 — 1 u_s
f=e) =2 ((Zk)! @k + 1)!) 73

Tedy je

o —xf(— 1
e7IED < 7D < exp (— EX“3> <exp(—c1).

Jesto y'?e™ je pro y > 0 omezena, je exp(—2xf(—a)) < cz”™'/2. Kone&n&
. 1'1/2

2 exp (—c1) <

xsha

aexp (—xf(—a)) < sha.exp(—ct) = 1
Jxsha
(jezto ye™ je omezena). Z véty 60 tedy plyne:
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Véta60a. Nechf 0 <a <1, x=1, argx =0, v=xcha, 7=xsh®a>4.

Potom je
H(x) = e/, 1 (_ if + Gcr'm) .
\/x sha "R

Tato véta je uZiteCnd, kdyZ x - + o0, a —» 0 tak, Ze T - + oco. Pfedstavme si,
Ze v(x) je funkci x a Ze a(x) — 0 pro x - + 0. Co znamen4 podminka 7 = 7(x) -

— +0?Proo —» 0+ jesha ~a,cha — 1 ~%a2~%sh2a,tedyv—x=(cha—

-1~ %x sh’a = %x"’tz’ ’. Podminka 7(x) - +co znamena tedy totéZ jako

v(x) — x

— 4+ o0.
x1/3

Podivejme se na véty 58a, 59a, 60a. JestliZe ! je blizko jedné, davaji ndm véty S8a,
x

60a uZitetny vysledek pro velkd |v — x|.x7!/3, a v¥ta 59a dava uZitetny vysledek
pro malé |[v — x| . x~ /3, Tyto vty selhavaji, kdyZ |[v — x| je pravé fadu x'/3.
Vratme se k v&t& 60. Z (177) dostaneme okamZit&

N = —e"f““’( [—2 % 31),
7x sh o

BP9 = 17 / 2+ 3.),
nx sha

ale jen J,(x) = €*/("*3;, kde pro zbytky 3; mame tytéZ odhady jako v (177). Pro J,
tedy nedostavame hlavni &len. To spo&iva v tom, Ze pfi vypodtu H{" je rozhodujici

¢len —1- I, ryze imaginarni. Musime tedy volit jinou cestu k vypoétu Jv(x). Vratme se
i

k draze C, z véty 57 a modifikujme ji dle obr. 32; je

i J(x) = T eror gz
2 )k
Z tvahy na po&atku tohoto paragrafu je patrné, Ze f'(«) = 0, f"() + 0 a Ze Gsetky
oda — widoaaodadoa + zileZi — aspoii v blizkosti bodu & — v zdpornych oblas-

tech. Tedy se draha K zda byt vhodna. Je-li Z komplexn¥ sdruZené se z, je f(Z)
komplexng sdruZené s f(z) a odtud ihned plyne (viz obr. 32)

ni J(x) =i Imf el dz,
L
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(] a+xi

- a-i

b/ 4] J a+xi

Obr. 32. -

Pro x, o volim opét pfedpoklady v&ty 60 a integral pfes LrozloZim na tfi:

I, = irexp (fle + w)) dv, I, = iJmexp (f(e + iv)) dv,

o e

I, = meexp (%f(u + in))du.

Volime opét

e=(xcha)™? < 1.
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I, jsme uZ potitali pfi H{"(x) (tehdy se nazyval I ). Podle (166) je

exp (—x(sha + acha)) =

(178) I =0
' xcha

cha cha
exp(x(sha — acha))= @ ———— /@,
x sh? « P (x( ) x sh? («)
Na integra¢ni draze v I, I, je 0 < v < © a vypotitali jsme jiZ, Ze n* < 10. Je

fla+ iv) = f(a) — —v sha + R, + R,,

_5__

4 .

R2=——cha v v ).
4 5.6.7

Absolutni hodnoty €lent klesaji, tedy
|Ry| = lshot.v"', |R;| £ = cha.v?
24

pro0 = v S 1. Pro 0 < v < ¢ je (jeito ¢ < m)

5
x(|R1|+|R2|)<2—4xcha <1,

1)

I, = ie’f(')Jexp (%xshz.lf) (14 Oxcha.v’)dv.
0

a tedy (jezto |e” — 1] < 3|w| pro |w|

IIA

Podle lemmatu vychazi (totéz N jako ve v&t& 60)

B (—1/2)N:
I, = ie"/® LIPS LI YN SR .
2x sha xsh?a Jxshe /N

V intervalu ¢ < v £ 7 mame Re f(x + iv) = f(2) — %sha .v®> + R,, kde

1 10 1
R, £ —sha.v* < —sha.v? tak¥e Ref(a + iv) < f(x) — — sha . v? a podle
135, 24 £( ) £ f(@) 7 P

lemmatu 5 je

+ o
I, = Ge"““’J‘ exp (— éxsha . vz) dv = Oce”®,

&

e—(l/6)N

./xsha.\/ﬁ.
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Véta 61. Necht x = 1,argx =0,a > 0, v =xcha,

3
xchoa > ch_a .
sh o
Potom

- (—1/6)N
J(x) = /@ Ly oc-h LoL ¢ _—
2nx sha x sh?a [xsha /N

_ x'Psha
2ch?3 ¢

, f(@)=sha —acha=—f(-a)<0.

TéméF doslova tak, jako z véty 60 plynula véta 60a, plyne z véty 61:

Véta6la. Necht 0 <o <1, x=1, argx =0, v=xcha, 7=xsh®a >4
Potom

J(x) = et L (—1 + ch‘”z) .

Jxsha \/ﬁ

Srovnejme na zavér vétu 60 s vétou 61. Je-li « > 0 pevné, potom pro x — +©
roste |H{"(x)| exponencialn& do + o, kdeZto J,(x) exponencialng konverguje k nule.
Je tedy pochopitelné, Ze z asymptotického rozvoje pro H(" se ndm nepodafilo odvo-
dit asymptoticky rozvoj pro J,.
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