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Dodatek

MODIFIKACE
METODY
NEJVETSIHO
SPADU

V § 8 kapitoly VI jsme vyloZili metodu nejvétsiho spddu pro asymptotické vyjadieni
kfivkovych integralt jistého tvaru, kterou jsme potom v § 9 — 12 aplikovali na Hanke-
lovy funkce. V§imn&me si, Ze jsme z ,,nejvhodnéjsich* integranich kfivek Im f(z) =
= Im f(z,) vyuZili jen jejich polote&ny v bod& z,. Pokusime se v tomto paragrafu
vyloZit jistou modifikaci metody § 8, ktera je mnohdy vyhodn&;si.

VySetfeme nejprve vztahy Im f(z) = Imf(z,), Ref(z) < Ref(zo).

Lemma 1. Bud f holomorfni v okoli bodu z, a necht f'(zo) = f"(zo) = ...
coo = f@®D(z0) = 0, fP(zo) + 0. Potom existuji kladna ¢isla r, R a mocninnd
Fada

o(z) =k§;c,‘z"
tak, Ze vztah
) f(2) = f(z0) = ==
pro 0 < [z - zol < R, 0 < t < r plati pouze pro
(2) zZ =24+ (p(s,,, {/:’) >
kde &, = e"Cm+ /P P/ 5 0 a m je nékteré z cisel 1,2,...,p.

Dikaz. Bud

12) = S(z0) = (z = 2P Y au(z — =0, @ + 0

k=0

v jistém okoli bodu z,. Ma-li tedy platit (1), musi pro w = z — z,, a? = a, byt

(wa)? (1 s ﬁw*) -—:.

k=1 Qg
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Odtud plyne, Ze pro viechna dostate¢né mal4d w bude
wa (1 + (l/lp) V+ (lép) V: + ) = enCmtNip /7

oc
kde V=Y e kg m je vhodné celé &islo, m = 1,2, ..., p. Pomoci véty 7 (kap. I,
k=1 a4y

str. 20) snadno nahlédneme, Ze levou stranu miiZeme vyjadfit pro dostatedn& mala w
ve tvaru mocninné fady bez prostého ¢lenu, tj. mame vztah

(3) Y hwt=¢,2/t, by=a+0.
k=1

Leva strana je tedy funkce holomorfni v jistém okoli pofatku, kterdA méa v poéatku
nenulovou derivaci, a tedy je v jistém okoli po&atku prosta. Tedy (viz Cerny, véta 203)
existuje funkce inverzni, ktera je op&t holomorfni v jistém okoli po&atku a odtud
dostaneme tvrzeni lemmatu. (K feSeni vztahu (3) miZeme také pouZit cviteni na
str. 42).

Volime-li tedy v (2) postupn& m = 1, 2, ..., p, dostaneme parametrické vyjadfeni p
oblouku kfivek Im f(z) = Im f(z,), které vychéazeji z bodu z, a leZi v zapornych
oblastech (viz § 8 kapitoly VI), a to v jistém okoli bodu z,.

Poznamka 1. Misto (1) je n&kdy vyhodn&jsi psat

fi) = f(zo) = =7*, ©>0.

(2) potom vyjde ve tvaru
z =75 + ¢(en7),

kde ¢ je mocninna fada.

Podobné jako v § 8 kap. VI nalrtneme nas postup nejprve v obecnych rysech,
UvaZujme integral

(4) J e/® g(z) dz,

kde f a g jsou holomorfni v nékteré jednoduse souvislé oblasti M < E, kterd obsa-
huje kfivku C. Stejng jako v § 8 kap. VI vy3etfime body z, € M, v nichZ f'(z,) = 0.
Navic vysetfime kfivky Im f(z) = Im f(z,) a podle Cauchyovy véty modifikujeme
integral (4) tak, abychom integrovali pfes kfivky tohoto tvaru, na nichZ navic je
Re f(z) < Re f(z,). Nyni potfebujeme tyto kfivky vhodn& parametricky vyjadfit,
abychom nalezli hledané asymptotické vyjadieni. Lokalni vyjadfeni ndAm dava pro
okoli bodu z, lemma 1. Odtud plyne, Ze bude uZite&né nisledujici Watsonovo lemma.
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Lemma 2. Budte r, A redlnd éisla, r > 0, A > —1,0<d < g . Bud ¢ funkce

spojitd v intervalu <0, + o) a takovd, Ze

-]
9(2) = ¥ a.2*
k=0
pro0 < z=<R,R > 0anecht -
lo(2)| = Ke™

v intervalu <0, + o), kde K > 0, b = 0 jsou dané konstanty. Potom pro ka%dé celé
nezdporné q existuji kladné konstanty C,, C, zdvislé jen na K, q,ay, ay,...

«ews @g, A, b, 1, R tak, Ze pro |arg x| < g — 6, |x|siné > C, je

o r &= Gk D)r

A+k+1
* 13 r r
(%) .[ e o()dt =- Y ap——n—% + 4,

kde

C
6 4| = 2 .
( ) | I = (le sin 5)(A+q+2)/r

Dukaz. Z pfedpokladi plyne, Ze existuje konstanta C > 0, ktera zAivisi jen na
K, q,aq, ay, ..., a,, r a R tak, Ze pro t € 0, + ) je

q
) lo(i) ~ 3. aut| < Crvien,
k=0
ProtoZe zfejmé

/1+k+1)

) r(
(8) I STk = r
0

_—
rx(). +k+1)/r

k=0,1,2,.., argx| < g(pro x > 0 viz vztah (114), lemma 5, § 10, kap. VI;

o . n . .
roziifeni platnosti na obor |arg x| < 5 dostaneme z véty o jednoznaénosti, nebof
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obg strany jsou holomorfni funkce v tomto oboru) a Re x 2 |x| sin & pro [arg x| <

< g — &, sta&i odhadnout pro |x|sind > b

(,1 +4q+ 2)

© 1 r

—|x|sindtm A+q+1 bt _

e t et dt == .
J'o r (Jx| sin 8 — p)**a+2r

z &eho? jiZ pfimo dostaneme odhad (6).

Uvedeny postup jsme naznadili jen v hrubych rysech. Podobné jako v § 8 kap. VI
by bylo prakticky nemoZné formulovat obecny postup podrobné a souéasng ucelng.
Jednotlivé kroky vyZaduji v jednotlivych pfipadech samostatné vySetfovani. Lépe
snad vysvitnou jednotlivé €asti na pfikladech.

Ptiklad 1. Prov = x > 0 je podle § 11 kap. VI

Hﬁ“(x)A= lJ. el dz,
i Je,

kde f(z) = shz — z a C; je dréha z obr. 25. S odvolanim na §9 kap. VI volme
zo = 0(je f(zo) = f'(20) = f"(20) = 0, f"(zo) = 1) a omezime se na pas [Im z| < =.

VyZetfime nejprve podrobng vztahy Im f(z) = Im f(z,) = 0, Re f(z) = Re f(zo) =
= 0. Bud z = u + iv. Oba vztahy lze pfepsat ve tvaru

) chusinv—v=0,
(10) shucosv—u=0.

Vztah (9) je spln&n pro v = 0 a zdstdvd zachovdn zdm&nou v na —viuna —u.
Vztah (10) je splnén pro u = 0 a nemé&ni se zdménou u na —u i v na —v. Stadi tedy
(9) a (10) vysetfit pro u € <0, + ), v €0, m).

Z (9) plyne pro u > 0, v € (0, m)

11) 0 =lg(-—+ /-2 _1
u= v) = —_— -—
( ¢ sin v sin? v )
(z u = 0 plyne v = 0, pro v = 0 miZe byt u > 0 libovolné). Funkce (11) je spojita
v intervalu (0, z), lim ¢(v) = 0, lim ¢(v) = + 0. Snadno zjistime, Ze je to funkce

v—->0+ \/5

rostouci na intervalu (0, 7), lim ¢'(v) = 3 ¢(v) ma dokonce kladnou a spojitou
v=0+

derivaci na celém intervalu (0, ).
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Z (10) plyne pro u > 0, ve (0, 7)

(12) v = y(u) = arc cos —
shu

(zv = 0 plyne u = 0, pro u = 0 mizZe byt v € {0, m) libovolné). Funkce f— je klesa-
shu

jici v intervalu (0, + 00); Y(u) je tedy na tomto intervalu zfejm& spojita a rostouci.

Snadno zjistime, Ze lim y(u) = 0, lim y(u) = g, a tedy 0 < y(u) < gpro ue
u=0+

u—+

€(0, +c0); dale ma ¥ spojitou a kladnou derivaci v (0, + o), li:ﬂ. Y'(u) = ? .

VySetfime jestd vzdjemnou polohu kfivek u = ¢(v), ve(0,n), v = Y(u), ue
€ (0, + o). Daldim vypo&tem bychom mohli zjistit, Ze funkce ¢_,(u) a Y(u) jsou
konkévni a rostouci na intervalu (0, + o). Z vy3e uvedeného plyne, Ze lim ¢_,(u) =

u—-0+

= lim y(u) = 0, lim y'(u) = ? lim (¢_y(u)) = /3,  lim y(u) = g
u=0+ u=0+

-0+ u—+ oo

lim ¢_,(u) = n.
u—+o

Odtud snadno dostaneme, Ze v (0, +) je 0 < Y(u) < ¢_,(u) < n. Provedme
ale elementérni \ivahu, jejiZ princip mnohdy vede v jednotlivych p¥ipadech k cili.

Volme pevng u > 0 a oznatme levou stranu v (9), resp. (10) ¢,(v), resp. ¢,(v).
Ihned méme, Ze funkce ¢,(v) je klesajici v intervalu (0, ), ¢,(0) = shu — u > 0,
¢,(n) = — shu — u < 0. Déle je ¢7(v) = — chusinv. Je tedy ¢, konkévni a @}
Klesajici v (0, @), 91 +(0) = chu — 1 > 0, ¢;_(n) = chu — 1 < 0, tj. existuje jediny

chu
rostouci v (0, v,), klesajici v (vo, 7), a tudiZ ¢,(v) = 0 pro pravé jednu hodnotu v inter-
valu (0, 7), kter4 dokonce leZi v intervalu (vo, 7) (je totiZ ¢,(0) = 0, ¢4(n) = —n <

bod v, = vy(u) € (0, ), pro n&jZ je ¢i(vy) = 0 (vo = arc cos 1 < g) .Je tedy o,

< 0). Konetng je ¢,(vo) = Sg—u — u < 0. Odtud plyne:
chu

Pro kazdé u e (0, +o0) existuji dv& hodnoty v,,v,€(0,n) (v, = v,(u), v, =
= v,(u)) tak, Ze ¢,(v;) = @,(v;) = 0. Dile je

() >0 v (0,v)), @,(v) <0V (vy,m),
@(0) > 0 v (0,v;), @5(v) <O v (v,,7),

O0<v, <y, <vy.
Poznamenejme jeité, Ze ve vySe uvedeném oznadeni je v, = Y(u), v; = @_,(u).
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Z uvedenych tvah jiZ vyplyva, Ze mnoZina vsech z, |Im z[ <mz=u+ivmi
tvar a polohu, jak je zakresleno na obr. 30. Nyni je zfejmé, Ze se budeme snaZit
modifikovat integraéni drdhu C, takto: ponechame €ast drahy odpovidajici zaporné
redlné poloose (nebot na ni je Im f(z) = Im f(z,) = 0, Re f(z) < Re f(z,) a zby-
vajici &ast C, nahradime integraci podle kfivky u = ¢(v), v € (0, z)). Snadno nahléd-
neme, Ze tato zdména je moZna, ale pro nade wcely (tj. pro asymptotické vyjadfeni
funkei H{"(x) pro velké hodnoty v = x > 0) nevhodna: vyjde

0 ]
H"(x) = (I e/ dz + J /OO (o) + i) dv)
i © 0

a v exponentech mame velmi nepfehledné vyrazy.
VyuZijeme proto postupné obou nasich lemmat. VySetfme nejprve mnoZinu téch z,

[Im z| < =, pro n&Z je

(13) shz—z= =1, te(0, +).

Je ihned patrné (a plyne to i z nalich dosavadnich tvah), Ze pro z méme nejvyse tfi
moZnosti: zaporné redlné z, z v oboru Re z > 0, Im z > 0 a ¢&islo k nému komplexni
sdruZené. VySetfime tyto moZnosti samostatné.

V intervalu (— oo, +00) je leva strana v (13) funkce rostouci; ke ka?dému te
€ (0, + o) existuje pravd jedno z e (— oo, 0) tak, Ze plati (13). Ozna¥ime-li toto z
zépisem ¥, (?), je zfejmé, Ze funkce ¥, (f) mé v intervalu (0, + o0) spojitou a zipornou
prvou derivaci.

Uvazujeme-li z = u + iv, u > 0, v € (0, ), sta&i uvaZovat vztahy

(14) chusinv—v= 0,

(15) shucosv —u=—13.

Z (14) plyne jako vy3e (viz (11)) u = ¢(v) a dosazenim do (15) mame vztah

(16) 7(v) = sh g(v) .cos v — p(v) = —1.

Tato funkce je zfejm& spojita v (0, ), 11m 'c(v) =0, 11m t(v) = — 0. VySetime jeji
prvou derivaci. Pro u = ¢(v) plyne z (14) (16) ”

, 1 —-chucosv
() = ——
sinvshu

7(v) = ¢'(v) (chu .cosv — 1) — shusinp =

_ 2
o _(mchu.cosoff o Gnw<o.

sinvshu
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Ma tedy 7(v) v intervalu (0, @) spojitou a zdpornou prvou derivaci. Ke kaZdému
t > 0 existuje tedy pravé jedno v € (0, =) tak, Ze plati (16), tedy pravé jedna dvojice
u,v (u>0, ve(0,n)) tak, Ze plati (14) a (15) a tedy pravé jedno z, Rez > 0,
n > Im z > 0, pro n& je (13). Ozna&ime-li toto z zépisem ¥5(r), ma funkce y,(t)
spojitou a nenulovou prvou derivaci v intervalu (0, + c0).

Polozime-li je3t& y3(f) = ¥,(f), miiZeme shrnout: Vztah (13) pro |Im z| < = plati,
pravé kdyZ nastane jeden ze tii vztaht:

(17) z=yf), j=1,23.

V3echna ,,feSeni* rovnice (13) mame tedy popséna tfemi kfivkami (17).
Abychom nyni mohli drédhu C, nahradit kfivkou =y,(t) + ¥(t), sta&i k aplikaci
Cauchyovy véty ukazat, Ze

(18) lim f 7P dz =0,

t=+ o

kde , je isetka spojujici body ¥,(t) a Re y,(f) + ni. Z naSich Gvah vyplyva, Ze
lim Im y,(f) = =, lim Rey,(f) = +0 a

t= + o t=+wo

Re f(z) < Re f(0) = 0

pro Re z > 0, Im y,(f) < Im z < =. Pro dostate&né velka ¢t je tedy integrand v (18)
v absolutni hodnot€ mensi neZ 1 a délka integrani drahy ma pro t —» + oo limitu
nula. Plati tedy (18) a mame

HV(x) = L @ dz 4 [ @ dz) = L[ om0 dyo(r) _ dvu()) 4,
i\ ) +y, v mi Jo dt dt
(19)

Nyni aplikujeme lemma 1. Existuje mocninna fada
Y a,t"
n=1
tak, Ze vztah (13) plati pro dostatedn& mala t, |z| pravé kdyZ
o0
z=Y awl)",
n=1

kde w = —1, e*/3™ Provedeme-li cely vypodet hodnot a,, a,, ... jak bylo nazna-
&eno v lemmatu, dostaneme (viz také poznamku 1)

1 613
a, =63, gqy=—-—, qa, = y .
! } 107 ° 1400

.,a2=a4=...=0.
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Odtud plyne, Ze pro dostaten& malé hodnoty ¢t mame
Y1) = Zla,,(—t)" s
(20) ¥a(f) = X a,(e/P™0),
: n=1

a0
‘I‘J(‘) = Z an(e—(1/3)m't)n .
n=1
K pouZiti lemmatu 2 potfebujeme je¥té znat odhad tvaru

dy,(r) _dyy(y)
dt dt

(21)

< Cebl’

s vhodnymi konstantami C, b. Je zfejmé, Ze tento odhad plati v kaZdém omezeném
intervalu (0, t,) s hodnotou b = 0 (sta&i volit C dostate¥n& velké, nebof levéa strana
v (21) je spojitou funkeci na (0, + o), kter4 ma vzhledem k (20) kone&nou limitu
v bodé& 0 zprava). Stadi tedy napf. ukézat, Ze limita levé strany v (21) prot — + o je
nula. Uvaime, Ze

(22) shyj() —yf)= -, j=123,
a tedy
2 .
(23) '()_W——l j=1,23.
Pfipomeneme si nyni, Ze ]lin Y,(f) = — oo, 'llm Re y,(f) = + o, 'hm Im y,(f) =
1=+ -+ -+

= m; mame tedy ihned z (22)

lim sh 'I’J(t) (t) ( 1)]

1=+ Ch ll/j(t) -1

a to spolu s (22) a (23) dava hledany vysledek (levd strana v (21) je dokonce
0o (1> pro t - + o).
t

PouZijeme-li ve vztahu (19) lemma 2, dostaneme nasledujici vztah (a, = 0 pro
suda n!)

@n + 1) azne, r(z";' !

1 S | ) ni(2n - -
Hil)(x) -3—— ; x(1/3)(2n+1) (1 + e(|/3) ¢ +1)) + O(x @ l)
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pro kazdé nezadporné celé g, kde konstanty ve zbytkovém Elenu zavisi jen na q.
Tento vztah lIze je$t& zjednodusit, uvaZime-li, Ze vyraz 1 + /3% *D) pro pn =
=0, 1, 2, ... nabyva periodicky hodnot

L4 % = (34 . /3i), 14+e¥=0, 14 6% =

(3 - /3.

N | =
=

Pro q = 0 napf. dostaneme
W\ — v—1/3 J3-3i (1 -1
Hx (x)—x ‘62—/%—r<§ +0(x ),
coZ je v souhlase s vysledky § 11, kap;. VL

Poznamka 1. K vypo&tu hodnot a, z (20) miiZeme také pouZit nasledujiciho postu-
pu, nebof jejich existenci nim zaruéuje lemma 1.

(-]
Vime, Ze existuji ¢y, ¢,, ... tak, Ze pro z = z(t) = ) ¢,t" plati vztah
n=1

shz—-z=-¢

v jistém okoli podatku. Tento vztah tedy miiZeme v tomto okoli bez omezeni derivo-
vat. Zfejmé je z(t) funkce lich4, a tedy ¢, = 0 pro n suda. Dile je postupng

chz.z' —z' = =32,
tj.
Z(chz — 1) = =3¢2,

z(chz — 1) + z'*shz = —6¢,
z"(chz — 1) + z"shz + 22'z2"shz + z3chz = —6

atd. Pro t = 0(a tedy z(0) = 0) pfejdou prvé dva vztahy v identitu, tfeti dava z'3(0) =
= —6, tj. ¢; = z'(0) = —6'/3. Cely vypolet miZeme jeSt& zkratit, vyuZijeme-li
vhodné toho, Ze n&které &leny jsou pro t = 0 nulové. Obecnou formuli pro ¢,
timto postupem ovSem t&€Zko dostaneme.

Pozniamka 2. Uv€domime-li si, Ze na ni$ vysledek ma hlavni vliv vyjadieni pf¥i-
sludnych kfivek Im f(z) = Im f(z,) v malém okoli bodu z,, méiZeme rychleji postu-
povat také takto: integraéni drahu nahradime oblouky kfivek pouze v malém okoli
bodu z,; dale pokradujeme po tsetkach pfipadné polopfimkach atd. tak, abychom
méli pro zvolené parametrické vyjadfeni zaruenou platnost lemmatu 2.

Poznamka 3. Z celého pfikladu je patrné, Ze vyhoda naSeho postupu spoéiva
hlavné v tom, Ze dostaneme relativng snadno hlavni &len asymptotického vyjadfeni
a pripadné i ¢leny dalsi. Obtiz spo&ivajici ve vypo&tu koeficientl rozvoje parametric-
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kého vyjadfeni potfebnych kfivek je nesrovnateln€ mensi neZ komplikované vypolty
u dfiv&jsiho postupu (viz tvahy potfebné k ziskani druhého &lenu asymptotického
rozvoje v § 11).

Na druhé strané mame zbytek odhadnout pouze ,,fadové,,, tj. vyrazem tvaru cx~ %,
kde hodnota C neni konkrétné vycislena. Bylo by pochopitelné moZné i tuto &ast
doplnit. Potfebovali bychom k tomu ovSem konkrétni hodnoty konstant pfi odhadu

funkce ¢ z lemmatu 2.

Poznadmka 4. Pomérné sloZity i kdyZ elementarni postup vySetfovani vztahu
Im f(z) = Im f(x,) miZeme také provést jednoduleji pouZitim hlubsich v&t z teorie
analytickych funkci takto: Bud & analytickd funkce inverzni k funkci shz — z;

tato funkce se sklada ze vSech elementti inverznich k elementiim (S’(a, shz — z),
+ o0

acE— U {2kni} a viechny tyto elementy jsou holomorfni (Cerny, véta 215;

k=—o
ne zcela trividlni je ukézat, Ze funkce sh z — z zobrazuje E na E — srovnej vySetfo-
vani funkce e* + z, Cerny str. 481 —484). Body 2ki, k celé, jsou izolované singularni
body funkce § (Cerny, str. 443). Funkce § je pfesnd trojznadn, lim §(z) = 0 (Cerny,
z—0

+ o0
véta 232). § je funkce neomezend pokralovatelnd v E — U {2kni} (Cerny, véta
k=—o
229) zfejm& holomorfnimi elementy. V&tve funkce § v jednodue souvislé oblasti
Re z < 0 jsou tedy tfi holomorfni funkce fy, f5, f3 (Cern)'/, véta 225). Pomoci véty

228 v Cerného knize ziskime vyjadfeni
&) = 9/2),
kde g je funkce holomorfni v kruhu U(0, x) a odtud pfi vhodném o&islovani

f+13) = g(—te?miU-D)

.

pro — 3/2n < t < 0. Tim m4me uké4z4nu existenci funkci y, i s pislu§nym rozvojem,
potfebnym v lemmatu 2.

Ptiklad 2. Cely postup miiZeme podobng pouZit na funkci H{"(x) prov > x > 0,
0 < v < x(tj. § 10, § 12 kap. VI). Jako cviteni provedte i v t&hto pfipadech viechny
tvahy (viz obr. 29 a 31)!

Pfiklad 3. Pro kladn4 x méme (viz § 3, kap. IV)

(24) I'(x) = Ix+1) _ IJ‘ et dt = xxj. <Us-2) {5

X XJo 0

(substituce t = xz).
Bud f(z) = z — Log z, kde Log z znamen4 hlavni hodnotu log z. Zfejm& f'(z) = 0
plati pouze pro z = 1; dale je f(1) = f"(1) =1 # 0. Pro z = u + iv, u > 0 miZe-
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me vztahy Im f(z) = 0, Re f(z) = 1 pfepsat ve tvaru

v
arct— —v =0,
(25) u

gyl + P —u=—1.

Oba vztahy se neméni ziménou v na —v; prvy je splnén identicky pro v = 0.

Z (25) mame ihned |v| < g aprototo v + 0 a u > 0 ekvivalentni vztah u = — .
tgv
Je tedy (25) splnéno pouze v téchto pfipadech: jednak v = 0, u > 0, jednak 0 <

<o < g ,u = —— . MnoZina Im f(z) = 0, Re z > 0 se tedy rozpadne na useku,
tgv

poloptimku, dva oblouky u = — , ve (0,2, ve( =2, 0).
tgv 2 2

K vy3etfeni (25) zvolme pevné u > 0 a bud
o) =lgJ/ut + v —u+1.

Je ¢'(v) = —2 L tj.prov>0je ¢(v) rostouci, lim ¢(v) = + o0, ¢(0) = —u +
u? + v? vt
+ 21g u + 1. Tato hodnota je nulovd pro u = 1, zdpornd prou > 0, u =+ 1.

Odtud plyne: ke kazdému u > 0 existuje pravé jedno v, = v,(u) = 0, pro néZ je
¢(v;) = 0. Dile je ¢(v) <0 pro 0 <v <v;, ¢(v) >0 pro v > v,. Zfejmé
lim v,(u) = + o0, lim v,(u) = e~*. Ostatné je
u=0+

u=+o0
bi(u) = /T = o2

pro u > 0.

U uvedeného je patrno (provedte nadrtek!), Ze ve vySetfovaném integralu nemusime
integraéni drdhu n&jak modifikovat, potfebujeme jen vySetfit vhodné parametrické
vyjadieni use€ky 0 < u < 1 a polopfimky u > 1. Funkce z — Igz — 1 je spojita
v intervalu (0, + o0), Klesajici v (0, 1), rostouci v (1, + o). Funkce fy, resp. f, bud
inversni k funkci z — 1g z — 1 na intervalu (0, 1), resp. (1, + o). Zfejm& maji ob&
tyto funkce spojité derivace viech ¥adii v intervalu (0, + o) a FeSeni vztahu

z—lgz=1+4+1¢, t>0
je dino vztahem ve tvaru
z=91() = fi(F)), z=ya(t) = fo(?)).
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Jako v lemmatu 1 dostaneme
i) =1+ ;a,,(—t)", V() =1+ Zla,,t" ,

kde ob& fady konverguji v oboru |tf| < \/2n (prog?).
Mame tedy vztah

I(x) = x*™* I T (d—"’z—(') - M) dt.

o dt dt

Pro pouZziti lemmatu 2 potfebujeme jesté odhadnout vyraz

29 Q) _ ()
dt dt

Podobné jako v pfikladu 1, sta¢i vySetfit limitu tohoto vyrazu pro ¢t = + oco. Nyni
ale mame

St )

dt dt
ProtoZe lim Y,(f) = +o0, ¥ (1) — 1 = 12 + 1g (1), je

1 1
-1 O(F)'

Dileje lim y,(f) = 0.Odtud plyne, Ze vyraz (26) je O(t), étedy pfedpoklady lemma-
t—+wo

tu plati s libovolnym kladnym b. Koneéné tedy je pro libovolné pfirozené g
9
I(x) = x%~* (% Ynr (g) x"2q,(1 - (-1)) + O(x'(‘/z)(““’)) ,
n=1
a tedy pro libovolné nezdporné celé g
e 2n + 1\ __q2)azn+s -(1/2)(2n+3
r(x) = xe*( Y(2n+1)r =) Mg, g O(x~ WD)
n=0

kde konstanta v O-¢lenu zavisi na q. Snadno uréime hodnotu a, = J 2 a mame

I(x) = \/er"e"‘(ﬁ + 3as +3_52a_5 + ...
x x

X

+3.5...(2q+1)a2,,+1+0( 1 ))

x1 x1*1

coZ je znama Stirlingova formule.
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K uréeni hodnot a,, a,, ... miZeme odvodit nasledujici rekurentni formuli. Mame

V(1) Wa(1) — 1) = 2t 9(1)

a tedy
@ @ @
Yona "ty aft =2t +2Y a"tt.
n=1 n=1 n=1
Odtud
al =2
(to jiz vime) a pro n > 1
n
2an-1 = Z ma,a, = Z Mma,dyi1-m
l+m=n+1 m=1

mz1,l121
a z tohoto vztahu jiZ snadno uréime postupné hodnoty a,, as, ....

Poznamka 5. Cely postup bylo moZné provést v oboru |arg x| < g —&e>0.
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