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Lineární diferenciální rovnice 

4.1. Lineární soustava diferenciálních rovnic je takový speciální případ soustavy 
(3.1.1), že G = J x Kn

9 kde J je interval vi?a funkce ft(t9 xl9..., xrt) při pevném t 
jsou polynomy stupně nejvýše 1 v proměnných xl9 x2,..., xn pro í = 1, 2,..., n. 
Můžeme tedy psát 

fi(t, xl9..., xn) = An(t) Xl + ... + A^í) x„ + bn(t) , í = 1, 2,..., n . 

Lineární soustavu diferenciálních rovnic zapisujeme ve tvaru 

*i = ^n(0* i + ••• + Ain(t)*n + bx(t)9 

*2 = A2i(t) *i + ... + A2n(t) xn + b2(t), 

x„ = ^nl(ř) Xl + ... + Ann(ř) xn + bn(ř). (1.1) 

Abychom přešli k vektorovému zápisu, soustavu koeficientů -4,/f) zapíšeme 
jako matici A(t) typu (n9 n) [tj. A^t) je prvek, který stojí v í-tém řádku a j-tém 
sloupci matice A(t)~\ a pro x = (xl9..., xn)eKn definujeme, že A(t) x je takový 

n 

vektor z Kn
9 jehož i-tou komponentou je ^A f y ( í )x y [viz (3.2.10)]. Označíme-li 

ještě b(t) = (b^ř),..., bn(t))eKn
9 můžeme soustavu (1.1) zapsat ve tvaru 

x = A(t) x + b(t) . (1.2) 
Při tomto způsobu značení je výhodné vektory z Kn považovat za matice typu (n, 1), 
tj. za sloupce 

• /6i(0\ 

* ) - ? 2 ( 0 l (13) 
Wo/ 

neboť výraz A(ř) x potom přechází v součin matic A(t) a x. Protože zápis v (1.3) je 
graficky nevýhodný, užívá se místo něho zápisu x = col(xl9x29 ...9xn)9 x = 
= col (xl9 x29..., xn)9 b(t) = col (fc1(ř), b2(t)9..., bn(t)) (v latině columnus, v anglič-
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tině column znamená sloupec). Tohoto zápisu budeme užívat v této kapitole a dále 
tam, kde budeme pracovat s lineárními diferenciálními rovnicemi. Na jiných místech 
budeme pro aeKn psát a = (al9 a2,..., an) [viz zavedení kartézského součinu 
v odst. 0.1]. 

4.1.1. Poznámka: (1.2) je vektorová lineární diferenciální rovnice. Slovo vektorová 
se obvykle vynechává, a proto (1.2) budeme nazývat lineární diferenciální rovnicí 
nebo stručně rovnicí. Protože (1.1) vznikne rozepsáním rovnice (1.2), nazývá se 
i (1.1) lineární diferenciální rovnice. Je-li 6X = b2 = ... = bn = 0, pak (1.1) se 
nazývá soustava lineárních homogenních diferenciálních rovnic; je-li b = 0, pak 
(1.2) se nazývá lineární homogenní diferenciální rovnice. Chceme-li zdůraznit, že 
rovnice (1.2) nemusí být homogenní nebo dokonce, že není homogenní, mluvíme 
o nehomogenní lineární diferenciální rovnici; obdobně se mluví o soustavě nehomo
genních lineárních diferenciálních rovnic. 

Pod vlivem pojmu „lineární zobrazení" se v některých textech rovnice (1.2) 
nazývá lineární diferenciální rovnice jen je-li 6 = 0; nemusí-li být 6 = 0, pak se 
rovnice (1.2) nazývá afinní diferenciální rovnice a obdobně se termínů lineární 
a afinní užívá v případě soustavy (1.1). 

4.2. V celé kapitole budeme předpokládat, že J je interval v R a že funkce 
A: J -* Mn9 b:f->Kn jsou spojité. Nejdříve dokážeme, že existují řešení rovnice 
(1.2). 

4.2.1. Věta: Nechť je dáno y e Kn, se J. Potom existuje řešení u: J -> Kn 

rovnice (1.2) takové, že je u(s) = y. 
Důkaz: Definujme posloupnost funkcí MCÍ]: J -> Kn

y i = 1,2,..., rovnicemi 

Mcl3(ř) = y + i b(o) do pro teJ, (2.1) 

uv+"(i) = y + ťb(o)do + ?A(o)u™(o)do, 
J 3 J 3 

pro teS 9 i = 1, 2,. . . . (2.2) 

Funkce M [ 1 ] je spojitá; víme-li, že MC,] je spojitá funkce, potom _4MC<] je také 
spojitá, integrál v (2.2) spojitě závisí na horní mezi a také M C Í + 1 3 je spojitá. Funkce 
MC,], i = 1, 2,..., jsou tedy spojité. Položme 

<p(t) = max {||M[1](<7)|| I O e <s, ř>} pro t = s , 

<p(t) = max {||wci](<r)|| | o e <ř, s}} pro t = s 

[také funkce ||MC1](O)|| proměnné o je spojitá]. Píšeme-li v (2.2) i = 1 a odečteme-Ii 
(2.1), dostaneme 

u-2]/,) _ ttm(ř) = CA(a) ^"(o) do pro teJ'. (2.3) 
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Píšeme-li v (2.2) i + 1 místo i a odečteme-li od této rovnice nezměněnou rovnici 
(2.2), dostaneme 

uíi+2\t) - u"+í\t) = [ V ) [«C ř + 1 3W - WCÍ](<T)] d<7 

pro tef, i = 1,2,.... (2.4) 

Dokážeme, že platí 

K,+1\0-«^0|á^0Jj|J]M')|d»|' 
pro íeJ8", i = 1,2 (2.5) 

Z (2.3) a z definice funkce <p plyne [viz (3.2.12) a (3.2.25)] 

««^(ř)-«tl](OII=^(0|JjMWI|d^ 

tj. (2.5) platí pro i = 1. Víme-li, že (2.5) platí pro nějaké i = j9 kde j = 1, 2, 3,..., 
odvodíme z (2.4) pro t > s 

II„U+-](Í) _ Mcy+1](0tí < J Y ^ I i ̂  [jym á q dff. 
Funkce (p(a) proměnné a je neklesající pro o ^ s, tj. <p(<r) žs <7>(0 pro s S- <* __ t, 
a proto platí 

l«""V) - «°"V)I s jjrtOJVwi [JJMWHíJ^ -

= ^ 4 J > ( { ) I I T ' 
neboť je 

£ [ jjWOI díj+1 = (; + 1) «4011 [ j*W)ll díj • 

Obdobně pro ř < s platí 

l„««V) - «"+1\oil = (777ji^)[Jjl^)ll d f fJ+ 1 • 
tedy (2.5) platí pro i = j + 1. Proto (2.5) platí pro i = 1, 2,.... Z (2.5) plyne, že platí 

IIU^O-U^ON^OS^IJVWII^I' 
pro í є . / , 7 < k, j , k = 1,2,.... (2.6) 
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Při pevném t řada 
00 J 

І=I i! JW)I dcт 

konverguje a tak z (2.6) plyne, že posloupnost uÍJ\t), j = 1, 2,..., je cauchyovská pro 
každé t e ./. Protože Kn je úplný prostor (viz Větu 3.2.2), existuje u(t) = lim uín(t) 
p r o ř e z . Podle (2.6) je ^°° 

pro l є / . (2.7) iiKo-u^oiiá^žjilJVwiid^ 
Je tedy u: J -* K". Je-li s e <a, j8> <= ./, x = max ((p(a), <p(0)), C = /f ||4(<x)|| d<7> Je 

\\u(t) - iP\t)\ =g x f i C1 pro ř e <«, /?> ; (2.8) 
i = j 11 

posloupnost uCj] konverguje k u stejnoměrně na <a, /?>. Je tedy u spojitá na <a, /?>, 
a protože <a, /?> cz ./ můžeme volit libovolně, je u spojitá (na *?). Z (2.8) a (3.2.26) 
plyne 

Í- r- || 

A((j) u(a) áa - A(a) uu\a) da\\ = 

s Js II 

^\\A(c)\\\\u(o)-u"Xo)\\da 

^WWAi^Wdalxt-C' pro 

t є <<x, £> <= J , 

tj. 

A(tr) M ^ C ) áa -> A(a) u(o) der pro j -> oo, ř e <a, /?><=./. 

Protože <a, /?> c ./ můžeme volit libovolně, platí 

.A(<r) MCÍ](<T) da -» ^4((T) M(CT) dc pro j -> oo, ř e / . 

Odtud a z (2.2) plyne [limitním přechodem pro í -» oo] 

M(ř) = ^ + fc((j) da + A(<r) M((T) d<7 

a podle Věty 3.3.4 M je řešení rovnice (1.2). Samozřejmě u(s) = y a Věta 4.2.1 je 
dokázána. 

4.2.2. Poznámka: V důkazu Věty 4.2.1 jsme sestrojili řešení u rovnice (2.9) tím, že 
jsme definovali tzv. postupné aproximace M[ 1 ], MC2], ... rovnicemi (2.1), (2.2) a doká-

(2.9) 
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žali jsme, že platí (2.7), (2.9); jinými slovy, dokázali jsme, že metoda postupných 
aproximací pro rovnici (2.9) konverguje a její limita je hledané řešení. 

4.2.3. Poznámka: Úloha najít řešení u rovnice (1.2) tak, aby splňovalo podmínku 
u(s) = y, se nazývá počáteční úloha [jpro rovnici (1.2)]. Podmínka u(s) == y se nazývá 
počáteční podmínka. Obdobný význam má počáteční podmínka a počáteční úloha 
v případě rovnice (1.1). 

4.3. Nechť seJ, yeKn jsou pevně zvoleny. V tomto odstavci ukážeme, že ne
mohou existovat dvě různá řešení u, v:f-* Kn rovnice (1.2) splňující podmínku 
u(s) = y = v(s). To je důsledek Věty 4.3.1, která je v literatuře známa jako Gron-
wallova pomocná věta (nebo též Gronwallova nerovnost). 

4.3.1. Pomocná věta: Nechť X je interval, rjeR, seX, Q,Š:X-*R. Nechť 
funkce Q, £ jsou spojité, Q(Í) ^ 0, £(ť) ̂  0, pro t e X, rj > 0. Nechť platí 

«(0-š* + | |V)tf*) d* 
Potom platí 

£(ť) = f/exp Q(o)do 
\Js 

pro tєX. (3.1) 

pro teX. (3.2) 

Důkaz: Z (3.1) plyne, že pro t = s platí 

^ ^ *«( ' )• (33) J V ) ^ ' rj + Q(O) £(O) do 

Primitivní funkce k levé straně je 

l n U + \Q(O) ((a) do1, 

tedy integrací nerovnosti (3.3) dostáváme 

ln \rj + \ Q(O) £(O) do - ln rj ^ Q(O) do pro t ^ s , 

a podle (3.1) je 

£(ť) <; rj + Q(O) £(O) do g rj exp Q(G) do pro t ^ s . 

Dokázali jsme, že (3.2) platí pro t e .#*, í ^ s ; obdobně postupujeme i v případě 
tšs. 

4.3.2. Věta: Nechť X, /jsou intervaly. Nechť v: X -> Kn, w: / -• Kn jsou řešení 
rovnice (1.2) a nechť pro nějaké TEX n / je V(T) = H>(T). Potom platí v(ť) = w(í) 
pro te X n /. 
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Důkaz: Podle Věty 3.3.2 platí 

v(t) = v(т) + b(a) àa + A(a) v(a) áa pro t є X , 

w(i) = w(т) + b(a) àa + A(a) w(a) åa pro t є ý . 

Odtud dostáváme 

v(t) - w(t) = A(a) [v(a) - w(aj] da pro t e X , 

kde Jf = # Jř n / . Jestliže X obsahuje pouze bod T, Věta 4.3.2 platí. Nechť X 
obsahuje více než jeden bod. X je interval. Podle Věty 3.2.10 a podle (3.2.12) je 

IKO-ЧON||W)ІIW-Ч^)ІI^ pro tєX. 

Tím spíše platí 

IKí) - w(ť)| á n + I [ W ) l K f f) " w( f f)l -» pro . £ Jf, 
I Jt 

pro libovolné rj > 0 a podle Pomocné věty 4.3.1 je 

pro te X ; I K O - w C O I I g ^ e x p l J V ^ I I d a 

protože // je libovolné, je \\v(t) - w(t)\\ = 0, t;(ř) = w(ť) pro ře Jf a Věta 4.3.2 je 
dokázána. 

4.3.3. Poznámka: Z Věty 4.3.2 plyne: Jsou-li u, v: J -> .Kn taková řešení rovnice 
(1.2), že W(T) = v(r) pro nějaké TeJ, potom u(t) = v(t) pro ř e»/. 

4.3.4. Poznámka: Ke každému řešení w: # -+ Kn rovnice (1.2) existuje řešení 
u:J -> Kn rovnice (1.2) takové, že je u(t) = w(t) pro t e ý; jinými slovy řešení w 
můžeme prodloužit na interval J. Abychom to dokázali, zvolíme r e / a podle 
Věty 4.2.1 najdeme řešení u: £ -> Kn tak, že U(T) = W(T). Podle Věty 4.3.2 je u(t) = 
= w(t) pro ř e / . Zejména platí: Každé maximální řešení rovnice (1.2) je defino
váno na J. 

Z Věty 4.2.1 a Poznámky 4.3.3 dostáváme, že platí 

4.3.5. Věta: Nechť yeKn, s e / . Potom existuje právě jedno maximální řešení u 
rovnice (1.2), pro které je u(s) = y. 

4.4. Nechť Sf(4.i) je množina maximálních řešení rovnice 

x = A(t)x, (4.1) 
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kde A: J -> Aí„ je spojitá funkce. Funkce x0: J -» Kn definovaná rovnicí x0(t) = 0 
je maximální řešení rovnice (4.1); budeme ji, jak je obvyklé, značit symbolem 0 
a nazývat triviálním [nebo též nulovým] řešením rovnice (4.1). Je-li u e Sf(4.1), 
u #= 0 [tj. existuje-li seJ takové, že u(s) # 0e.K n ], budeme říkat, že u je ne
triviální řešení. Podle Poznámky 4.3.4 je každé maximální řešení rovnice (4.1) de
finováno na -/. Je-li tedy u, veSř(4.1), je u + v definováno v rovnici (3.2.21) 
a snadno se přesvědčíme, že je u + veSP(4.l); obdobně je Xu e Sř(4.\) pro XeK. 
Pojmy z lineární algebry, kterých užíváme ve Větě 4.4.1, nalezne čtenář v Dodat
ku 3.1. 

4.4.1. Věta: Je-li u,veSř(4.\), XeK, pak je též u + veSf(4A), Xu e Sf(4A). 
Sř(4X)je lineární prostor; přitom triviální řešení je nulový prvek. 

Některá z tvrzení Věty 4.4.1 jsme již dokázali, zbytek se dokáže snadno. 
Zvolme T G / a definujme zobrazení rx:K

n -> Sř(4.\) tímto předpisem: 
rx(y) = M, kde u je takové maximální řešení rovnice (4.1), že M(T) = y (viz Větu 
4.3.5). Ke každému xeSř(4.\) existuje jediné yeKn tak, že x = rx(y) [je ovšem 
y = X(T)~\. rx(y) + rx(z) je maximální řešení rovnice (4.1), jehož hodnota pro í = T 
je y + z. Je tedy 

rx(y + z) = Tx(y) + Tx(z) pro y,zeKn. (4.2) 

Obdobně platí 

rx(Xy) = X rx(y) pro X e K, y e Kn . (4.3) 

Tyto vlastnosti zobrazení Ft vyjádříme výrokem, že FT je lineární izomorfismus 
prostoru Kn na Sř(4.\). Pomocí lineárního izomorfismu Tx se vlastnosti spojené s po
jmem lineární závislosti přenášejí z Kn do Sř(4.\). 

Říkáme, že maximální řešení M [ 1 ], M [ 2 ], ..., um rovnice (4.1) jsou lineárně 
závislá, jsou-li lineárně závislá jako prvky lineárního prostoru Sř(4A), tj. existují-li 
cu ...,ckeK tak, že je \cx\ + \c2\ + ... + \ck\ > 0 a cx uL1\t) + c2 uí2\t) + 
+ ... + ck u

ík\t) = 0 pro teJ.Y opačném případě říkáme, že řešení M [ 1 ], ..., uík} 

jsou lineárně nezávislá. Jsou-li tedy řešení MC13, MC23, ..., MC*] lineárně závislá, jsou 
pro každé t e J vektory M [ 1 ](Í), MC2](Í), ..., uík\t) lineárně závislé. 

Nechť naopak MC1], MC2], ..., MC*] jsou řešení rovnice (4.1) a nechť vektory 
yW = MC1](T), yí21 = M[23(T), ..., ym = M[*](T) jsou lineárně závislé. Existují tedy 
cu...,ckeKtúk, zeje 1̂ 1 + ... + \ck\ > 0, 

ciylíl + ... + cky™ = 0. (4.4) 

Nyní využijeme vlastností zobrazení FT. Jediné maximální řešení, které pro t = T 
má hodnotu 0, je řešení triviální, tedy 

rt(Cl /" + ... + ck o = rt(o) = o. (4.5) 
Podle (4.2) a (4.3) je 

rt(ciy™ + ... + cky™) = rt(ciy™ + ... + c*../ '- 1 ' ) + ckrt(y™) 
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a postupně odvodíme 

rx(ct /" + ...+ ck y™) = Cl rx(yi) + ... + ck rx(yk) . (4.6) 

Je rt(y™) = uu\ i = 1, 2,..., n, a podle (4.5) a (4.6) je 

C!MC 1 ] + . . . + CkM
C*] = 0 , (4 .7 ) 

tj. řešení M [ 1 ], MC2], ..., MC*] jsou lineárně závislá. Tak jsme ukázali, že platí 

4.4.2. Věta: Nechť M[I], i = 1, 2,..., k, jsou maximální řešeni rovnice (4.1), zeJ. 
Řešení M[ 1 ], ..., MC*] jsou lineárně závislá [nezávislá] právě tehdy, jsou-li vektory 
j;-1- = MC1](T), ..., >!c*] = MC*](T) lineárně závislé [nezávislé]; rovnice (4.4) platí 
právě tehdy, platí-li (4.7). 

4.4.3. Věta: Je-li yll\ yí2\ ..., y™ báze vKn
9re J9 pak Ft(jcl]), Ft(>'C2]),..., rt(yM) 

je báze v Sř(AA), a tedy lineární prostor -9 (̂4.1) má dimenzi n. 

Důkaz: Položme rx(y™) = MCI] pro i = 1, 2,..., n. Je MC<](T) = y™ a podle 
Věty 4.4.2 jsou řešení MCÍ], i = 1, 2,..., n, lineárně nezávislá. Nechť u1"*11 je maximální 
řešení rovnice (4.1). Položme yín+1} = MC , , + 1 ](T). Protože yll\ ..., y w je báze v Kn, 
•existují čísla cl9..., cneK tak, že platí 

yl»+u = C l >; c l ] + ... + cmyM. 

Protože zobrazení Ft je lineární, platí 

MCn+1] = C-MC1] + ... + cnu
ín} 

a tak r t(y c l ]),..., Ft(yCn]) je báze v ^(4.1) (viz Dodatek 3.1). 

4.4.4. Definice: Uspořádaná w-tice maximálních řešení rovnice (4.1) se nazývá 
fundamentální soustava (systém) řešení rovnice (4.1), je-li bází v ^(4.1). 

4.4.5. Poznámka: Z Věty 4.4.3 plyne, že rovnice (4.1) má fundamentální systém 
(dokonce že má tolik fundamentálních systémů, kolik je bází v Kn). Jak jsme ukázali, 
lineární prostor 5^(4.1) má dimenzi n a z (D4.1.1) plyne, že platí toto tvrzení: 

Jsou-li maximální řešení MC1], MC2], ..., MCn] rovnice (4.1) lineárně 
nezávislá, pak (M [ 1 ] , MC2], ..., MC"]) je fundamentální systém rovnice 
(4.1). (4.8) 

4.4.6. Poznámka: Mějme fundamentální systém M [ 1 ], MC2], ..., MCn] rovnice (4.1). 
Nechť z e Kn

9 xeJ. Hledejme řešení v rovnice (4.1), které splňuje podmínku v(z) = z. 
Z Definice 4.4.4 plyne, že existují čísla cl9 c2,..., cneK taková, že platí 

V = CX MC1] + C2 MC2] + . . . + Cn MC"] . (4 .9) 

Stačí určit čísla cl9 c2, ...,cn tak, aby platilo 

I<T) = Cl M[1](T) + c2 MC2](T) + . . . + cn MCW](T) . 

Protože zobrazení Ft je lineární, platí (4.9). 
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Příklad: Nechť 

1 W t2 + l\-l,tj 

Funkce uli\ u[2]: R -* R2 definované rovnicemi uli\t) = col (/, 1), ul2\t) = 
= col (—1, í) jsou řešení rovnice 

x = At(t) x . (4.10) 

Prostor y(4.10) má dimenzi 2. Řešení uli\ uC2] jsou lineárně nezávislá, a proto tvoří 
bázi prostoru 5^(4.10) [viz (D3.1.1)]. Hledejme v e ^(4.10), které splňuje podmínku 
v(l) = col (3, 5). Řešení v budeme hledat ve tvaru 

v = c. u m + c2 u™ , (4.11) 

kde c., c2 e R. Dosadíme-li t = 1 do (4.11), dostaneme tyto podmínky pro c., c 2 : 

col (3, 5) = ct col (1,1) + c2 col ( -1,1 ) 
čili 

c1 — c2 = 3 , c1 + c2 = 5 \ 

Cl = 4 , c2 = 1 ; v = 4M [ 1 ] + M [ 2 ] , î ř) = col (At - 1, í + 4) . 

4.4.7. Definice: Nechť U:S -* Mn a nechť M[Í](T) je i-tý sloupec matice U(x)y 

M[I]: J -• Kn. (Viz úmluvu z odst. 4.1, že elementy Kn zapisujeme jako sloupcové 
vektory.) Budeme psát U = ((M [ 1 ], ..., M[n])), U(t) = ((M [ 1 ](Í), ..., uín\t))). U se na
zývá fundamentální matice rovnice (4.1), je-li (M [ 1 ], ..., M["]) fundamentální soustava 
rovnice (4.1). 

4.4.8. Poznámka: Je-li A(t) = (-4fy(ř)) pro ř e / a je-li U fundamentální matice 
rovnice (4.1), budeme též říkat, že U je fundamentální matice soustavy 

*i = -4n(0 *i + A12(t) x 2 + ... + Aln(t) xn, 

*2 = ^2i(0 *i + A22(t) x2 + ... + A2„(í) xn, 

*» = -4„i(0 *i + An2(t) x2 + ... + A40 x„. (4.12) 

Obdobně budeme uspořádanou w-tici lineárně nezávislých maximálních řešení 
soustavy (4.12) nazývat fundamentálním systémem soustavy (4.12). V souhlase 
s úmluvou zavedenou v odst. 4.1 budeme řešení soustavy (4.12) zapisovat do sloupců 
a budeme říkat, že sloupce fundamentální matice U jsou řešení soustavy (4.12). 
Je-li U fundamentální matice, potom U(z) je regulární matice pro T e •/, neboť 
podle Věty 4.4.2 jsou sloupce matice U(T) lineárně nezávislé. Proto existuje inverzní 
matice k matici U(z); označíme ji l/"1^). Je-li n > 1, B e Mn regulární matice, 
CeMn inverzní matice k B, C = (CtJ), potom C y = ( - l ) ť + y d e t D<iJ)jůetB9 kde 
j)dJ) E Mn-X je matice, která vznikne z matice B vynecháním j-tého řádku a i-tého 
sloupce. Odtud plyne 
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4.4.9. Věta: Je-li U fundamentální matice rovnice (4.1), potom pro každé teJ 
existuje k matici U(t) matice inverzní U~*(t). Funkce U~X\J-+ Mnje spojitá a má 
spojitou derivaci. 

Je-li (MC13, ..., MC"3) fundamentální soustava rovnice (4.1), potom ke každému 
x e Sf(4.1) existují čísla ci9 ..., cn e K tak, že je 

Д i ] , j M X = C!ML1J + ... + cnu
in*. * (4.13) 

Píšeme-li U = ((wC13,..., wc"3)), c = col(c!,..., cn), pak (4.13) můžeme zapsat ve 
tvaru 

x = Uc , (4.14) 

x(t) = U(t) c pro teS. (4.15) 

Vektor c je rovnicí (4.15) při libovolném teJ určen jednoznačně, neboť matice 
U(t) je regulární. Dospěli jsme k tomuto výsledku: 

4.4.10. Věta: Je-li U fundamentální matice rovnice (4.1), xe 5^(4.1), pak existuje 
právě jedno ceKn tak, že x = Uc; naopak pro každé c e Kn je Uc maximální řešení 
rovnice (4.1). 

4.4.11. Poznámka: Položme 

Mђ = 

1 e", řeA', - e Я í , 
2! 

0, eA', í eA', 

0, 0, eA ł, 

(» ~ 1)! 

(» " 2)! 
.л-3 

e* \ 

àAt 

>A. 

\ o, o, o, г-' / 

Ze vzorců (2.3.6) se lze přesvědčit, že sloupce matice U^ jsou řešení rovnice (2.3.5); 
tato řešení jsou lineárně nezávislá, a proto U^ je fundamentální matice soustavy 
(2.3.5). Vzorec (2.3.6) můžeme zapsat ve vektorovém tvaru 

u(t) = UXn(t)y™, 

kde u(t) = col (ux(t),..., un(t))9 ylíl = co l(y l 5 . . . , yn). Položme ještě 

Uí2\t) = 

exp O(T) ÓT COS &(T) dT , exp A(T) dT sin Í?(T) dT \ 

-exp A(T) dT sin &(T) dT , exp A(T) dT cos Í?(T) dT / 
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Obdobně platí, že UC 2 ] je fundamentální matice soustavy (2.4.2), Uí2\s) = J, kde I 
je jednotková matice; vzorec (2.4.1) můžeme zapsat ve vektorovém tvaru 

w(0 = U[2](0/2]> 
kde u(t) = col (ut(t), w2(ř)), y[2] = col (yí9 y2). 

4.5. Nechť V: J -• Mn9 V= ((vlí\ ..., vin% tj. vli\t) je i-tý sloupec matice V(t) 
pro t G y (viz Definici 4.4.7). Z (3.2.3) a z pravidla pro násobení matic plyne: Funkce 
V má spojitou derivaci dV/dt a přitom platí 

^ ( 0 - 4 0 n0 P^ <<^ (5.1) 

právě tehdy, je-li t;[í] e Sf(4.1) pro i = 1, 2,..., n. 

4.5.1. Věta: Funkce U\J-* Mnje fundamentální matice rovnice (4.1) právě tehdy, 
jsou-li splněny tyto tři podmínky: 

(i) 1/ m i spojitou derivaci dUJdt. 

(ii) ^ ( 0 = 4 0 ^ ) pw teJ. 
d í 

(iii) Matice U{x) je regulární pro nějaké T G / , 

Důkaz: Je-li U fundamentální matice, pak (i), (ii) jsou splněny podle toho, 
co jsme dokázali o funkci V, a (iii) platí podle Věty 4.4.2. Naopak, platí-li (i), (ii), (iii) 
a píšeme-li U = (u c l ] ,..., uínJ)9 potom uCi], i = 1, 2,..., n, jsou řešení rovnice (4.1) 
podle toho, co jsme dokázali o funkci V9 a to řešení lineárně nezávislá, neboť vektory 
W[1](T), ..., MC"](T) eKn jsou lineárně nezávislé podle (iii). 

Jak plyne z Poznámky 4.4.5, rovnice (4.1) má fundamentální matici (má 
tolik fundamentálních matic, kolik bází je v Kn). 

4.5.2. Věta: Je-li U fundamentální matice rovnice (4.1) a je-li CeMn regulární, 
pak V = UC [tj. V(t) = U(t) C pro teJ~\ je fundamentální matice. Naopak, je-li 
V fundamentální matice rovnice (4.1), pak existuje CeMn regulární tak, že je 
V= UC. 

Důkaz. Je-li U fundamentální matice, CeMn regulární, pak UC splňuje 
podmínky (i), (ii), (iii) předcházející věty (neboť součin regulárních matic je regulární 
matice). Jsou-li U, V fundamentální matice, zvolme T G / a položme C = 
= U-1^) V(T), V= ((vll\ ..., vínl))9 W=UC9 W= ((w [ 1 ],..., wCn])). Jak jsme již 
dokázali, je W fundamentální matice, tedy vli\ w [ , ]e Sř(4.í) pro i = 1,..., n. Je 
V(T) = W(T)9 tedy vu\x) = WCÍ](T) pro i = 1, 2,..., n, podle Poznámky 4.3 je 

vV\t) = H>C/](Í) pro ř e / , i = l , 2 , . . , n, tedy je V = W = UC. 

4.6. Nechť 5^(1.2) je množina maximálních řešení rovnice (1.2). Snadno lze zjistit, 
že platí 
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4.6.1. Věta: Je-li w e Sř(\.2), v e ST(A.\), pak w + ve Sř{\.2). Je-li p,qe Sf(\.2)9 

pakp - qe Sf(-\.\). 

4.6.2. Poznámka: Nechť yeKn, seJ\ hledejme ze Sř(\.i) splňující podmínku 
z(s) = y. Předpokládejme, že známe fundamentální soustavu (w c i ],..., uín-) rovnice 
(4.1) a jedno řešení w e Sť(\.2). Ukazuje se, že stačí najít v e Sř(4.\) splňující podmínku 
v(s) = y — w(s), neboť podle Věty 4.6.1 a Poznámky 4.3.3 je z = v + w. 

Nechť y e Kn, seJ. Předpokládejme, že známe fundamentální matici U 
rovnice (4.1). Nechť z e Sf(\.2) splňuje z(s) = y (takové z existuje právě jedno, 
viz Větu 4.3.5) a hledejme vzorec pro z. Položme 

z(t) = U(t) q(i) pro teJ. (6.1) 

Potom 

*£l(t) = A(t)U(t)q(t) + b(t) pro t e S . (6.2) 
dí 

Je q = U~1Z2L tak q má spojitou derivaci (viz Věty 4.4.9 a 3.2.7) a platí U(s) q(s) = y. 
Je (viz Věty 3.2.7 a 4.5.1) 

*Hl(t) = <E.(t)q(t) + U(t)<k(t) = 
d í w dř w w w d í w 

= A(t)U(t)q(t) + U(t)^(t). 

Po úpravě odvodíme z (6.2) a (6.1) 

-^(t) = U-í(t)b(t) pro teJ, 
át 

q(t) = U~1(s)y + \U~\a) b(a) áa pro teJ , (6.3) 

z(i) = U(i) U~ l(s) y + í U(t) U~ \o) b(a) áa pro teJ . (6.4) 

(6.4) je hledaný vzorec pro z. 

4.6.3. Poznámka: (6.4) se také nazývá vzorec pro variaci konstant; tím se chce 
naznačit, že nahradíme-li ve výrazu U(t) c vektor ceKn funkcí q definovanou vzor
cem (6.3), přejdeme od řešení rovnice (4.1) k řešení rovnice (1.2). 

4.6.4. Poznámka: Funkce U(t)U'1(s) proměnné t (při pevném seJ) je funda
mentální matice rovnice (4.1), která pro t = s má hodnotu /. 

P ř í k l a d : Nechť J je otevřený interval v R,seJ, nechť funkce 
a, b, q: J -+ R jsou spojité, j ^ ^ y2 e R, a nechť zl9 z2 je maximální řešení soustavy 
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xt = a(t) xx + b(t) x2 , 

x2 = -b(t)Xl + a(t)x2 + q(t), 

které splňuje podmínky zx(s) = 1, z2(s) = 0. Potom podle (6.4) a Poznámek 4.6.4 
a 4.4.11 platí 

+ (t) = exp «(T) dT cos b(z) dz 

I q(a) exp #(T) dT sin b(z) dz da 

.(*) = -exp J J a(z)dz sin | b(z)dz\ + 

• I q(a) exp I a(z) dz cos &(T) dT I da 

4.7. Je-li dána funkce A, obvykle neumíme vypočítat fundamentální matici U 
(viz odst. 2.24). Pro funkci det U(t) však platí jednoduchý vzorec. 

4.7.1. Věta: Nechť U je fundamentální matice rovnice (4.1), seJ. Potom platí 

det U(t) = det U(s) exp Tr A(a) da pro s,tef, (7.1) 

kde Tr A(t) = -4n(ř) + A22(t) + ... + Ann(t) je stopa matice A(t)9 t e J. 
Důkaz: Položme £(í) = det U(t) pro teJ\ nechť Vw(i), k = 1, 2,..., w, 

je matice, která vznikne z matice U(t) tím, že derivujeme fc-tý řádek, tj. 

fUn(t), ..., Uln(t)\ 

v{k\t) = ůkl(t), .... 1740 

VUnl(0, ..., t!„„(0y 

Podle pravidla o derivování determinantů je 

C(t) = det ^"(O + ... + det VM(t). 

Z rovnice Í7(í) = A(t) U(t) plyne 

tf*A0 = Ž 4.i(0 tf<A0. 
i = l 

a proto je podle pravidel pro počítání s determinanty 

detF<»(0 = A*(0C(0-
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Je tedy 

a podle odst. 2.1 je 

C(ř) = C(s) exp JTr 4(a) d<7 . 

4.8. Nechť J je interval v R.a^J -> K pro i = 1, 2,..., w, g: y -• X. Rovnice 

£ + - I ( 0 ^ + ... + -J (0 - -9 (0 (8-1) 

se nazývá lineární diferenciální rovnice řádu n. Budeme psát u(k) místo d*w/dí*, 
k = 1, 2,..., popř. též w(0) = M. Pojem řešení rovnice (8.1) zavádíme obdobně jako 
v odst. 1.5 pro rovnici (1.5.1). Pojmy „prodloužení daného řešení" a „maximální 
řešení" zavádíme obdobně jako v odst. 1.8. Vyšetřujme soustavu 

Xл = x 2 9 

X2 — x 3 9 

x n - l = x n 9 

xn = -an(t) xx - an^(t) x2 - ... - at(t) xn + q(t) . (8.2) 

Obdobně jako v odst. 1.5 lze ukázat, že platí 

4.8.1. Věta: Nechť w: / -* K je řešeni rovnice (8.1). Položme vt = w,v2 = 
= w,..., vn = w (n_1). Potom i; l f..., »„ Je refew soustavy (8.2). Naopak, je-li 
vt: # -> K, í = 1, 2,..., n, řešeni soustavy (8.2), položnfe w = vx; wje řešení rovnice 
(8.1). 

V tomto odstavci budeme předpokládat, že funkce al9 ...9an9q jsou spojité 
a výsledky, které byly v této kapitole dokázány pro rovnici (1.2) [a tím také pro 
soustavu (1.1)] přeneseme pomocí Věty 4.8.1 na rovnici (8.1). 

Tak z Poznámky 4.3.4 dostáváme 

4.8.2. Věta: Je-li w: ý -> K řešení rovnice (8.1), pak existuje řešení ů: S -+ K 
rovnice (8.1) takové, zeje ů(t) = w(t) pro í e / . Speciálně každé maximální řešení 
rovnice (8.1) je definováno na J. 

Důkaz: Položíme wť(í) = w ( i_1)(í) pro i = 1, 2,..., n; wí9..., wn je řešení 
soustavy (8.2). Podle Poznámky 4.3.4 existuje řešení uí9...,un soustavy (8.2), 
ut: J -• K, Ui(t) = Wi(t) pro t e ý, i = 1, 2,..., n. Funkce u = ux splňuje tvrzení 
Věty 4.8.2. 

Obdobným způsobem z Věty 4.3.5 odvodíme: 
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4.8.3. Věta: Nechť yteK pro i = 1, 2,..., n, s e / Potom existuje právě 
jedno maximální řešení ů rovnice (8.1), pro které je w ( i _ 1 )(s) = yi9 i = 1, 2 n. 

Úloha najít řešení u rovnice (8.1) tak, aby platilo íí ( i" 1 )(s) -= >>| pro i = 
= 1, 2,..., n9 se nazývá počáteční úloha [pro rovnici (8.1)] a podmínky á ( , " 1 ) (s) = 
= yt pro ř = 1, 2,..., n, se nazývají počáteční podmínky [srovnej Poznámku 
4.2.3]. 

Nechť -^(8.3) je množina maximálních řešení rovnice 

u ( n ) + ax(t) uin-x) + ... + an(t) u = 0. (8.3) 

Funkce u0: *f -+ R definovaná rovnicí u0(t) = 0 je zřejmě maximální řešení rovnice 
(8.3); budeme ji nazývat triviálním (nebo též nulovým) řešením rovnice (8.3) a značit 
symbolem 0. Je-li ve ^(8.3), v 4= 0 [tj. existuje-li takové s e / , že v(s) + 0], pak 
budeme říkat, že v je netriviální řešení rovnice (8.3). Z Věty 4.4.1 nebo přímým způ
sobem lze dokázat, že platí: 

4.8.4. Veta: Je-li x9ýe ^(8.3), AeK, pak je též * + ;p e .^(8.3), tóe^(8.3). 
Sř(i3)je lineární prostor; přitom triviální řešení je nulový prvek. 

Zvolme r e / a definujme zobrazení tx:K
n -» 5^(8.3) tímto předpisem: 

Je-li y = c o l ^ , ..., yn)eKn
9 pak -fT(}>) = ú9 kde t2 je takové maximální řešení 

rovnice (8.3), že w ( i " " ( T ) = y, pro i = 1, 2,..., n (viz Větu 4.8.3). 
Obdobně jako pro zobrazení Ft platí: 

tx(y + z) = / » + f t (z), f t(Az) = A tx(z) 

pro j , z e X B , l e K; ke každému x e ^(8.3) existuje jediné yeKn tak, že * = tx(y) 
[je ovšem j> = col (yl9..., >>„), kde yt = á ( , _ 1 ) (T), í = 1, 2,..., n]. Slovy vyjádříme 
tyto vztahy výrokem, že /\ je lineární izomorfismus prostoru Kn na 5^(8.3). Odtud 
zejména plyne, že /^(8.3) je lineární prostor dimenze n. Proto můžeme zavést tuto 
definici: 

4.8.5. Definice: Nechť ut e 5^(8.3) pro i = 1, 2,..., n. Uspořádaná n-tice (uí9...9 un) 
se nazývá fundamentální soustava (systém) řešení rovnice (8.3), je-li bází v -5^(8.3). 

Rovnice (8.3) ovšem má fundamentální systém. Obdobně jako v Poznámce 
4.4.5 platí: 

Jsou~li uX9ul9 ...un lineárně nezávislá maximální řešení rovnice 
(8.3), pak (uí9 ul9..., un) je fundamentální systém řešení rovnice (8.3). (8.4) 

Známe-li fundamentální systém (uí9..., un)9 potom každé maximální řešení x rovnice 
(8.3) můžeme odvodit lineárními operacemi; k x existují taková čísla cí9 ...9cneK% 

že platí 

x = Clux + ... + cnun; 

čísla cl9..., cn jsou určena jednoznačně. 
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P ř í k l a d . Rovnice 

y + -ý - \ y = o9 (8.5) 
t r 

kterou vyšetřujeme na intervalu (0, oo), má fundamentální systém ul9 u2 kde u^t) = t> 
u2(t) = 1/ř. Nechť s je kladné číslo a hledejme maximální řešení vs rovnice (8.5), pro 
něž platí vs(s) = 0, va(s) = 1. Položme 

vs = a(s)«! + P(s)u29 

kde a(s), /?(s) e i?. Dosazením ř = s dostáváme 0 = a(s) s + j?(s)/s, 1 = <x(s) — P(s)js2; 
odtud a(s) = 1/2, j?(s) = -s 2 /2, vs(t) = ř/2 - s2/(2ř). 

4.8.6. Věta: Nechť funkce ut:J-*K mají spojité derivace do řádu n9 i = 1,2,..., n. 
Definujme funkce w [ i ]: J -* Kn rovnicemi 

w[i](r) = col (uř(ř), ú{ť)9..., u ? - 1}(ř)) , í = 1, 2,..., n . 

Potom platí: 
(ul9..., un) je fundamentální systém řešení rovnice (8.3) právě tehdy, Je-íí (w[1],...» 
w[B]) fundamentální systém řešení soustavy 

*„-i = -̂ л 

x„ = - £1.(1) x1-...-a1(t)xH. (8.6) 

D ů k a z : Podle Věty 4.8.1 je ut řešením rovnice (8.3) právě tehdy, je-li w[<] 

řešením soustavy (8.6). Je-li (ul9...9un) fundamentální systém rovnice (8.3), jsou 
podle tvrzení (8.4) ul9 ul9..., un lineárně nezávislá řešení rovnice (8.3), tedy w [1], 
w [ 2 ],..., w[n] jsou lineárně nezávislá řešení soustavy (8.6) a (w [1], w [ 2 ],..., w[n]) je fun
damentální systém soustavy (8.6). Obdobně se ukáže, že (ul9 ul9..., un) je fundamen
tální systém rovnice (8.3), je-li (w[1], w [ 2 ],..., w[n]) fundamentální systém soustavy 
(8.6); při tom využijeme skutečnosti, že dim 5^(8.3) = n9 a tohoto tvrzení: Jsou-li 
funkce ul9...9un lineárně závislé, jsou také funkce w [ 1 ],..., w w lineárně závislé 
a naopak, jsou-li funkce w [ 1 ],..., w["] lineárně závislé, jsou také funkce ul9 ...9un 

lineárně závislé. 

4.8.7. Věta: Nechť ui9 i = 1, 2,..., n9 jsou řešení rovnice (8.3). Zvolme r e / . 
(uí9...9un) je fundamentální systém rovnice (8.3) právě tehdy9 jsou-li vektory 
qW = CO1(W.:(T), W^T), ..., Mi"" 1 ^)), i = 1, 2,..., n9 lineárně nezávislé. 

Věta 4.8.7 plyne z Vět 4.4.2 a 4.8.6. 
Nechť funkce zy.J-»K9 j = 1,2,... n, mají spojité derivace do řádu 

n — 1. Nechť JV(zi,..., zn) (ť) je matice, jejíž I-tý sloupec je 

col(zXř),iXO--^rl)(0)> *e^> 
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w| 

a položme 

w(zl9 ...9zn)(t) = detW(zl9...9zn)(t) pro teS. (8.7) 

Je W(zl9..., zn): J -> Mn9 w(zl9..., zn): J -* K. Funkce w(zl9..., zn) se nazývá 
wronskián funkcí zl9..., zn. 

Je-li («!,...,«„) fundamentální soustava rovnice (8.3), potom podle Věty 
4.8.6 sloupce matice W(ul9..., un) tvoří fundamentální systém soustavy (8.6). Z Věty 
4.7.1 plyne, že platí 

("i>. •., un) (t) = w(ul9..., un) (s) exp - ax(a) do pro s9teJ. (8.8) 

Tvrzení obsažené v (8.8) je známé v literatuře jako 99Liouvilleova věta". Obdobně 
jako Věta 4.6.1 platí též 

4.8.8. Věta: Je-li we ^(8.1), ve ^(8.3), pakv + we ^(8.1). Je-li p9qe ^(8.1), 
pakp - qe &(S.3). 

Nechť ( F G / a nechť va je takové maximální řešení rovnice (8.3), že platí 
v{J\o) = 0 pro i = 0,1,.. ., n - 2, v^'1^) = 1. Definujme funkci h: J x J -> K 
vztahem h(t9 o) = va(t). 

4.8.9. Věta: Nechť seJ9yteK pro i = 1, 2,..., n. Nechť w e /^(8.3) splňuje 
podmínky w ( i _ 1 ) (s) = yi pro i = 1, 2,..., n. Funkci r: J -> K definujme rovnicí 

r(t) = w(t)+ ^h(t9c)q(o)do. (8.9) 

Potom r je maximální řešení rovnice (8.1) a splňuje podmínky r ( l _ 1 ) (s) = yi9 

i = 1,2,..., n. 
Důkaz: Nechť U je fundamentální matice soustavy (8.6). Položme 

y = col (yl9..., yn), g(t) = col (9l(t)9..., gn(t)) = U(t) U~*(s) y , 

b(t) = col (0,..., 0, q(t)) pro t e J . 

Nechť z(t) = col^^í), . . . , zn(t))9 kde zl9..., zn je maximální řešení soustavy (8.2) 
splňující podmínky zt(s) = y(. 

Platí (6.4). Vektorová rovnice (6.4) reprezentuje n skalárních rovnic; z nich 
zapíšeme první. Podle Věty 4.8.1 zx je maximální řešení rovnice (8.1) a splňuje 
podmínky z\l~1} = y( pro i = 1, 2,..., n, tedy zx = r. Funkce g je maximální řešení 
soustavy (8.2), g(s) = y9 a podle Věty 4.8.1 je g1 maximální řešení rovnice (8.3) a je 
g^'x\i) = y{ pro i = 1, 2,..., M e d y ^ = w. Položme ještě H(t9 o) = (Hu(t9 o)) = 
= U(t) U_1(<0- První řádek vektorové rovnice (6.4) přepíšeme 

(0 = 4 0 + ГIIin('. <0 4?) à° • (8-Ю) 
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Při pevném o je funkce H(t9 o) proměnné t fundamentální matice soustavy (8.6) (viz 
Větu 4.5.2), H(o9 o) = J, tedy n-tý sloupec matice H(t9 o), tj. funkce 
col (Hln(t9 o)9..., Hnn(t9 o)) je řešení soustavy (8.6) a platí Hin(o9 o) = 0 pro i = 
= 1, 2,..., n - 1, Hnn(o9 o) = 1. Podle Věty 4.8.1 je Hln(t9 o) = vff(t) = h(t9 o) 
a (8.10) přechází v (8.9). Věta 4.8.9 je dokázána. 

4.8.10. Poznámka: Vzorec (8.9) se nazývá vzorec pro variaci konstant (viz Poznám
ku 4.6.3). 

4.9. Položme si otázku: Nechť J je interval v .Ra nechť funkce ut: J -* K mají 
spojité derivace do řádu n; i = 1, 2,..., n. Za jakých dalších podmínek existují 
spojité funkce ay. J -> K9 j = 1, 2,..., n, tak aby (ul9 ..., «n) byl fundamentální 
systém rovnice (8.3)? 

Podle Věty 4.8.6 musí v takovém případě být vektory 

W™(S) = COl(Ui(s), ůls), . . . , « < - " ( S ) ) 6 Í < " 

lineárně nezávislé pro každé seJ čili musí být 

w(ul9...9un)(t)*0 pro teJ. (9.1) 

To také stačí. Má-li ux být řešením rovnice (8.3) pro i = 1, 2,..., n, musí platit 

u?Xt) = a1(t)url)(t) + ... + an(t)ui(t) pro l e / , (9.2) 

i = 1, 2,..., n. (9.2) je soustava lineárních nehomogenních algebraických rovnic pro 
a t (0 ..., an(t); její determinant je w(ul9..., un) (t). Proto rovnicemi (9.2) jsou funkce 
o, jednoznačně určeny a jsou spojité. Jsou-li funkce al9 ...9an určeny z rovnic (9.2), 
je ttlf..., wn fundamentální systém rovnice (8.3). Dokázali jsme: 

Platí-li (9.1), potom existují spojité funkce a^f-tK tak, že (ul9..., un) 
je fundamentální systém rovnice (8.3); funkce a t jsou určeny jednoznačně. 

Z pravidel pro počítání s determinanty plyne, že hledanou rovnici lze zapsat 
ve tvaru 

[Ч-i.....«-)(0]_1 

"i(0> •• •."»('). " 
«i(0> •••» м»(0. и 

= 0 . 

Otázku, kterou jsme položili na začátku tohoto odstavce, lze modifikovat takto: 
Nechť J je interval v.Ra nechť funkce uy. J -> K, j = 1, 2,..., fc, kde fc < n, mají 
spojité derivace do řádu n. Za jakých podmínek existují spojité funkce ax\ f -• Ky 

l = 1, 2,..., n, tak, že ŵ , I = 1, 2,..., fc, je řešení rovnice (8.3)? 
Nechť H(t) je matice typu (n, fc), v jejímž í-tém řádku a j-tém sloupci je 

tt!/'"1)(0" Nechť rank jff(ř) znamená hodnost matice H(t). Jsou-li uJy j = 1, 2,..., fc, 
řešení rovnice (8.3) (s vhodně volenými funkcemi al9..., an)9 můžeme bez ztráty 
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na obecnosti předpokládat, že funkce ul9..., uk jsou lineárně nezávislé. Ukážeme, že 
odtud plyne 

rankH(t) = k pro teJ. (9.3) 

Kdyby pro nějaké seJ bylo rank-rjT(s) < fc, existovala by čísla cl9..., ck eK9 

\ci\ + ... + |c*| > 0 , a bylo by 

Xc ltt (
l
i- 1 )( s) = 0

> i = l ,2, . . . ,n, 

a podle Věty 4.8.3 by bylo 

Tíclu\i'1\t) = 0 pro í e / , 
1=1 

tj. ul9..., Mfc by byly lineárně závislé. 
Platí-li (9.3), potom existují spojité funkce a/. J -> K, j = 1, 2,..., n, tak, 

že tti,..., ttfc jsou řešení rovnice (8.3). V případě K = R to bylo dokázáno v [1], 
[25], [26] a úvahy z [26] lze snadno přenést na případ K = C. 

4.10. Obdobnou otázku jako v odst. 4.9 je možné položit i pro rovnici (4.1). Nechť 
funkce u I I ]%/-+X" mají spojitou derivaci, i = 1,2,..., n. Za jakých okolností 
existuje spojitá funkce A: J -• Mn tak, že (wci],..., MCB]) je fundamentální systém 
rovnice (4.1)? 

Podle Věty 4.4.2 má v takovém případě platit: Vektory tt[1](í),..., uín\t) 
jsou lineárně nezávislé pro teJ. Položíme-li U = ((M [ 1 ], ..., ttCn])), můžeme tuto 
podmínku zapsat ve tvaru 

detl/(í)=t-0 pro teJ. (10.1) 

A to také stačí. Funkce «[i], i = 1, 2,..., n, jsou řešení rovnice (4.1) právě tehdy, 
jestliže platí 

17(0 - 40 m l (10-2) 
platí-li (10.1), je A(t) určeno rovnicí (10.2) jednoznačně. 

Obdobně jako v odst. 4.9 lze položit otázku: Nechť funkce MU ]: J -> KH 

mají spojitou derivaci, j = 1, 2,..., k < n. Za jakých podmínek existuje spojitá 
funkce A:J-*Mn tak, že uÍJ} jsou řešení rovnice (4.1)? 

Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, že funkce uín jsou lineárně 
nezávislé; jsou-li přitom funkce uln řešení rovnice (4.1), pak platí (viz Větu 4.4.2): 

Vektory «ci](ř), tt[2](ř),..., ttc*](í) jsou lineárně nezávislé pro t e J. (10.3) 

Naopak, platí-li (10.3), pak existuje spojitá funkce A: J -+ Mn tak, že uin
9 j = 

= 1, 2,..., fe, jsou řešení rovnice (4.1). 
Zde ukážeme, jak toto tvrzení plyne z Věty 4.10.1. Větu 4.10.1 zde dokazovat 
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nebudeme. V Dodatku 4.1 je odvozeno, jak Věta 4.10.1 plyne z věty, která je doká
zána v [14]. 

4.10.1. Věta: Mají-li funkce uin: f -+ Kn spojitou derivaci, j = 1, 2,..., k < n, 
a platí-li (10.3), potom existují funkce uín: J -> Kn, které mají spojitou derivaci, 
1 = k + 1, k + 2,..., n, a platí: 

(uÍJ\t), uíl\t)) = 0 pro t e J, j = 1, 2,..., k, l = k + 1,..., n . (10.4) 

Vektory uíl\t), l = k + 1,..., n, jsou lineárně nezávislé pro teJ. (10.5) 

Nechť funkce uin: J -• Kn, j = 1, 2,..., k, mají spojitou derivaci a nechť 
platí (10.3). Najděme funkce uin, l = k + 1,..., n, podle Věty 4.10.1 a položme 
U = ((u m , . . . , «[n])) (viz Definici 4.4.7). Podle Dodatku 4.2 jsou vektory 
ull\t),..., uín\t) lineárně nezávislé pro t e f, tedy det U(t) #- 0 pro t e J. Funkci A 
určeme z rovnice Ů(t) = A(t) U(t); A:J -> Mn je spojitá funkce a wm,..., uw 

jsou řešení rovnice (4.1). 

4.11. Známe-li řešení vx rovnice 

*i° + fli(0 *?~ 1 } + ... + fl-W X! = 0 (11.1) 

(kde a^J-tK jsou spojité funkce), můžeme rovnici (11.1) převést na rovnici řádu 
n — 1. Musíme se ovšem omezit na takový interval (a, 0) c J, že je r1(ř) + 0 pro 
t e (a, P). Řešení xx: (a, P) -+ K rovnice (11.1) budeme hledat ve tvaru 

*i(t) = v^t) yx(t) . 
Je 

-•ř,.vi+Ç)«ř-i).#i + Q)"p-aм tr<*> = «<*>«. -L / ' M «<*-*>-•,. -!_ Í ^ U ^ - ^ v ^ ) + ... + Í ; ^ * ) , 

fc = 1,2,..., W, 
a po dosazení do (11.1) dostáváme 

fi(0/iB) + 6i(o.vř_i) +... + ft-iW^i + 
+ KB)(0 + «i(0 4"_1)(0 + - + --(0 »i(0] .ví = o, 

kde bi'. y -> K jsou spojité funkce, které lze vyjádřit pomocí funkce vi9 jejích derivací 
a funkcí al9a2,...9am-1. 

Protože v i je řešení rovnice (11.1), je 

yW r + ^ # / r 1 } +... + ^f^ h = o. (n.2) 
».(0 »i(0 

Zde položíme x2 = ýi a dostáváme 

_?-i) + MfJ x(.-2) + + V^íj) X j = o . (11.3) 
»i(0 »i(0 
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Předpokládejme, že dovedeme najít r lineárně nezávislých řešení wl9 ..., wr rovnice 
(11.3). Označme jwt libovolnou primitivní funkci k wt. Funkce 

v1,v1 \wl9 ..., vx \wr (11.4) 

jsou zřejmě řešení rovnice (11.1). Ukážeme, že funkce (11.4) jsou lineárně nezávislé. 
V opačném případě by existovala čísla cx e K9 

Z h | * °* ciyi + c2 î Ui + ... + cr+1vt \wr = 0. (11.5) 

Dělíme-li poslední rovnici vl9 dostáváme ct + c2 $wt + ... + cr+1 jwr = 0. Odtud 
plyne derivováním c2w1 + ... + cr+1wr = 0 a z lineární nezávislosti funkcí 
wl9..., wr plyne c2 = 0,..., cr = 0. 

Podle nerovnosti (11.5) je c1 #= 0 a to odporuje rovnici (11.5). Jestliže tedy 
Wi,..., wr je r lineárně nezávislých řešení rovnice (11.3), je (11.4) r + 1 lineárně 
nezávislých řešení rovnice (11.1). 

Je-li n > 2 a známe-li ještě řešení v2 rovnice (11.1) tak, že vl9 v2 jsou lineárně 
nezávislá řešení, pak rovnice (11.3) má řešení 

г + l 

i 

dtW' 
které není identicky rovno nule. Je-li 

dí (^)(0*° Pro '-(«./»). 

můžeme postupu, kterého jsme užili na rovnici (11.1), znovu užít na rovnici (11.3). 
Případ, že známe k lineárně nezávislých řešení rovnice (11.1), je vyložen v Dodatku 
4.3. 

Příklad: Rovnice 

x, -
2í + 1 .. . Ћ + 1 

x . + x . - - x . = 0 (11.6) 
t2 + t + 3 * ť + t + 3 

má řešení v^t) = cos t9 v2(t) = sin ř. Na intervalu (0, n) můžeme položit xt = 
= yt cos ř, ý1 = x2 a po úpravě dostaneme 

x2 - Í3 tg t + 2t + 1 )x2+(-2 + 2tgt 2
2 t + 1 ) x 2 = 0.(11.7) 

V t2 + t + 3) \ t2 + t + 3) 

Rovnice (11.7) má řešení 

d(vjt)\ = j _ 
cos2 t 
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na intervalu (O, TT/2). Položíme x2 = y2jcos2 t, x3 = ý2 a po úpravě dostaneme 

*3 + ftgí - 2t + M s 3 = 0. (11.8) 

\ t2 + ř + 3/ 

Odtud 

x3(0 = cos í (ř2 + t + 3), 
/ x 2ř + 1 sin t , 2 ,x 

* 2 (0 = + — — (' + t + 1), 
cos ř cos2 t 

*i(0 = ř2 + ř + 1 • 
Řešení xx jsme nalezli na intervalu (0, rc/2). Lze se však přesvědčit, že funkce ř2 + ř + 
+ 1 je řešení rovnice (11.6) na R. 

4.12. V případě rovnice (11.6) můžeme užít jiného postupu. Hledejme řešení xx 

rovnice (11.6) ve tvaru 

*i(0 = Ci(0 cos t + f2(ř) sin t, (12.1) 

kde funkce d, £2 volíme tak, aby ještě platila rovnice 

*i(0 = - í i ( 0 sin t + C2(ř) cos t. (12.2) 

Funkci 9 zaveďme rovnicí 

*i(0 = -Ci(0 cos t - í2(ř) sin t + S(t) . (12.3) 

Po dosazení do rovnice (11.6) a úpravě dostáváme 

5(0 - £i(0 cos ř - t2(t) sin í - 2
2 ^ + * „ S(0 = 0 . 

ř2 + ř + 3 
Derivováním rovnice (12.1) a srovnáním s rovnicí (12.2) dostáváme 

£i(0 cos t + C2(0 sin ř = 0 , (12.4) 

tedy 

t2 + í + 3 

3(0 = c(ř2 + t + 3), kde c e .R; protože k řešením cos ř, sin ř rovnice (11.6) hledáme 
třetí, lineárně nezávislé, můžeme bez ztráty na obecnosti položit c = 1, tj. 

S(t) = t2 + ř + 3. 

Derivováním rovnice (12.2) a srovnáním s rovnicí (12.3) dostáváme 

- ^ ( 0 sin í + £2(0 cos í = 3(0 . (12.5) 
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Z (12.4) a (12.5) plyne 

£x(í) = _S(ř) sin t = - ( í 2 + t + 3) sin t, 

C2(0 = 3(0 cos t = (ř2 + ř + 3) cos t. 

Odtud 
Ci(0 = (í2 + ř + 1) cos ř - (2ř + 1) sin t + cl , 

C2(0 = (ř2 + ř + 1) sin t + (2ř + 1) cos ř + c2 . 

Opět můžeme bez ztráty na obecnosti položit cx = 0 = c2 a z rovnice (12.1) dostá
váme xt(t) = t2 + t + 1. Funkce cos ř, sin t, t2 + ř + 1 tvoří fundamentální systém 
rovnice (11.6). Pro obecný případ je tento postup vyložen v Dodatku 4.6. 

4.13, Také soustavu n lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu lze zjednodušit, 
známe-li fc lineárně nezávislých řešení. Vyřešme nejdříve speciální případ 

i = B(t) z , (13.1) 

kde B:J->Mn je spojitá funkce, .0(0 = (B|/ř)), -9//0 = ° P r o * = 1, 2,..., n, 
j = 1,2,..., fc, ř e / , tj. sloupce první až fc-tý matice .6(0 jsou nulové. Položme 
SH= l9Sij = Qproi +f, f,; = l,2,...,n,ei = col(SíhS2i,...,Sni)pro i = l,2,...,n, 
t;[ť](0 = e{ pro t e J, i = 1, 2,..., n. Funkce t;[l], i = 1, 2,..., fc, jsou zřejmě lineárně 
nezávislá řešení rovnice (13.1). 

Pro I = fc + 1, fc + 2,..., n nechť 

wc>] = col(w[i]
1,wK2,...9wc^]) 

je řešení soustavy 

Z*+l = -Sfc+l.k+lvO^+l + 5 *+l.* + 2v0Z* + 2 + ••• + Bk+l,Á})zn> 

Zn = A a + i ( 0 Zk+l + B„tk + 2(t) Z*+2 + ••• + Bjt) zn . (13.2) 

Pro i" = 1, 2,..., fc nechť w\n je primitivní funkce k funkci 

Í BUt) W) • &" = c°! W "-"• • • •• "4°) • 
r=*+l 

Funkce # C i ] jsou zřejmě řešení rovnice (13.1), a je-li wc*+1], wc*+2],..., w[n] funda
mentální systém soustavy (13.2), je v111,..., vík\ wc*+1],..., wCn] fundamentální 
soustava rovnice (13A). Tedy: 

Dovedeme-li řešit soustavu (13.2), dovedeme též řešit rovnici (13.1). 
Nechť jsou známa lineárně nezávislá maximální řešení w[1], u [ 2 ], ..., uw, 

k < n, rovnice 

x = ^(0 x , (13.3) 

kde A: J -> Mn je spojitá funkce. Podle Věty 4.4.2 platí (10.3). Najděme funkce 
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uík+í\uík+2\...9u™ podle Věty 4.10.1, položme U(t) = ((u^t), ...,uÍH\t))). 
Podle Dodatku 4.2 je pro každé t e J matice U(t) regulární. Hledejme řešení 
rovnice (13.3) ve tvaru x(t) = U(t) z(t). Snadným výpočtem plyne, že x je ře
šením rovnice (13.3) právě tehdy, je-li z řešením rovnice (13.1), kde B(t) = 
= (Bij(t)) = U~\t)[A(t)U(t) - Ů(t)]; protože ulí\ ..., um jsou řešení rovnice 
(13.3), jsou sloupce první až fe-tý matice A(t) U(t) — Ů(t) nulové. Proto jsou i sloupce 
první až fc-tý matice l/*_1(0 [A(t) U(t) - tf(í)] nulové [tj. Bu(t) = 0 pro i = 
= 1,2,..., n, j = 1,2,..., fc, ř e / , COŽ jsme předpokládali v případě rovnice 

(13.1)]. Tak jsme rovnici (13.3) převedli na rovnici (13.1). 
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