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6. Periodické lineární diferenciální rovnice 

6.1. Lineární diferenciální rovnice 

x = A(t)x (1.1) 

se nazývá periodická, je-li funkce A: R -* Mn periodická, tj. existuje číslo T > 0 
tak, že platí A(t + z) = A(t) pro t e R. Tak jako v kap. 4 budeme předpokládat, že 
funkce A je spojitá. Periodické diferenciální rovnice mají obdobné vlastnosti jako 
diferenciální autonomní rovnice, na něž mohou být převedeny regulární lineární 
periodickou transformací. Základem této transformace je 

6.1.1. Věta: Nechť matice X e Mn(Č)je regulární. Potom existuje matice Ye Mn(C) 
tak, že platí X = exp Y. 

Důkaz provedeme v několika krocích. Nechť Ik je jednotková matice řádu k 
a nechť Pk je matice řádu fc, 

Je 

(0, 1, 0, ..., o^ 
0, 0, 1 0 

Pы = л k 

0, 0, 0, .... 1 
^o, 0, 0 o) 

Ґ0, 0, 1, 0, ..., 0N 

0, 0, 0, 1, ..., 0 

Л 2 = 0, 0, 0, 0 1 
0, 0, 0, 0 0 

k0, 0, 0, 0, ..., 0) 

10, 0, ..., 0, l\ 

* * - - . =
 0, 0, ..., 0, 

0 

\0, 0, ..., 0, 0/ 

Pl

k = 0 [є M„(C)] pгo 1 = k, k + í (1.2) 
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Pro 11 e C položme 

Wfr) = HP* - tfPt + - + (-ífr^—^Pi'' • 
k — 1 

Dokážeme, že platí 

Ik + nPk = exp Wk(fi) pro peC. (1.3) 

Abychom dokázali (1.3), vyjdeme z rovnosti 

i + (x-lx> + lť-..\ + 

+ i f A _i 1 . + i„ ._. . .y + 
2 ! \ 2 3 / 

+ Jj(^^ 2+^ 3--..) 3 + ... = l + ^ (1.4) 

která platí pro XEC, |A| < 1, neboť A - A2/2 + A3/3 - ... je pro |A| < 1 tzv. hlavní 
větev funkce ln (1 + A) a exp [ln (1 + A)] = 1 + A. Řada, která vznikne z řady na levé 
straně v (1.4) tím, že provedeme naznačená umocňování (tj. odstraníme závorky), 
konverguje absolutně pro |A| < 1. Proto je možné členy řady přerovnat tak, aby 
vznikla mocninná řada, aniž se změní součet. Proto popsanou úpravou řady na levé 
straně v (1.4) vznikne výraz na pravé straně v (1.4). Provedeme-li stejné úpravy s řa
dou pro exp Wk(pí), tj. s řadou 

I + 0*-°* - i\?P\ + -O + ^ ( ^ * -iČ*\ + ..O2 + .- . (1.5) 

dostaneme / + fiPk. Přitom se nemusíme zabývat otázkami konvergence, neboť 
vzhledem k (1.2) je pouze konečný počet členů řady (1.5) různý od nuly. Tedy (1.3) 
platí. Větu 6.1.1 odvodíme užitím této pomocné věty: 

6.1.2. Pomocná věta: Nechť regulární matice Q e Mn(C) je v Jordánově tvaru, tj. 
ve tvaru (5.L4). Potom existuje matice Z e Mn(C) tak, zeje Q = exp Z. 

Důkaz: Protože je Q regulární, je v (5.1.4) Xj 4= 0 pro j = 1, 2,..., r a tak 
existují čísla íj e C tak, že je exp C.j = A, pro j = 1, 2,..., r. Je [viz (5.6.7) a (1.3)] 

exp [CjIkj + tfí/A;1)] = exp (Zjlkj) exp Wkj(kJl) -

= Wkjíhj + j Pkj] = Xjhj + Pkj P ^ j - 1, 2,..., r , 

a podle Poznámky 5.6.7 je Q = exp Z, kde 
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tw., + wi.c^r1) 
z = t2ikl + wkl<íx;1) 

Pomocná věta 6.1.2 je dokázána. 
СЛ, + МК1) 

Důkaz Věty 6.1.1: Podle věty o Jordánově kanonickém tvaru existuje 
regulární matice EeMn(C) tak, že je Q = E-XXE, tj. X = EQE'1, kde Q má 
tvar (5.1.4). Protože X je regulární, je i Q regulární. Podle Pomocné věty 6.1.2 existuje 
matice Z tak, že je Q = exp Z. Z definice matice exp A v odst. 5.6 plyne, že je 

exp^ZE" 1 ) = 7 + EZE'1 + —(EZE'1)2 + — (EZE"1)3 + ... = 
2 Г 3! 

1 
h—. 

2! 3! 
/ + EZE'1 + —EZ^E-1 + —EZ3E~1 + ... = 

= E(I + Z + -Z2 + - Z 3 + . . . W 1 =£(expZ)£~1. 

Je tedy exp (EZE"1) = .EQE"1 = X a Věta 6.1.1 je dokázána. Hlavním výsledkem 
tohoto odstavce je 

6.1.3. Věta: Nechť je T > 0 a nechť V je fundamentální matice rovnice (1.1), fcde 
funkce A: R -> MB(C) fe spojitá a splňuje A(t + T) = A(t) pro t e R. 

Potom existují funkce P: R -» M„(C) a matice B e Mn(C) tak, že platí 

P(t + T) = P(ť) pro teR, (1.6) 

V(i) = P(i) exp (í£) pro í e K . (1.7) 

Důkaz: Matice Z) = V-1(0) K(T) je regulární, a tak podle Věty 6.1.1 
-existuje taková matice BeMn(C), že je 7 - 1 (0) V(T) = exp(T-B). Je Ý(t + T) = 
= A(t + T) V(t + T) = A(ť) V(t + T), podle Věty 4.5.1 je funkce W(ť) = V(t + T) 
fundamentální matice rovnice (1.1). 

Podle Věty 4.5.2 je W(t) = V(t) Dpiote R, kde D e Mn(C) je regulární matice; 
zřejmě je D = V-\0) V(T), V(t + T) = V(t) D pro teR. Položme P(t) = 
= V(ř) exp ( - tB) pro í 6 JR. Zřejmě platí (1.7) a je [viz (5.6.8)] 

p(t + T) = V(t + T)exp [-(ř + T)B] = 

= V(í) D exp (-T.B) exp (-íB) = V(i) exp (-řB) = P(ť) 

a tak platí i (1.6). Věta 6.1.3 je dokázána. 

6.1.4. Poznámka: Z rovnice (1.7) plyne, že P(í) je regulární matice pro t e R a že 
funkce P: .R -> Mn(C) má spojitou derivaci. Proto v rovnici (1.1) můžeme provést 
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transformaci x = P(t) y a dostáváme rovnici 

ý = p-*(t)[A(t)P(t)-P(t)]y. (1.8) 

Protože V je fundamentální matice rovnice (1.1), je funkce P-1(ř) V(t) = exp(íB) 
fundamentální matice rovnice (1.8). Jediná rovnice, jejíž fundamentální matice je 
funkce exp (tB)9 je rovnice 

ý = By (1.9) 

(viz odst. 4.10). Platí tedy 

P(t) = A(t) P(t) - P(t) B pro t e R 

a rovnice (1.1) přechází transformací x = P(t) y v rovnici (1.9). 

6.1.5. Poznámka: Podle Poznámky 6.1.4 můžeme výpovědi o rovnici (1.9) přenášet 
na rovnici (1.1). Nechťnapř. pro t0 e R: 

(i) Zst(ř0, A) je množina takových z e Crt, že platí: Je-li x maximální řešení rov
nice (1.1) splňující podmínku x(ř0) -= z, paklimx(í) = 0. 

ř-+oo 

(ii) Z0(ř0, .A) je množina takových z e C, že platí: Je-li x maximální řešení rov
nice (1.1) splňující podmínku x(ř0) = z, pak funkce (1 + I*!")"1 ||*(0II J e 

omezená. 

(iii) Znest(ř0, A) je množina takových z e Cn
9 že platí: Je-li x maximální řešení 

rovnice (1.1) splňující podmínku x(t0) = z, pak lim x(ř) = 0. 
f-*-oo 

Ukážeme, že Zst(ř0, A), Z0(t0, A)9 Znest(ř0, A) jsou lineární podprostory v Cn a že 
platí 

Zs t(í0, A) = P(t0) Yai(B) , Z0(t0) = P(t0) Y0(B) , 

Znest(*o,A) = P(t0) Ynesi(B) (1.10) 

(viz Definici 5.3.7), 

C = Zst(ř0, A) + Z0(t09 A) 4- Znest(ř0, .A) . (1.11) 

Nechť x je maximální řešení rovnice (1.1) takové, že je lim x(í) = 0. Podle 
* - > G O 

Poznámky 6.1.3 je x(ř) = P(t) y(t)9 kde y je maximální řešení rovnice (1.9), a protože 
P(t) je regulární pro t e R a funkce P je spojitá a periodická, platí lim y(t) = 0, 

tedy y(0)eYsi(B)9 a Zst(ř0, A) c P(t0) Ysi(b). Podobně P(t0)Ysi(B)cZu(t09Á), 
tedy platí první ze vztahů (1.10) a Z^fo, A) je lineární podprostor v Cn. Obdobně 
platí i druhý a třetí vztah v (1.10) a Z0(ř0, A)9 Zncst(ř0, A) jsou lineární podprostory 
v C". (1.11) plyne z Věty 5.3.10 a z (1.10). 

6.2. Matice B a funkce P nejsou rovnicemi (1.6) a (1.7) určeny jednoznačně 
[můžeme je např. nahradit maticí B = B + T " 1 2nil a funkcí P(t) = 
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= P(ř)exp(—T-1Í27U/)]. Také fundamentální matice V není jednoznačně určena 
funkcí A (viz Větu 4.5.2); místo s fundamentální maticí V(t) můžeme pracovat s fun
damentální maticí V(t) = V(t) F9 kde F e Mn(Č) je regulární. Uveďme matici D = 
= V_1(0) V(T) na Jordánův kanonický tvar Q, tj. nechť je E~XDE = Q, kde Q má 
tvar (5.1.4) a EeMn(C) je regulární. Podle Poznámky 5.1.1 je matice Q určena 
maticí D jednoznačně až na pořádek matic Xjlkj + Pkj v zápise (5.1.4). Pracujeme-li 
však s maticí V, dostáváme místo D matici D = P_ 1(0) 9(T) a zřejmě je Ď = F-XDF. 
Odtud plyne 

(F-^)-1 ĎF-XE = Q (2.1) 

a tak matice Q (až na pořádek matic Xjlkj + Pkj) je určena jednoznačně funkcí A 
(viz Poznámku 5.1.1). Proto je účelné vyšetřit rovnici (1.1) v závislosti na vlast
nostech matice Q. 

6.2.1. Definice: Vlastní čísla matice D = V'\Q) V(T) [kde V je fundamentální 
matice rovnice (1.1)] se nazývají multiplikátory periodické lineární diferenciální 
rovnice (1.1). 

Je-li D = V-^0) V(T)9 Q = E~XDE a má-li matice Q tvar (5.1.4), pak každé 
z čísel Xj je multiplikátorem rovnice (l.l) a rovnice (1.1) jiné multiplikátory nemá. 

Protože matice D je regulární, je 

Xj + 0 pro; = 1,2,..., r. (2.2) 

Ukážeme, jak lze popsat průběh řešení rovnice (1.1) pro t -* oo a pro ř -> — oo, 
známe-li chování mocnin matice Q. Platí 

(xik + pky = x% + Qx,-ipk + 

+Qxl-2*+'"+(k!-l)xt~k*lx~l <2-3) 
pro / = . . . , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . , fc=l,2,..., AeC, A =f= 0 . 

[Kombinační čísla jsou definována rovnicemi 

(í\ l(l-l)(l-2)...(l-j + í) fl\_ 
[j)~ l-2.3- . . .- j ' W " 
pro j= 1,2,..., / = . . . , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . . ] 

Důkaz vztahu (2.3): V případě / = 0,1 je vztah (2.3) zřejmý, v případě 
/ = 2, 3,... (2.3) plyne ze vzorce 

(a + P)1 = a' + Qa'-'/? + Q«'-2j82 + ... + Q/5' 

[který platí jak pro a, J8 e C, tak i v případě, že a, /? e Mn(C)9 aj? = ]5a] a z (1.2). 
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+ 
tedy 

V případě / = — 1, — 2,. . . vyjdeme z rovnice 

(-+Í)-[- + Q - + Q - - + . . .]=., 

která platí pro C e C> |C| < 1, a obdobnou úvahou jako v případě rovnice (1.4) odvo
díme, že platí 

(/, + x-r,)-U, + (!V'í.+ Q ""-""• + - + 

(*!.)""'*'*-']---'• 

( « . + * . ) - [ » . + Q i ' " ' ' . + ( 2 ) A ' " 2 ř , » ! + - + 

+ (t:i)i'*'n-]-/. 
a (2.3) platí. 

Z (2.3) plyne 

6.2.2. Pomocná věta: Každý prvek matice (XIk + Pk)'je v absolutní hodnotí menši 
než 

IW-Mi + W1"')-
Je 

/(v*, + pkly t \ 

\ (Vr> + Iv)7 
pro / = ..., - 1 , 0 , 1 , — 

Při pevném Q budeme odhadovat \\Qll v závislosti na /. Z Pomocné věty 
6.2.2, z (2.4) a (3.2.8) plyne, že je 

«0'|| * X i ^ W M""1 (1 + W1"") = íi í j V l^" 1 . (2-5) 
kde 

C l = x. max {/c?(l + W1-*')! j = 1,2 r} . 

Zaveďme označení 

9t = min {|A,|| i = 1, 2,.... r} , 

S 2 = max {|A,|| i = 1, 2,.... r} . 
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Nechť vt je největší z takových čísel kj9 že |.AyJ = 9l9 nechť v2 je největší z takových 
čísel fcy, že \Xj\ = 3 2 . Je 

I=i I=i 

Pro každé j = 1, 2,..., r je buď^/S 2 < 1, nebo fcy = v2. Proto existuje £2 > 0 tak, 
zeje 

i 
| l | * J _ ï 2 Ś Є 2 pгo / = 0,1,2, . . . 

Je tedy 

ZN'1'I^"1 ^ W^-Vfc pro / = 0,1,2,... 
I=i 

a z (2.5) dostáváme, že platí 

I G ' ! . ^ S í r * " 1 pro / = 0 , 1 , 2 , . . . , (2.6) 

kde (?3 = r g ^ . Obdobně existuje g 4 tak, že platí 

ICU^W 1 " 1 ^ /=-l,-2,.... (2.7) 
6.2.3. Pomocná věta. Nechť k je celé číslo. 

(i) Nechť v : R -> Cn je řešení rovnice (1.1). Položme w(ř) = v(t + fcr) pro 
ř G .R. Potom w je řešení rovnice ( l . l) . 

(ii) Nechť V je fundamentální matice rovnice (1.1). Položme W(t) = V(ř + fcT) 
pro í G R. Potom W je fundamentální matice rovnice (1.1). 

D ů k a z : Je 

— w(ř) = — t;(ř + fcT) = A(í + fcT) t;(ř + fcT) = A(t) v(t + /CT) = A(t) w(t). 
dí dí 

Část (i) je dokázána. Část (ii) plyne z části (i). 

Nechť V: R -> Mn(C) je fundamentální matice rovnice (1.1). Potom platí 

V(t + T) = V(ř) D pro í G K. (2.8) 

Podle Pomocné věty 6.2.3 funkce na levé straně v (2.8) je fundamentální matice 
rovnice (1.1); funkce na pravé straně je zřejmě také fundamentální matice rovnice 
(1.1). Protože rovnost v (2.8) platí pro t = 0, platí pro každé t e R. 

Z (2.8) plyne 

V(s + 2T) = V(s + T) D = V(s) D2 pro seR 

a dále indukcí 
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V(s + h) = V(s) Dl pro SeR (2.9) 

a pro každé přirozené /. Protože matice D je regulární, platí (2.9) pro každé celé /. 
Je-li t e R, najdeme celé číslo / tak, že je h = t < (l + 1) T. Podle (2.9) je 

V(t) = V(t - h) Dl = V(t - h) EQlE~l . (2A0) 

Je 0 = t - h < T, tedy ||V(ř - 7T)|| = max {\\V((T)\\\ <re <0, T>}. Odtud, z (2.10), 
(2.7) a (2.6) lze odvodit, že platí 

6.2.4. Věta: K fundamentální matici V rovnice (1.1) existují konstanty x$, xA 

tak, ze platí 

\V(i)\ = x3[l + I Í / T ^ " 1 ] exp [(í/i)ln S j pro t = 0, (2.11) 

linOII = «4[1 + ('/O'2"1] exp [(Í/T) ln S2] pro t = 0 . (2.12) 

Věta 6.2.4 je obdobná Větě 5.3.1 a lze z ní odvodit věty obdobné Větám 5.3.2, 5.3.3, 
5.3.5 a 5.3.6. Tyto věty nebudeme formulovat; spokojíme se jen tímto tvrzením: 
Pro všechna maximální řešení x rovnice (1.1) platí lim x(t) = 0 právě tehdy, jsou-li 

ř->oo 

všechny multiplikátory rovnice (1.1) v absolutní hodnotě menší než 1. 

6.3. Je zřejmé, že Věta 6.1.1 neplatí v reálném oboru, tj. nahradíme-li množinu C 
množinou R [stačí položit n = 1; záporné číslo nemá reálný logaritmus]. Přirozeně 
vzniká otázka, zda přece jen neplatí Věta 6.1.3 v reálném oboru. [Snadno se např. 
ukáže, že Věta 6.1.3 platí v reálném oboru v případě n = 1.] 

Vyšetřujme diferenciální rovnici tvaru (1.1), jejíž fundamentální matice je 

} = /e"-co.«. - s i n n t \ 
v 7 \y sin nt, cos 7cty v ' 

Podle odst. 4.10 spočteme, zeje 

A(t\ = (H1 + c o s 2 7 C 0 » _ 7 C + isin2icA 
V* + i sin 2nt, i ( l - cos 2nt) ) 

a tak můžeme položit T = 1. 

Z (1.6) a (1.7) plyne 

V~ '(O) F(T) = exp (zB) . (3.2) 

Z (3.1) dostáváme 

r-1(o)v(i) = (-J;_j). (3.3) 

Podle Poznámky 5.6.5 má matice exp B vlastní čísla eXí, eA l, jestliže matice B má 
vlastní čísla Xu A2. 
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Kdyby tedy pro reálnou matici B platilo (3.2) a (3.3) (je T = 1), pak by pro 
vlastní čísla Xi9 X2 matice B platilo eA l = - e , eA2 = — 1 (viz Poznámku 5.6.3). To 
však není možné, neboť vlastní čísla reálné matice řádu 2 jsou buď reálná, nebo 
komplexně družená. Proto Věta 6.L3 v reálném oboru neplatí. V reálném oboru 
však platí věta, která vznikne z Věty 6.L3 malou úpravou: 

6.3.1. Věta: Nechť je T > 0 a nechť V je fundamentální matice rovnice (1.1), kde 
funkce A: R-+ Mn(R)je spojitá a splňuje A(t + T) = A(t) pro t e R. 

Potom existují funkce P: R-> Mn(R) a matice B e Mn(R) tak9 že platí 

P(t + 2T) = P(ť) pro teR9 (3.4) 

V(ť) = P(ř) exp (tB) pro teR. (3.5) 
Větu 6.3.1 nebudeme dokazovat; ukážeme jen, jak se její důkaz liší od důkazu 

Věty 6.1.3. Jde o to, abychom ukázali, že existuje matice B e Mn(R) tak, že je 

V"'(0) V(2T) = exp (2TJ5) . (3.6) 

Podle Poznámky 5.2.1 užijeme modifikace věty o Jordánově kanonickém tvaru na 
matici V_1(0) V(T), tj. najdeme regulární matici EeMn(R) tak, aby matice Q = 
= E-1 V~\0) V(T) E měla tvar (5.2.3). 

Budeme rozlišovat tři případy: 

(i) Matice Dj má tvar (5.2.4), přičemž X > 0, 

(ii) matice Dj má tvar (5.2.4), přičemž X < 0, 

(iii) matice Dj má tvar (5.2.5), přičemž Vj ?- 0. 

[Případ, že matice D$ má tvar (5.2.4) a X = 0, nemůže nastat, protože Q je 
regulární matice.] 

Označme kj řád matice Dj. V případě (i) z (1.3) plyne 

Dj = expZj9 (3.7) 

kde Zj = Ikj \nX + Wi/A-1) a ln X e R. 

V případě (ii) z (1.3) plyne 

Dj = exp(niIkj + Zj)9 (3.8) 

kde Zj = Ikj lg \X\ + W^X-1) a lg \X\ e R. 
V případě (iii) platí 

6.3.2. Pomocná věta: Má-li matice Dj tvar (5.2.5), pak existuje reálná matice Zj 
tak9 že platí (3.7). 

Důkaz Pomocné věty 6.3.2 naznačíme na konci tohoto odstavce. Nejdříve 
však sestrojíme matici B e Mn(R) tak, aby platilo (3.6). 

Z (3.7) i z (3.8) plyne Ď] = exp 2Z} a podle Poznámky 5.6.7 platí 
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Q2 = exp .K, (3.9) 

kde 
/2Z. 

X = 
2Z, \eMn(R). 

2ZS 

[Kdybychom ve vyjádření matice Qj v (5.2.3) vystačili pouze s maticemi D3 

z případů (i) a (iii), mohli bychom místo (3.9) odvodit vztah Q = exp Xu kde 

lъ 
x,= \eMn(R), 

a sestrojit matici Bt e M„(R) tak, že by platilo V \0) V(x) = exp (rB.), a nakonec 
bychom dokázali, že platí Věta 6.1.3.] Platí 

£ ( e x p X ) £ _ 1 = EÍl + X + -X2 + - X 3 + . . . ) £ _ 1 = 

= / + EXE-1 +-(EXE~1)2 + -(EXE-1)3 + . . . = exp (EXE-1) . 

Odtud a z (3.9) dostáváme 

(v - 1 (0) F(T))2 = (EQE-1)2 = £ Č 2 £ _ 1 = £ ( e x p X ) £ _ 1 = exp (EXE'1). 
(3.10) 

Je V(t + T) = V(t) F _ 1 (0) V(T) pro íe.R [neboť funkce na obou stranách jsou 
fundamentální matice rovnice (1.1) a rovnost platí pro t = 0], speciálně pro t = 2T 
je K(2T) = 7(T) V-^0) F(T), tedy V~\0) F(2T) = [F _ 1 (0 ) K(T)] 2. Položme 5 = 
= ( 2 T ) _ 1 EXE-1; z (3A0) plyne, že platí (3.6). 

Když již máme k dispozici vzorec (3.6), provedeme důkaz Věty 6.3.1 obdob
ným způsobem jako důkaz Věty 6.1.3. 

Zbývá naznačit důkaz Pomocné věty 6.3.2. Položme 

^1 = Kl*2 + v 2 ) _ 1 > v i = v(r*2 + ^ r 1 > 

G = 

/t.v 
-V, џ 

\ 

Џ>v 

-v, fl 

Џ, v 

-v, џj 
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н = 

Џi> - v i 

Vl, Џl 

ЏI>-VІ 

Vl,' Џl 

Џi> ~ vi 

Vl, Џl) V 
kde matice G, H mají řád kj = 2J. 

Je 

GIkj + P2
kj = Dj , GH = HG = Ikj, Dj = G(lkj + HP2

kj), 

HP2
k) = P2

kjH. 

Proto obdobně jako (1.3) platí 

Ikj + HP2=expF, (3.11) 

kde 

ғ = нp2

kJ - щ2Ptt +... + (-i)«-i_jн<'--)Ąc«-i) 

Nechť čísla a, /? e R splňují \JL = ea cos jS, v = ea sin j?. Čísla a, /f existují: a je určeno 
jednoznačně, P je určeno až na celistvý násobek 2TC. Položme 

f a,/î 
-/5,a 

L = 

\ 

-J?,a 

a,/5 
-ß,«) 

eMkj(R). 

Je exp L = G. Protože je LPjJ, = P^L, LH = HL, je LF = FL, a podle Poznámky 
5.6.3 je 

exp (L + F) = exp L exp F = G(Ikj + HP2
kj) = GIkj + P2

kj = Dj 

a (3.7) platí, položíme-li Z. = L + F. To znamená, že platí Pomocná věta 6.3.2. 
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