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8. Asymptotický průběh řešení lineárních diferenciálních rovnic 

8.1. Mluvíme-li o asymptotickém průběhu řešení lineární diferenciální rovnice, 
obvykle ji srovnáváme s jinou lineární diferenciální rovnicí a dokazujeme, že řešení 
obou rovnic se chovají podobným způsobem. 

8.1.1. Věta: Nechť —co^a<c<b^co a nechť funkce A: (a, b) -> Mn je 
spojitá a nechť 

'"VCOII dí < oo . (1.1) i 
Potom existuje fundamentální matice U rovnice 

x = A(t) x (1.2) 

tak, že platí 

lim U(t) = / . (1.3) 
t-b-

Důkaz: Nechť Fje fundamentální matice rovnice (1.2). Je 

V(t) = V(c) + f A(x) F(T) dT pro t e (a, b) , 

«nOII = l l ^ ) l l + J W ) l l l ^ ) l l ^ P^ te(c,b) (1.4) 

a podle Věty 4.3.1 je 

||V(0« <. \\V(c)\\ « p J W ) | dT <. ||K(c)|| exp j V Wll dT = * < oo . (1.5) 

Užitím (1.5) odvodíme, že pro c ^ tx ^ t2 < b je 

Mti - Hh)\\ = flI^WII 11 )̂11 ^ = X r«4T)« dT . 
J í l J í l 

Odtud a z (1.1) plyne, že existuje 

lim V(i) =WeMn. (1.6) 
t-*b-
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Je také 

det W = lim det V(t) . 

Podle Věty 4.7.1 je 

Je 

det V(t) = det V(c) exp í Tг A(x) dт . 

|тrл(()|= Ц^oiáłГWO 
«.1 = i 

(1.7) 

(1.8) 

[viz (3.2A4)] a z (1.8) plyne, že je 

|det V(t)\ = |dct V(c)\ exp ( - f Tr A(x) dx 

= |det V(c)\exp{-n;lí)\A(T)\\dT\ > O 

pro c = t < b. Podle (1.7) je det W± 0. Proto funkce U(í) = V(ř) W~x je funda
mentální matice rovnice (1.2) a z (1.6) plyne, že platí (1.3). Věta 8.LI je dokázána. 

8.1.2. Poznámka: Nechť funkce A splňuje předpoklady Věty 8.1.1. Užitím Věty 
4.4.10 lze snadno dokázat, že tvrzení Věty 8.1.1 můžeme vyslovit takto: 

(i) Ke každému maximálnímu řešení v rovnice (1.2) existuje maximálmí řešení u 

rovnice 

x = 0, (1.9) 

že platí lim [u(t) — v(t)~\ = 0. (Přitom řešení u je zřejmě určeno jedno-

značně.) 

(ii) Ke každému maximálnímu řešení u rovnice (1.9) existuje jediné maximální 
řešení v rovnice (1.2) tak, že platí lim [u(ť) — v(ťj] = 0. 

r->6-

Stručně se říká, že rovnice (1.2) a (1.9) jsou asymptoticky ekvivaletní. 

8.1.3. Věta: Nechť je a < c < b. Nechť funkce B: (a, b) -> Mnje spojitá a nechť U 
je fundamentální matice rovnice 

x(t) = B(t)x(t). (1.10) 

Nechť je splněna tato podmínka: 

Funkce ||U(ř)||> | |^" l (0l l Jsou omezené na intervalu <c, b). (LI 1) 

Nechť funkce C: (a, b) -* Mnje spojitá a nechť je 

í \\C(x)\\ dт < co 

(166) 



Potom platí: 

(i) Ke každému maximálnímu řešení u rovnice 

x = [B(t) + C(t)]x (1.12) 

existuje maximální řešení v rovnice (1.10) tak, že platí lim [u(t) — v(ij] = 0; 
ť+b-

přitom řešení v je určeno jednoznačně. 
(ii) Ke každému maximálnímu řešení v rovnice (1.10) existuje jediné maximální 

řešení v rovnice (1.12) tak9 že platí lim [u(t) — v(tj\ = 0. 

Důkaz: Nechť je \\U(t)\\ __ <?, I ^ W I I = £ P r o c £ t < b. Položme 
x = L1(ř) y. Rovnice (1.10) přechází v rovnici ý = 0, rovnice (1.12) přechází v rovnici 
ý = (/-1(ř)C(ř)U(Oy.Je 

p|U-(r)C(r)^(0||dř = ^ jy(OII^ < 00 

Proto můžeme užít tvrzení (i), (ii) Poznámky 8.1.2 a z nich odvodit tvrzení (i), (ii) 
Věty 8.1.3. 

Podmínka (1.11) je např. splněna, je-li 

*« = (_?; J) pfo t£R-
Platí-li (1.11) a je-li u maximální řešení rovnice (1.10), u 4= 0, pak je 

0 < lim inf ||tt(f)|| ^ lim sup|| w(ř)|| < co . 

V následující větě nahradíme rovnici (1.10) rovnicí, která může mít řešení v takové, 
že je lim ||f(í)|| = oo, i řešení w takové, že je lim ||w(f)|| = 0. Zaveďme označení 

t-+b- t-*b-

t " = col (éP, éf,..., e\n) e K" , 

kde 

e [/] = 1 > e m = 0 p r o i + J f ij=\t2,...,n, 

Uu 0, ..., 0 

i = 0 ; ^ ; ; ; ° l e M . 

\0, 0, ..., A„ 

8.1.4. Věta: Nechť funkce C: (a, oo) -» Maje spojitá a nechť platí 

Í: \\C(t)\\ dí < oo , (1.13) 
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kde c e (a, b). Potom pro i = 1, 2,..., n existují řešení u t 0 rovnice 

x = [A + c(t)] x (1.14) 

tak, že platí 

u[i](í) = eA"|>C0 + vli\t)-], • (1.15) 

kde funkce u [ i l: (a, oo) —> K" splňují podmínku 

lim u[i](í) = 0 . (1.16) 
ř-+ao 

Důkaz Věty 8.1.4 je stručně proveden v Dodatku 8.1. 

8.1.5. Poznámka: Funkce w[i](ř) = eAií eín jsou zřejmě řešení rovnice 

x = Ax (1.17) 

a tak ve Větě 8.L4 se porovnávají řešení rovnic (1.14) a (1.17). Je-li Re Ař > 0, pak 
ovšem z (1.15) a (1A 6) nevyplývá platnost vztahu 

lim [M [Í](Í) - w[í](ř)] = 0 . (1.18) 
t-b-

Je-li však Re Xt < 0, pak vztahy (1.15), (1.16) jsou silnější tvrzení než vztah (1.18). 

8.1.6. Poznámka: Nechť uu\ i = 1, 2,..., w, jsou řešení z Věty 8.L4. Je-li Re A, < 
< ReXk pro nějaká j3 fc, zvolme «el? a položme um = w[k] + ctuin\ řešení u [ k ] 

rovnice (1.14) zřejmě splňuje (1.15) a (1.16) (při i = k). Řešení wCl] jsou podmínkami 
Věty 8.L4 určena jednoznačně právě v tom případě, že je Re Ax = Re A2 = ... = 
= ReAn. 

8.1.7. Poznámka: Věta 8.1.4 je speciální případ Věty 8, kap. II, [2], kde lze najít 
další výsledky o asymptotickém průběhu řešení lineárních diferenciálních rovnic. 
Viz též např. [71]. 
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