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8.  Asymptoticky priibéh feSeni linedrnich diferencidlnich rovnic

81. Mluvime-li o asymptotickém prib&hu feSeni linedrni diferencidlni rovnice,
obvykle ji srovndvdme s jinou linedrni diferencidlni rovnici a dokazujeme, Ze feSeni
obou rovnic se chovaji podobnym zplisobem.

8.1.1. Vé&ta: Nechf —c0 S a<c<bz= o a necht funkce A:(a,b) > M, je
spojitd a necht

[laora < oo. (L1)

Potom existuje fundamentdlni matice U rovnice

% =A(f)x (1.2)
tak, Ze plati

IimU(r)=1. (1.3)

t-b—

Dikaz: Necht V je fundamentilni matice rovnice (1.2). Je

V(e) = V(o) + J "A) V()de  pro te(ab),

c

VOl = VOl + [ 117l pro te(ed) (1.4
a podle Véty 4.3.1 je )

VOl = 1Al o [ 14 ax 5 17O exo [ 4@ e = x < 0. (19
Uzitim (1.5) odvodime, Ze proc < t; < t, < b je

Ve = vl s [ 1AQ 1Y) de 55 [ Ja ae.
Odtud a z (1.1) plyne, Ze existuje

lim V(f) = We M, . (1.6)

t=b~
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Je také
det W = lim det V(f) . (1.7)

t=b-—

Podle Véty 4.7.1 je
t
det V(t) = det V(c) exp I Tr A(x) d (1.8)

c

Je

140 5§, 14400] 5 92 140)

i,j=1

[viz(3.2.14)] a z (1.8) plyne, Ze je

|det V(#)| = [det V(c)| exp< -

I "It A(c) de

(4

E
> |det V(c)| exp(—q;‘f”A(z)" dr) >0

pro ¢ <t < b. Podle (1.7) je det W % 0. Proto funkce U(f) = V(f) W~' je funda-
mentalni matice rovnice (1.2) a z (1.6) plyne, Ze plati (1.3). V&ta 8.1.1 je dokdzana.

8.1.2. Pozndmka: Necht funkce A4 spliiuje pfedpoklady Véty 8.1.1. UZitim Véty
4.4.10 1ze snadno dokazat, Ze tvrzeni Véty 8.1.1 miiZeme vyslovit takto:

(i) Ke kazdému maximalnimu FeSeni v rovnice (1.2) existuje maximdlmi feSeni u
rovnice
x =0, (1.9)
ze plati lim [u(f) — v(t)] = 0. (Pfitom fedeni u je zfejm& uréeno jedno-
t=b-
zna¢nd.)
(ii) Ke kaZdému maximdlnimu feSeni u rovnice (1.9) existuje jediné maximalni

feleni v rovnice (1.2) tak, Ze plati lim [u(¢) — v(¢f)] = 0.
t=b—

Struéng se fik4, Ze rovnice (1.2) a (1.9) jsou asymptoticky ekvivaletni.

8.1.3. Véta: Nechfjea < ¢ < b. Necht funkce B: (a, b) — M, je spojitd a necht U
Jje fundamentdlni matice rovnice

x(t) = B(t) x(t) . (1.10)

Necht je splnéna tato podminka:
Funkce |U(t)|, [|[U~"(1)|| jsou omezené na intervalu {c, b). (r.11)

Necht funkce C:(a, b) —+ M, je spojitd a necht je

Ib||C(r)|| dt < w.
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Potom plati:

) Ke kazdému maximdlnimu reSeni u rovnice
% = [B(t) + C(1)] x (1.12)
existuje maximdlini FeSeni v rovnice (1.10) tak, Ze plati lim [u(t) — o(t)] = 0;
DFitom FeSeni v je urceno jednoznadné. -

(i)  Ke ka*dému maximdlnimu FeSeni v rovnice (1.10) existuje jediné maximdlni
FeSeni v rovnice (1.12) tak, Ze plati lim [u(t) — ()] = 0.
t-b—

Dikaz: Necht je |U(t)| S e U ()| £e pro ¢ St <b. Poloime
x = U(t) y. Rovnice (1.10) pfechdzi v rovnici y = 0, rovnice (1.12) pfechazi v rovnici
y=U"Y ) C() U(z) y. Je

f lu=0) ) v @t < & j lew@] dt < .

Proto miZeme uZit tvrzeni (i), (i) Pozndmky 8.1.2 a z nich odvodit tvrzeni (i), (ii)
Véty 8.1.3.

Podminka (1.11) je napf. splnéna, je-li
0,1
B(t) = (_1, 0) pro teR.

Plati-li (1.11) a je-li u maximalni feSeni rovnice (1.10), u # 0, pak je

0 < lim inf ||u(f)| < lim sup| u(f)]| < oo .

t-+b— t—=b—
V nasledujici vété nahradime rovnici (1.10) rovnici, kterd miiZe mit feSeni v takové,
ze je lim |[o(t)| = oo, i FeSeni w takové, Ze je lim |w(f)| = 0. Zavedme oznaleni
t-b— t—b—

el = col (e[li], e[21'l’ ey e!:.ll) eK",

kde

=1, =0 pro i*j, i,j=12..,n,

2,0, .., 0
PR LA
0, 0, s An

8.1.4. Véta: Necht funkce C: (a, o) — M, je spojitd a nechf plati

Jmllc(t)ll dt <o, (1.13)
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kde c € (a, b). Potom pro i = 1,2, ..., n existuji feSeni u'") rovnice

x=[4+Ct)]x (1.14)
tak, Ze plati

ulil(f) = e* [ + o1)], . (1.15)
kde funkce v'*): (a, o) —» K" splriuji podminku

lim o%(1) = 0. (1.16)

Dikaz Véty 8.1.4 je struéné proveden v Dodatku 8.1.
8.1.5. Pozndmka: Funkce w'l(t) = e*** el jsou zfejmg feSeni rovnice
% = Ax (1.17)

a tak ve V&t& 8.1.4 se porovnavaji feSeni rovnic (1.14) a (1.17). Je-li Re 4; > 0, pak
oviem z (1.15) a (1.16) nevyplyvé platnost vztahu

lim [uf() — wi(1)] = 0. (1.18)
t-b—
Je-li v8ak Re 4; < 0, pak vztahy (1.15), (1.16) jsou silnj3i tvrzeni neZ vztah (1.18).

8.1.6. Poznimka: Nechf u'”, i = 1,2, ..., n, jsou feSeni z Véty 8.1.4. Je-li Re 1; <
< Re 4, pro n&jaka j, k, zvolme € R a poloZzme #* = ul® 4+ aul/l; feSeni 4%
rovnice (1.14) zfejmg spliiuje (1.15) a (1.16) (p¥i i = k). ReSeni u!? jsou podminkami
Véty 8.1.4 uréena jednozna¢n€ pravé v tom pfipadé, Ze je Red; = Re l, = ... =
= Re 4,.

8.1.7. Poznimka: V&ta 8.1.4 je specidlni pfipad Véty 8, kap. II, [2], kde Ize najit
dalsi vysledky o asymptotickém prib&hu feSeni linearnich diferencidlnich rovnic.
Viz téZ napf. [71].
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