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OBR. I

SKOLA ALBRECHTA DURRERA: TAPISERIE ZE ZAMKU MICHELFELD

(KoLo STESTENY, JiMZ OTACT CAS A LSTIVY LISAK)



1 PRAVDEPODOBNOST: DEFINICE
A FILOSOFICKE INTERPRETACE

OBR. 1.1 HANS SEBALD BEHAM (1500-1550): FORTUNA
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1.1 PRAVDEPODOBNOST VE VYUCE:
INSPIRACE V HISTORII

1.1.1 Uvod

Pocet pravdépodobnosti s upotrebenim na arithmetiku narodo-hospoddrskou,
tak Tecenou, nutno poklddati za svrchované duleZity a procviciti Zaky VII. tridy
co nejdikladnéji zpisobem povzbuzujicim. Jest to tim snadnéjsi, jezto posky-
tuje pocet pravdépodobnosti hojnost pFikladi poutavich, podobné jako nduka
o rovnicich. Mélo by se prihlédnouti tézZ aspor z casti ku pravdépodobnosti
a posteriori, a¢ neni posud do Skolnich knih pojata. Musime vsak na mysli
miti velikou cenu paedagogickou poctu pravdeépodobnosti vzhledem k tomu, Ze
1 k poznatkim nejistym uci nds priklddati presné méritko, a Ze pri tom dovede
durazné vzbuditi v mysli Zakové duleZitou koncepci vétsi neb mensi pravdépo-
dobnosti rizniych poznatki, a pouciti ho o rozdilu téchto pouhych pravdépodob-
nosti od absolutné bezpecné, jisté pravdy. Pocet pravdépodobnosti md obzvldstni
duleZitost pro kaZdého vubec, a jeji uZiti jest velikolepé ve véddch prirodnych
a duchovnych. ([267], str. 8-9)

Citovana slova Augustina Panka z metodiky vyucovani matematice z konce
19. stoleti neztraceji na aktualnosti ani v dnesni dobé. Naopak, snad jesté vice
nez kdy dfive je zadouci, aby déti ze skoly vychazely vyzbrojené alespon zaklad-
nim pravdépodobnostnim uvazovanim, které jim umozni vytvorit si spravnou
predstavu o udajich, jimiz je budou zahrnovat politici, firmy provadéjici pri-
zkumy vefejného minéni, 1ékafi, farmaceutické firmy, biologové ¢i provozovatelé
heren, kasin a loterii. Neni tfeba pfipominat, Ze pochopeni zakladnich principt
teorie pravdépodobnosti je nezbytné k hlubsimu porozumeéni svétu, k lepsimu
rozhodovani v dennich zalezitostech i ke zmirnéni nejriznéjsich obav.

Inspiraci pro vyuku a zajimavé motivacni priklady z nejriiznéjsich oblasti
zivota lze nalézt v fadé publikaci. Z téch, které jsou dostupné v ceském jazyce,
zde uvedme alespori knihy [2], [4], [188] a [308] autorit Amira D. Aczela, Jifiho
Andéla, Ellen a Michaela Kaplanovych a Jeffreyho S. Rosenthala; ¢tenaium,
kterym nevadi anglicky jazyk, lze doporucit také naptiklad zajimavou knihu
[119] Gerda Gigerenzera.

Cilem této kapitoly je poukazat na to, ze vedle ptikladi z oblasti mediciny,
soudnictvi, kriminalistiky ¢i politologie lze k motivaci viyuky pravdépodobnosti
vyuzit i tématu, které je hlavnim pfedmétem této knihy, totiz interpretaci prav-
dépodobnosti, predevsim pravdépodobnosti subjektivni.
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Ve skolské matematice se pravdépodobnost obvykle zavadi pomoci tzv. kla-
sické definice jako podil po¢tu p¥iznivych a v8ech moznych vysledkt (viz ¢ast
1.2.3). Pritom se pfedpokldda, ze vSech vysledkd je koneény pocet, zddné dva
nemohou nastat soucasné a vsechny jsou ,stejné mozné“. Tato definice je velmi
néazorna, jiz velmi dlouho je vSak predmétem opravnéné kritiky. Jeji hlavni po-
tiz spociva v tom, ze predpoklada, ze vSechny vysledky jsou ,stejné mozné“,
pfitom se vsak néalezité nedefinuje, co to znamena. Mozna i proto se vétSina
tloh, s nimiz se studenti na zakladni i stfedni skole setkaji, tyka hazeni minci
¢i kostkou, kde je intuitivné zfejmé, které pfipady lze za ,stejné mozné“ po-
vazovat. Nékdy se dojde i k tzv. statistické definici pravdépodobnosti, podle
niz je pravdépodobnost uré¢itého jevu uréena pfiblizné (chceme-li se vyhnout
pojmu limity) jeho relativni éetnosti pfi dostatecné velkém poétu na sobé ne-
zéavislych pokusi. Konecéné na vysoké skole se studenti setkaji s aziomatickou
definict (viz ¢asti 1.2.4 a 1.3.4).

Situace z redlného zivota vsak zpravidla viibec nepfipominaji ani hod minci
¢i kostkou, ani dlouhé opakovani téhoz pokusu za presné stejnych podminek,
realité vzdéalené se zdaji i abstraktni axiomy. Vétsina studentti a velkd cast
pedagogti proto pravdépodobnost nemé ve velké oblibé, povazuje ji za zby-
teCnou a pokud to jde, radéji se ji vyhne. Pritom kazdy z nas se den co den
setkava s ,,pravdépodobnostnimi® soudy, jako napriklad: ,touhle dobou snad
na Barrandovském mosté nebude zacpa“ (je to velmi pravdépodobné, ale muze
dojit k néjaké nehodé), ,volby uréité vyhraje CSSD“ (voli¢i véak mohou napfi-
klad pod vlivem médii na posledni chvili zménit nazor), ,tato antibiotika by vés
méla uzdravit® (bakterie v§ak mohou byt ndhodou rezistentni a lééba bude ne-
¢innd), ,proti Rusku nemaji nasi hokejisté Sanci“ (stale je tu ale urcita nadéje,
Ze by ho mohli porazit), ,mist¥i svéta ve fotbale budou nejspis z Evropy* (neni
vSak vylouceno, Ze to bude napfiklad Brazilie). Kazdy by jisté mohl v tomto
duchu pokracovat libovolné dlouho. At uz si to tedy uvédomujeme ¢&i nikoli,
velmi Casto pracujeme s ur¢itymi osobnimi odhady pravdépodobnosti, i kdyz
je vétsinou pfesné nevycislujeme. Nejen z filosofického, ale i z didaktického hle-
diska je proto zajimava tzv. subjektivni interpretace pravdépodobnosti, ktera
pravdépodobnost povazuje za miru osobniho presvédceni o vyskytu urcitého
jevu nebo o platnosti urcité hypotézy.

1.1.2 Subjektivni pravdépodobnost a kurzové sazky

Jedna moznost, jak vyhodnotit subjektivni pravdépodobnost, je velmi dobte
znama: staci si uvédomit, ze pravé tento problém fesi bookmakefi stanovujici
kurzy sézek na rtizné sportovni, politické ¢i spolecenské udalosti. I kdyz se
snazi ziskat co nejvice informaci, stale se musi vyrovnat s ndhodou. Ani nej-
lepsi bookmaker napiiklad nevi, jak se jednotlivi sportovci vyspi, jak jim bude
vyhovovat trat, zda budou mit vSichni stejné povétrnostni podminky, nebude-li
mit nékdo zazivaci problémy atd. Podobné ten, kdo sazi, tak ¢ini na zakladé
svych subjektivnich odhadu piislusnych pravdépodobnosti. I zaryty odptrce te-
orie pravdépodobnosti pfitom vi, ze obvykle zvefejniované kurzy udavaji, kolik
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sazejici v pripadé tispéchu dostane za kazdou vsazenou korunu, a ze ¢im nizsi je
kurz, tim vyssi je pravdépodobnost, kterou bookmaker dané udalosti prisuzuje.
Nejpravdépodobnéjsi vitéz je podle sazkové kancelare tedy vzdy ten, jehoz kurz
je nejnizsi — jako napt. M. Sablikova pfi kurzech uvedenych v tab. 1.1:

TaAB. 1.1 UKAZKA KURzU: ZOH 2010, RYCHLOBRUSLEN{ ZEN, 5000 M

Celkové umisténi A% 1-2 1-3
Sablikova M. 1,17 1,04 1,01
Beckert S. 6,5 1,54 1,25
Hughes C. 11 4,3 2,1
Anschiitz D. 15 5,4 2,7

Navratnost sazky

Jinou otézkou je, kterou sadzkovou kanceldf by meél sazejici zvolit. Pro ilu-
straci uvedme kurzy nabizené rtznymi sazkovymi kanceladfemi na zépas mezi
Spanélskem a Hondurasem na mistrovstvi svéta ve fotbale v roce 2010:

TAB. 1.2 UKAZKA KURZU: MS VE FOTBALE 2010

Spanélsko Remiza Honduras
Bet-at-home 1,11 8,00 15,00
Fortuna 1,12 6,70 13,00
Tipsport 1,13 8,10 15,05

V tomto piipadé je zfejmé, Ze at uz utkdni skonéi jakkoli, Tipsport vy-
plati nejvyssi castku. Tam, kde to tak zfejmé neni, popf. chceme-li rozdily
v nabidkéich jednotlivych kancelaii upfesnit, mizeme jednoduse spocitat tzv.
ndvratnost sazky jako podil vyhry (napt. 100 K¢) a éastky vsazené takovym
zpusobem, abychom v kazdém pfipadé tuto vyhru ziskali. Uvazujme naptiklad
Fortunu. K vyhie 100 K¢ v piipadé vitézstvi Spanélska je tieba na tento vy-
sledek vsadit 100/1,12 Ké. Abychom tedy vyhrali 100 Ké v kazdém piipadé,
museli bychom kromé toho vsadit také 100/6,70 K¢ na remizu a 100/13,00 K¢é
na vitézstvi Hondurasu, tedy celkem

1 1 1

:1 .
¢ =100 (1,12 %70 T 13.00

) = 111,90 K&, (1.1)

coz je témér o 12 korun vice, nez vyhrajeme. Ndvratnost je potom podil

100 1
N:F: 1 1 1

112 6.70 " 13.00

= 0,8936 = 89,36 %, (1.2)

udévajici, jakou ¢ast vsazené ¢astky dostaneme zpét. Stejnym zptisobem mui-
Zeme postupovat i u zbyvajicich kancelaii; podle ocekdvani nabizi nejvyssi né-
vratnost Tipsport, a to 93,07 %.
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Na podobnych prikladech si studenti mohou snadno uvédomit, ze nemaji-li
lepsi informace nez zkuseny a dobfe vybaveny tym sazkové kancelafe, anebo
nemaji-li mimoradné S$tésti, sazeni jim nemuze prinést dlouhodoby zisk. Vy-
znam kurzovych sazek pro vyuku tedy netkvi jen v motivaci vyuky pravdépo-
dobnosti, ale také v prilezitosti k osvété — obzvlast v dne$ni dobé, kdy diky
nedostatecné legislativé dochéazi k mohutnému nartstu internetového sazeni.

Spravedliva sazka

Navratnost N > 1 (na kterou bohuzel nikde nenarazime) by znamenala, Ze
sézejici by si mohl zajistit zisk, af uz nastane jakykoli vysledek. Navratnost N < 1
naopak znamena kladnou stfedni hodnotu zisku sézkové kancelare (z hlediska
jejich odhadu pravdépodobnosti). Jedind hodnota, kterd vypada spravedlivé,
je proto N = 1. V tomto pripadé by byl soucet prevracenych hodnot kurzu ve
vztahu (1.2) roven jedné a tyto prevrdcené hodnoty by byly rovny pravdépo-
dobnostem, které sazkova kancelaf pfisuzuje jednotlivym moznostem.

V dalsim uvazujme jako kurz sdazky ptimo hodnotu p, kterou je tfeba vsadit
na jev A, aby byla v piipadé, Ze tento jev nastane, vyplacena vyhra 1 K¢ (p tedy
znaél prevracenou hodnotu kurzu, ktery obvykle uvadéji sdzkové kancelaie).
Déle ozna¢me symbolem S hodnotu vyhry sazejictho v pfipadé, Ze nastane
jev A (odpovidajici sizka je tedy pS), a P(A) odhad pravdépodobnosti, ktery
sazkova kancelaf tomuto jevu prisuzuje. Zisk sazejicitho bude v ptipadé, ze jev
A nastane, roven Z(A) = S—pS = (1—p)S, v opacném piipadé Z(—A) = —pS.
Podle nazoru sazkové kanceléafe je proto stfedni hodnota zisku sazejiciho rovna

Z=P(A)(1-p)S+ (1 P(A)(-pS) = (P(A) - p)S. (1.3)

Pro jakékoli p > P(A) je stfedni hodnota zisku sazejictho zdpornd a bookma-
ker mtize o¢ekéavat slusny vydélek. Naopak hodnota p < P(A) by znamenala
bookmakerovu ztratu a obvykle se s ni nesetkdme. V pfipadé p = P(A) by
nebyla zvyhodnéna ani jedna strana a sazku bychom nazvali spravedlivou. Jak
si mizeme povsimnout, udané ,pravdépodobnosti® jsou vzdy vice ¢i méné nad-
hodnocené. Nicméné k vlastnimu stanoveni kurzu bookmaker potiebuje danou
pravdépodobnost nejprve odhadnout co nejpresnéji, a teprve potom ji miize
pozménit, aby si zajistil urcity zisk.

Jak dosahnout spravedlivé sazky?

Séazkové kancelare k tomu, aby nabizely spravedlivou sazku, samoziejmé ne-
donutime. Budeme-li vSak uvazovat napriklad dvé sazejici osoby, které se na
pravidlech sazky mohou pfedem libovolné dohodnout, pak existuje vice moz-
nosti, jak spravedlivé sazky dosadhnout, a tim i zjistit skuteény odhad pravdé-
podobnosti toho, kdo kurz sazky navrhuje. Jednoduchy a z hlediska didaktiky
matematiky velmi zajimavy zptisob pfedstavil Bruno de Finetti (1906-1985)
v pojednani [98] z roku 1931: sta¢i pfipustit i zAporné hodnoty sézek. Bookma-
kerovi v takovém pripadé hrozi, ze bude sdm postaven do role sazejiciho, a chce-
li pfedejit jisté ztraté, je nucen byt upfimny a udat kurz p = P(A). Finetti déle
ukazal, ze maji-li byt pfifazeni pravdépodobnosti koherentni v tom smyslu, Ze
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navrhovatel kurzu pfedejde zarucené vyhte sazejiciho, a tedy své jisté ztrateé,
museji splitovat zékladni axiomy teorie pravdépodobnosti (s vyjimkou neko-
necné aditivity).

Koherentni sazky a axiomy teorie pravdépodobnosti

O osobnosti Bruna de Finetti se jesté podrobnéji zminime v ¢asti 1.3.3.
Na tomto misté poznamenejme, ze jevem Finetti rozumél kategorické tvrzeni,
které lze ovérit, ale o némz zatim nevime, zda je pravdivé nebo nepravdivé
— napfiklad tvrzeni, Ze nadchézejici zavody vyhraje Ucastnik z Italie, anebo
ze dnesni expres z Mildna dorazi se zpozdénim mezi 30 a 35 minutami (nikoli
tvrzeni obecné, tykajici se naptiklad vSech trati nebo vSech dntt). Pro ndzornost
Finetti rovnéz pouzival vyjadieni, ze dany jev ,nastal“ ¢i ,nenastal®.

Zakladni myslenka je potom nasledujici: osoba, jejiz odhad pravdépodob-
nosti p = P(A) pro dany jev A nds zajima, je vyzvana, aby stanovila kurz
sazky p ve vyse uvedeném smyslu, tj. jako takovou hodnotu, Ze za sdzku pS
bude muset v pfipad€, Ze jev A nastane, vyplatit sazejicimu ¢astku S. Pfitom
je upozornéna na to, ze musi pfrijmout jakoukoli hodnotu 5, a to kladnou i za-
pornou. Jestlize jev A nastane, bude zisk sazejiciho roven Z(A) = (1 — p)S;
v opa¢ném piipadé bude Z(—A) = —pS. Finetti ukizal, Ze maji-li byt kurzy
koherentni, tj. maji-li navrhovatele ochranit pfed jistou ztratou, je nutné, aby
byly splnény nasledujici podminky:

(K1) Pro kazdy jev A je P(A) jediné redlné ¢islo spliiujici 0 < P(A) < 1.
Oznac¢me opét P(A) = p. Kdyby bylo p < 0, byl by pro libovolné S > 0 zisk
sazejiciho v kazdém piipadé kladny: Z(A) = (1 —p)S > 0, Z(—A) = —pS > 0;
stejné by to dopadlo i pro p > 1 a libovolné S < 0. Bez ohledu na to, zda
jev A nastane ¢i nikoli, by si sazejici mohl zajistit kladny zisk i tehdy, kdyby
byly pro jev A stanoveny dvé riizné hodnoty pravdépodobnosti p < p’. Uva-
7ujme napiiklad p = 0,4 a p’ = 0,6. Sazejici by v tomto pFipadé mohl vsadit
40 korun v prvnim kurzu a —60 korun v druhém; kdyby jev A nastal, zis-
kal by z prvni sazky 100 — 40 = 60 korun a z druhé —100 + 60 = —40 ko-
run, celkem by tak vydélal 20 korun. Kdyby jev A nenastal, byl by jeho zisk
opét —40 + 60 = 20 korun. Obecné pro libovolné p < p' by sdzejici mohl
uzaviit dvé sdzky na A, pS a p'S’, s celkovym ziskem Z(—A) = —pS — p'5’,
Z(A)=1-p)S+(1—-p)S = —pS—pS +S+5" Pro libovolné S > 0
a S’ = —S by pak platilo: Z(A) = Z(—A) = (—p+p')S > 0, coZ opét odporuje
pozadavku koherence.

(K2) Pro jisty jev plati P(A;) = 1, pro nemozny jev je P(Ayx) = 0.

Pro jisty jev je zisk sézejictho vzdy Z = (1 —py)S; pro p; < 1 by stacilo zvolit
libovolné S > 0 a zisk by byl vzdy kladny. Pro nemozny jev je Z = —pn.S; pro
pn > 0 by byl pro libovolné S < 0 zisk sazejiciho opét vzdy kladny.

(K3) Pro libovolné neslucitelné jevy A, B plati: P(AV B) = P(A) + P(B).

Ozna¢me P(A) = p, P(B) = ¢q, P(AV B) = r. Kdyby bylo r # p + g, pak by
szejici mohl vsadit pS na A, ¢S na B a (1—7)S na ~AA-B. Jevy A, B jsou
navzajem neslucitelné; vzdy proto nastane pravé jeden z nasledujicich pfipadi,
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pro které se zaroven snadno nalezne zisk sazejiciho:

Z(AN-B) = (1-p)S—q¢S—(1-r)S=(r—p—9q5,
Z(~AANB) =-pS+(1-¢)S—(1—-7r)S=(r—p—q)S,
Z(~AN-B) =—-pS—qS+rS=(r—p—q)S.

Pro p + q < r by sazejici volbou S > 0 docilil za kazdé situace kladného zisku,
pro p+q > r by téhoz docilil volbou libovolného S < 0. Proto musi byt p+q = r.

Posledni podminku lze snadno zobecnit na libovolny koneény pocet jevi.
Pfimo lze rovnéz odvodit:

(K3’) Pro libovolny koneény pocet jevit Ay, Aa, ..., Ay, které maji tu vlastnost,
7ze vzdy nastane pravé jeden z nich, plati: P(A;)+P(A2)+---+P(4,) = 1.

Ozna¢me P(A;) = p; a uvazujme sdzky p1 S, p2S, ..., p,S po fadé na jevy Aj,
Ag, ..., A,. Zisk sizejictho bude vzdy roven Z = (1 —p; — pa — -+ — pn)S.
Kdyby platilo py +p2 + -+ pn < 1, resp. p1 +p2 + -+ + p, > 1, doséhl by
sézejici volbou S > 0, resp. S < 0, bez ohledu na vysledek kladného zisku.

Princip sazek je tedy z didaktického hlediska zajimavy také proto, Zze umoz-
nuje ukazat zaktim a studentiim, ze zédkladni vlastnosti pravdépodobnosti ne-
spadly odnikud shiiry, ale jednoduse plynou z pozadavku, aby navrhovatel sazek
predesel jisté ztraté.

1.1.3 Cetnostni pojeti pravdépodobnosti

Radu problémti, v nichZ hraji roli podminéné pravdépodobnosti, lze az pie-
kvapivé snadno vyftesit zpiisobem inspirovanym ¢etnostni interpretaci (viz ¢ast
1.3.4), spocivajicim v jednoduchém porovnéavani absolutnich ¢etnosti v urcité
populaci. Ilustrujme tento pfistup, jehoz uplatnéni ve vyuce prosazuje napfi-
klad G. Gigerenzer v knize [119], nésledujicim pfikladem.

Pred nastupem do nového zaméstnani musel David podstoupit preventivni
prohlidku, jejiz soucasti byl test na HIV. Podle adaju vyrobce test odhali pfi-
tomnost viru u nemocné osoby s pravdépodobnosti 99,90 % a s pravdépodob-
nosti 99,99 % da negativni vysledek u osoby zdravé. Po vyhodnoceni 1ékai Da-
vidovi sdélil, Ze mu test vysSel pozitivni a Ze musi znovu na odbér krve, aby se
vysledek ovéril. Predpokladejme, ze se David z hlediska rizika ndkazy povazuje
za priamérného Cecha a ze v Ceské republice je virem HIV infikovano piiblizné
0,01 % obyvatel (tzv. prevalence). Jakd je po prvnim testu pravdépodobnost,
ze je David skute¢né nakazen?

Pravdépodobnost, ze bude mit David pozitivni test, je-li zdrav, je velmi
nizkd: P(pozitivnd test| zdravy) = 0,01 %. Jakmile v8ak test pozitivni vyjde,
pak pravdépodobnost P(nemocny| pozitivni test), zZe je skuteéné infikovan, neni
tak vysokd, jak by se mozna na prvni pohled mohlo zdat. Jeji hodnotu zjistime
nejsnaze pomoci absolutnich ¢etnosti: uvazujme napiiklad 10 000 Cechii; podle
zadani mezi nimi bude v prumeéru 1 infikovany, jemuz vyjde témér jisté pozi-
tivni vysledek, a 9999 zdravych, z nichz prumérné jednomu vyjde test ,falesné
pozitivni“ — viz obr. 1.2.
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10 000 lidi

nemochi:
1

zdravi:
9999

negativni: pozitivni:
0 1

pozitivni:

1

negativni:
9998

TAB. 1.3 PREVALENCE 0,01 %

HIV zdravi | celkem
pozitivni 1 1 2
negativni 0 9998 9998
celkem 1 9999 10 000
TAB. 1.4 PREVALENCE 0,001 %
HIV zdravi celkem
pozitivni 1 10 11
negativni 0 99 989 99 989
celkem 1 99 999 | 100 000
TAB. 1.5 PREVALENCE 1 %
HIV zdravi celkem
pozitivni 999 10 1009
negativni 1 98 990 98 991
celkem 1000 99 000 100 000

P(HIV|poz.)

OBR. 1.2

Pozitivni vysledek tedy vyjde pru-
mérné dvéma osobam, jedné zdra-
vé a jedné infikované. Pravdépo-

dobnost, ze je David nakazeny,

vySel-li mu pozitivni test, je proto
rovna 1/2. Stejny vysledek plyne

také z tab. 1.3.

Kdyby byla pravdépodobnost na-
kazy naptiklad jen 0,001 % (byl
vZzdy velmi opatrny ve vztazich,
nikdy neuzival injekéné drogy, ne-
dostal krevni transftzi atd.), pak
by byly jeho Sance, Ze je ve sku-
tecnosti zdravy, jesté vyssi:

P(HIV|poz.) =

= 0,09.
1+10

Pokud by vsak pat¥il do rizikové

skupiny s prevalenci pfiblizné 1 %,
byly by jeho vyhlidky velmi ne-

piiznivé:

999
= 20,99.
999 + 10

Uvedené vztahy zfejmé odpovidaji Bayesovu vzorci (1.28) (viz str. 49):

P(poz. |HIV) - P(HIV)

P(HIV|poz.) = P

(poz. | HIV) - P(HIV) + P(poz. | zdravy) - P(zdravy)

Naznadceny zpusob feSeni, zaloZeny na pfimém porovnavani ¢etnosti, je vSak
pro tlohy tohoto typu podstatné jednodussi a snadno pochopitelny i pro zéky

zédkladnich skol.
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1.1.4 Motivace pravdépodobnosti ve stfedoskolskych
ucebnicich matematiky z 19. stoleti

Vratme se nyni k ¢4sti 1.1.2. Sazky jako néstroj pro motivaci vyuky pravdé-
podobnosti miizeme nalézt jiz v ucebnicich matematiky z 19. stoleti. Vdéénym
tématem byla zejména tzv. janovskd nebo mald loterie, v niz se losovalo 5 ¢i-
sel z 90 a hraci mohli uzavirat razné typy sazek, napiiklad na to, ze zvolené
¢islo bude mezi vylosovanymi, a to bud bez ohledu na pofadi (eztrato), anebo
na konkrétni pozici (nominato), ddle mohli sdzet na shodu dvou (ambo) nebo
ti1 ¢isel (terno), popf. kombinaci téchto pfipadti. Vysi vsazené éastky si hraci
urcovali sami v rdmci stanovenych mezi, vyhra pak byla vyplacena v kurzu,
ktery byl pro kazdy typ sdzky pevné dany (viz tab. 1.6 a 1.7). P¥ipomerime, Ze
loterie tohoto typu m4 kofeny v italském Janové na poéatku 17. stoleti,! v ra-
kouské monarchii fungovala od roku 1752. V sSirsich vrstvach byla tato loterie
velmi oblibend, zaroven vsak byla pro negativni socidlni disledky predmétem
ostré kritiky. I presto, ze zisk zpravidla plynul do statniho rozpoctu, byly lote-
rie v fad€ zemi postupné ruseny — v Prusku v roce 1810, v Anglii v roce 1826,
ve Francii v roce 1838 a v Bavorsku v roce 1862. V cCeskych zemich loterie
fungovala do roku 1919, kdy ji nahradila tzv. tridni loterie.

Skutecnosti, Zze pojmy pouzivané v janovské loterii byly v té dobé vSeobecné
velmi dobfe znamé, vyuzivali pfi vykladu kombinatoriky a pravdépodobnosti
mnozi autofi u¢ebnic matematiky. Kombinace prvni az paté tfidy bez opakovani
byly nazyvany extrata, amba, terna, kvaterna a kvinterna a obvyklou otazkou
bylo, kolik amb, ..., kvinteren lze sestavit z 90 ¢isel malé loterie.

Eduard Heis: Sammlung von Beispielen und Aufgaben ...

Uvedenou tlohu lze nalézt napiiklad ve sbirce Sammlung von Beispielen und
Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik und Algebra. Fiir Gymnasien, Real-
schulen, héhere Biirgerschulen und Gewerbschulen in systematischer Folge bear-
beitet? [140] némeckého matematika a astronoma Eduarda Heise (1806-1877),3
kterd vysla poprvé v roce 1837 a vcetné prekladii do cizich jazykt dosahla vice
nez 100 vydani; tato kniha byla velmi dlouho pouzivana i na skoladch v rakouské

1Od roku 1576 zde byli kazdé dva roky losovani dva muzi ze 120, ktefi se pak stali
novymi senatory. Postupem casu lidé zacali sazet na jména vylosovanych a podle toho, zda
uhodli jednoho nebo oba vybrané (ambo), ziskali uréitou vyhru. Pozdé&ji byl pocet losovanych
rozsifen na pét; nahrazenim jmen ¢isly pak vznikla Ciselna loterie, kde bylo losovano 5 Cisel
ze 120; prvni prokazatelné povolena loterie ,,5 ze 120“ zacala byt provozovana v roce 1643
a v pritbéhu druhé poloviny 17. stoleti se rozsifila do dalsich italskych mést: Milana, Rima,
Turina a Neapole. V Neapoli se pak misto 120 poprvé objevilo ¢islo 90, a to v souvislosti
s hrou, v niz bylo losovano 5 divek z 90, které pak dostaly svatebni vybavu. V 18. stoleti se
¢iselné loterie jako vyhodny zdroj pfijmu do statni pokladny rozsitily i do dalsich zemi. O rané
historii loterii se lze doéist v knize [25] némeckého advokéata Johanna Heinricha Bendera (1797—
1859), z pozdéjsi doby je kniha [16], editovana Giintherem G. Bauerem; matematicky rozbor
a dalsi historické poznamky lze nalézt také v pojednani [259] Augustina Panka.

2 Sbirka prikladi a dloh z obecné aritmetiky a algebry. Systematicky zpracovdno pro gym-
ndzia, redlky, vyssi méstanské skoly a Skoly primyslové.

3Eduard Heis vyuc¢oval do roku 1837 matematiku a piirodni védy na reélce v Koliné nad
Rynem, kde také vysla citovana sbirka tloh. V letech 1837—1852 pusobil na realce v Cachéch,
zbytek zivota potom stravil jako profesor matematiky a astronomie na univerzité v Miinsteru.
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monarchii. Mezi 19 nefeSenymi tlohami souvisejicimi s pravdépodobnosti zde
nalezneme nasledujici zadéni:

Obvykla ciselnd loterie obsahuje 90 cisel, pokaZd€ je vytazeno 5 z nich. Jakd
je pravdépodobnost, Ze véechna ¢isla vyjdou, vsadime-li 1, 2, 3, 4 nebo 5 cisel?
Kolik procent ¢ind zisk loterie ve Francii,* jestlize se za jediné ¢islo (extrato),
které vyjde, vypldci 17Tndsobek, za ambo 270ndsobek, za terno 5500ndsobek a za

kvaterno 60 000ndsobek? ([140], str. 311-312)

Reseni tilohy vyzaduje jen elementarni zaklady kombinatoriky. Vsadime-
li jedno ¢islo, potom existuje (849) priznivych pripadi — kromé naSeho disla
mohou byt vylosovana libovolné ¢tyfi ze zbyvajicich 89. VSech moznych pii-
padi, tedy vSech pétic Cisel, je (950). Pravdépodobnost vyhry je proto rovna
pL = (849) / (950) = 1/18. Podobné pravdépodobnost, Ze uhodneme dvé vsazend

cisla, je rovna py = (%)/(%) = 2/801. Oznaé¢ime-li obecné poéet vsazenjch

¢isel symbolem s, pak pravdépodobnost, ze vSechna vsazena ¢isla vyjdou, je
pro s < 5 rovna ps = (950::) / (950). Pravdépodobnosti vyhry pro jednotlivé typy
sazek jsou uvedeny v druhém sloupci tabulky 1.6.

TAB. 1.6 FRANCOUZSKA CGISELNA LOTERIE

vysledek | pravdépo- | vypsany stfedni hodnota | stifedni hodnota
dobnost kurz vyhry za 1 zl. zisku loterie
extrato 1/18 17 0,944 5,6 %
ambo 1/400,5 270 0,674 32,6 %
terno 1/11748 5500 0,468 53,2 %
kvaterno 1/511038 60 000 0,117 88,3 %

Hodnota vyhry v pfipadé tspéchu je pfi sdzce 1 zlaty pfimo rovna vy-
psanému kurzu; vynasobime-li ji pfislusnou pravdépodobnosti, ziskime stfedni
hodnotu vyhry. Zisk provozovatele loterie je potom roven dopliiku do jedné.
pozdéji — viz (1.5) na str. 26:

Loterie obsahuje n cisel, pri kaZdém tahu je vylosovdno r z nich. Jistd osoba

vsadila a d¢isel. Jak velkd je pravdépodobnost, Ze vsechna tato cisla vyjdou?
([140], str. 311-312)

Christian Doppler: Arithmetik und Algebra

Motivacni tlohu tykajici se ¢iselné loterie 1ze nalézt také v ucebnici aritme-
tiky a algebry [79], kterou v roce 1844 vydal Christian Doppler (1803-1853),
v té dobé profesor prazské polytechniky.? Kniha byla sice uréena studentiim
vysoké skoly, jeji obsah vSak odpovida osnovam pozdéjsich vyssich reélek.

4Pfipomeiime, Ze sbirka vysla v tehdejsim Prusku, kde byla ¢iselna loterie jiz zakazana.
5Christian Doppler vystudoval polytechniku a pozdéji také univerzitu ve Vidni. Po ab-
solutoriu v roce 1829 ziskal na videnské polytechnice ¢tyfletou smlouvu na misto asistenta
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V jedné z resenych tloh Doppler pocita pravdépodobnost vyhry v rakouské
¢iselné loterii pro rizné typy sazek; pak uz ale jen uvadi nésobky, které jsou
v jednotlivych pripadech vyplaceny, a bez blizsich podrobnosti poznamenéava,
ze v8echny vyhry, naklady a zisky je tfeba uvazovat s prihlédnutim k pfislusnym
pravdépodobnostem.

Dodejme, 7Ze pravdépodobnost je v uebnici [79] vyloZena v ndvaznosti na
kombinatoriku a je ji vénovano 9 stran; pfevazné se pritom jedna o fesené ulohy.
Pojem pravdépodobnosti je zde zaveden obvyklym zptisobem jako podil poctu
pfiznivych a vSech stejné moznych ptipad. Doppler ukazuje, Ze soucet prav-
dépodobnosti dvou navzajem opacnych jevi je roven jedné, a stejny vztah pak
odvozuje i pro libovolny konec¢ny pocet jev, které maji tu vlastnost, ze vzdy
nastane pravé jeden z nich. Pravdépodobnost, Zze nastane nékolik danych na-
vzéjem nezévislych jevl sou¢asné, Doppler nazyva sloZenou (zusammengesetzte
Wahrscheinlichkeit); pro dva jevy pak ukazuje, Ze slozend pravdépodobnost
je rovna soudinu jednoduchych (einfache) pravdépodobnosti pfislusnych jevi.
Je-li pfi vypoctu pravdépodobnosti pocet vSech pripadi n omezen na pocet
pripadi, které jsou priznivé jednomu ze dvou danych navzajem neslucitelnych
jevt A, B, hovoii Doppler o pravdépodobnosti relativni (relative Wahrschein-
lichkeit) a ukazuje, Ze pro pravdépodobnost, Ze nastane spise A neZ B, plati:

a
a n P
= = = , (1.4)
a b
a+b a,b pta
n o on

kde a, resp. b, znaé¢i pocet ptipadl pfiznivych jevu A, resp. B, a p, g jsou ab-
solutni (absolute) pravdépodobnosti téchto jevl (dnes bychom hovofili o pod-
minéné pravdépodobnosti P(A|AU B) — viz napf. str. 18).

Konecné Doppler rozlisuje pravdépodobnost a priori, kdy je pocet prizni-
vych a vech pFipadt pfedem znam,® a pravdépodobnost a posteriori, kdy tyto
pocty zndmy nejsou a k nalezeni pravdépodobnosti je nutny néjaky pokus ¢i
pozorovani. V této souvislosti Doppler hovori o experimentalnim urcéeni prav-
dépodobnosti jako relativni ¢etnosti pfi vétsim poctu opakovani daného pokusu
a zduraznuje vyznam tohoto pfistupu pro prirodni védy. Zajemce o hlubsi stu-
dium pak odkazuje na Laplaceovy spisy [208] a [209].

u profesora Adama Burga (1797-1882). Po uplynuti této doby se dva roky snazil nalézt odpo-
vidajici uplatnéni, az mu bylo nabidnuto alespomn misto profesora na prazské stavovské redlce.
V roce 1841 se stal fadnym profesorem prazské polytechniky, kde absolventi stavovské realky
pokradovali ve svém vzdélavani. V roce 1847 ziskal misto profesora na Banské a lesnické
akademii v Banské Stiavnici a byl zde také jmenovan dilnim radou. Po revoluci, za¢atkem
roku 1849, se Doppler vratil do Vidné. Kratce prednasel na polytechnice, v roce 1850 pak
byl jmenovan feditelem nové zfizeného Fyzikalniho institutu na videnské univerzité. Zemftel
v roce 1853 v Benatkach, kam odjel s podlomenym zdravim v nadéji na zotaveni. Podrobné
informace o Zivoté a dile Ch. Dopplera poskytuji publikace I. Stolla: Zivot a dilo badatele
Dopplera, PMFA 38 (1993), str. 260—-269; Dopplerovsky rok, PMFA 49 (2004), str. 89-94;
Christian Doppler. Pegas pod jarmem, Prometheus, Praha, 2003.

6Toto oznaceni se lidi od dnesniho pojeti; tehdy vsak bylo pouzivano Easto a jak uvidime,
objevilo se i v dalsich ucebnicich z 19. stoleti.
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Po roce 1849

Nyni se zastavme u uéebnic psanych v ¢eském jazyce” a podivejme se na
nékolik ptikladi, které pfindseji zajimavou inspiraci i pro vyucovani v dnesni
dobé. Nejprve vSak pripomenme, Ze po tzv. Exner-Bonitzové reformé z roku
1849 se pravdépodobnost objevila v osnovach pro vyssi readlky: v zavérecném
tfetim roc¢niku byla v ramci algebry pfedepsana kombinatorika s uzitim na bi-
nomickou a polynomickou poucku a na zdklady poctu pravdépodobnosti;® v os-
novach pro gymnézia byla v té dobé uvedena jen kombinatorika a binomickd
poucka.” Osnovami byly do velké miry vazany oficialni uéebnice matematiky.
Napiiklad Simerkova Algebra ¢ili poctdistvi obecné pro vyssi gymnasia [S5] tak
kon¢i kombinatorikou, prvni ¢esky psanou ucebnici obsahujici vyklad zaklada
pravdépodobnosti je az Smolikova Algebra pro stiedni $koly [348], uréend stu-
denttim vysSich stfednich skol vSech typi, o niz se jesté zminime podrobnéji.

Je vsak tfeba poznamenat, ze pravdépodobnost se na gymnéziich kratce
objevila ve vyuce filosofické propedeutiky. V ¢asti 2.2.4 uvidime, Ze Robert
Zimmermann (1824-1898), zak Bernarda Bolzana (1781-1848) a autor prvni
oficidlni uéebnice pro tento piedmét,'® pojal v prvnim vydani [401] z roku 1853
¢ast vénovanou logice do zna¢né miry jako didakticky upraveny vytah z Bolza-
nova spisu Wissenschaftslehre [B10], a to vCetné odstavcii, v nichz je zaveden
pojem pravdépodobnosti jako nastroj pro rozsifeni deduktivni logiky. V roce
1858 vysel nezménény dotisk ucebnice, potom vsak Zimmermann svou knihu za-
sadné prepracoval; specidlné o pravdépodobnosti v matematickém slova smyslu
se v novém vydani [402] z roku 1860 jiz nehovoii.

Richard Baltzer — Martin Pokorny: Zakladové mathematiky

Vratme se nyni k u¢ebnicim matematiky. Na poc¢atku 60. let 19. stolet{ vysla
dvoudilna kniha Die Elemente der Mathematik ([7] a [8]) némeckého matema-
tika Richarda Baltzera (1818-1887),! ktera byla zahy pteloZzena do nékolika

"Na stfednich a vysokych skolach byla vyuka v &eském jazyce povolena v roce 1848.
K vyraznéjsimu rozvoji ceského skolstvi zacalo dochazet v 60. letech 19. stoleti, kdy také
vznikly prvni kvalitni uéebnice matematiky.

8Viz [404], str. 247. Pii reformé byly zavedeny Sestileté realky, rozdélené do dvou stupiit;
student, ktery absolvoval prvni tfi roéniky nizsi realky, mohl své vzdélani zakoncit ¢tvrtym
praktickym ro¢nikem, anebo mohl pfimo pokracovat ve studiu na tiileté vyssi realce, ktera
byla pfipravou pro vysoké skoly technického zaméreni. Vedle toho vSak reforma pamatovala
i na dosavadni nizsi realky ¢i méstanské skoly, které byly spojeny s obecnou skolou misto jejiho
¢tvrtého ro¢niku; ty mohly byt dvouleté nebo tfileté a studenti na nich méli absolvovat jeden
nebo dva teoretické a jeden prakticky orientovany rocnik.

9Gymnazia byla po reformé rozsifena z Sestiletych na osmiletd; kombinatorika byla uve-
dena v osnovach pro 7. ro¢nik. V 8. ro¢niku se matematika jiz nevyucovala, v ramci nového
predmétu filosofickd propedeutika se zde vsak vedle empirické psychologie méla probirat také
formdlni logika. Po upravé studijnich plani z roku 1855 byla do oktavy zarazena jedna hodina
matematiky, vénovana feSeni matematickych problému a celkovému opakovani, a filosoficka
propedeutika byla rozsifena do dvou roéniktt — viz [404], str. 35-38 a pfilohu o upravach
z roku 1855. Podrobnosti o skolskych reformach a o osnovach na rtznych typech skol v rtz-
nych dobéach lze nalézt v monografii [239] J. Mikul¢dka. O Ceskych ucebnicich matematiky
pojednava K. Vorovka v praci [V9], z pozdéjsi doby zde uvedme knihu [23] M. Bec¢varové.

10U¢ebnice byla schvalena k pouzivani ve vjuce v roce 1854; prvni dil [400] byl vénovan
psychologii a vySel v roce 1852, druhy dil [401] byl vénovan logice a vySel o rok pozdéji.

HRichard Baltzer ptisobil do roku 1868 jako stfedoskolsky profesor na Kreuzschule v Draz-
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svétovych jazyki, ziskala si oblibu v fadé zemi a stala se inspiraci pro mnohé au-
tory stfedoskolskjch ucebnic. Cesky pieklad prvniho dilu, ktery po¥idil Martin
Pokorny (1836-1900),'2 vysel v roce 1874 pod ndzvem Dra Richarda Baltzera
Zdkladové mathematiky. Dil Prvy. Prostd arithmetika, obecnd arithmetika, al-
gebra [286]. Pokorny vychézel ze ¢tvrtého opraveného vydéani z roku 1872; ¢ast
tykajici se pravdépodobnosti, kterd nas v tuto chvili zajimé predevsim, vSak
zistala az na nékolik drobnosti stejna jako ve vydani prvnim z roku 1860.

Baltzer zaradil zaklady teorie pravdépodobnosti do kapitoly Obecnd arith-
metika, a to jako samostatny paragraf navazujici na vyklad kombinatoriky, te-
orie determinant, polynomi a figurdlnich ¢isel (viz [286], str. 145-151). Pojem
pravdépodobnosti je zde zaveden ve smyslu klasické definice:

Je-li v okolnostech urcitiych z n pripadu A, B, C, ... jeden tak mozny jako
druhy, ale miZe-li nastati skutecné jen jeden, bud A, bud B, nebo C, ..., maji
jednotlivé ty pripady stejnou (pravdé-)podobnost (probabilitas), jiZ ubyvd, kdyz
poctu n pripadi moznych pribyvd. PoloZime-li podobnost pripadu A pri n moz-
nych pripadech = 1 : n, jest podobnost, Ze z obou pripadi A a B nastane jeden,
=2:n, atd.'® Viibec jest podobnost néjakého piipadu pomérem poctu prizni-
vych pfipadi (chance), jimiz se vyhovi ocekdvdni, k poctu pripadi moznych.
Pripad jest

nemozny, je-li jeho podobnost = 0;
nepodobny, je-li jeho podobnost < %;
nejisty, je-li jeho podobnost = %;
podobny, je-li jeho podobnost > %;

Jisty, je-li jeho podobnost = 1. ([286], str. 145)

Po nékolika fesenych prikladech tykajicich se mj. hodt kostkou nebo ¢i-
selné loterie Baltzer uvazuje libovolny kone¢ny pocet jevi E, F, G, ..., jejichz
pravdépodobnosti jsou po fadé p = my/n, ¢ = ma/n, r = mz/n, ... (n znad

pocet vSech mozngch piipadi, m; pocet piipadii, kdy nastane dany jev) a které
maji tu vlastnost, ze vzdy mizZe nastat nejvyse jeden z nich. Ukazuje, Ze prav-
dépodobnost, Ze nastane néktery z téchto pripadi, je souctem jednotlivych
pravdépodobnosti,
m1+m2+m3+-~
n

:p+q+r+7

a zavadi pojem wvzdjemné ¢i relativni pravdépodobnosti pripadu E vzhledem
k pfipadum FE, F, G, ... ve smyslu podminéné pravdépodobnosti jako podil

danech, potom byl jmenovan Fadnym profesorem matematiky na univerzité v GieBenu, kde
zustal az do konce zivota.

12Po kratkém ptisobeni na novoméstském némeckém gymnaziu v Praze, kde od roku 1861
vyucoval jako suplent matematiku a Cesky jazyk, byl Martin Pokorny v roce 1865 jmenovan
profesorem matematiky a fyziky na redlném gymndaziu na Malé Strané v Praze. Zde pak
pusobil az do odchodu na odpocinek v roce 1895; v roce 1875 byl jmenovan reditelem skoly.
Kromé toho byl matematikem Vzéjemné pojistovaci banky Slavie a dlouholetym ¢lenem a od
roku 1878 az do své smrti také predsedou Jednoty ceskych mathematikia. Podrobnéjsi infor-
mace o této osobnosti lze nalézt v ¢lanku A. Panka: O Zivoté a éinnosti Martina Pokorného,
CPMF 30 (1901), str. 81-100.

13V némecké verzi je v nadpisu i véude v textu pouzit obvykly vyraz Wahrscheinlichkeit.
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mi1 _ p
mi+me+mg+-- prqgtr4---
Potom ukazuje, ze jsou-li specialné jevy E, F, G,... protivné & kontrarni

(vzdy nastane pravé jeden z nich), je soucet jejich pravdépodobnosti roven
jedné a vzajemnd pravdépodobnost jednoho z nich je shodna s jeho prostou
pravdépodobnosti.

Na ptikladu sazek pak zavadi pojem nadéje jako soucin hodnoty vyhry a jeji
pravdépodobnosti. Pro lepsi pochopeni pfitom podava nasledujici objasnéni:

Maji-li pripady E, F, G,... podobnosti p, q, r,... a jsou-li protivny, tak
Zep+q+r+--- =1, a md-li dle umluvy nastoupent pripadi E, F, G, ...
za ndsledek, Ze osoby A, B, C,... obdrzi vyhru S, ndleZeji pred rozhodnutim
jednotlivgm osobam castky pS, qS, rS, . ... Je-li totiz viibec n moznyjch pripadi
a toliktéz osob, z michz Ini, 2hd, 3ti, ..., obdrzi vyhru S, jok nastane pripad
Int, 2hy, 3ti, ..., pak maji vsecky osoby stejné prdavo k S, proceZ ndlezi pred
rozhodnutim kaZdé osobé % Je-li ale z n pripadi m takovych, kde nastane E,
slucuge v sobé osoba A prdva m onéch osob, t.j. ji ndlezi pred rozhodnutim 7+,

¢ pS. Atd. Vskutku jest pS+qS+rS+---={p+qg+r+---)S=S.  [...]
Ma-li vghra S [...] uhraditi se prispévky dcastniki, musi prispévky byti pS,
qS, TS, ..., t.j. rovnati se jejich nadéjim.

Baltzer pak koné¢i ponaucenim:

Sdzka a vyhra hrdcova maji se k sobé miti, jako podobnosti, Ze vyhraje neb
prohraje. Loterie a herny nabizeji vsak obycejné hracum vyhru, jeZ nedosahuje
vyse prislusné k sdzce; politdt se na chut obecenstva ve vjhru bez vlastni prdce.

([286], str. 151)

Dodejme, ze kniha [286] nebyla oficidlni ucebnici, mezi profesory stfednich
kol 1 ucitelskych ustavi se vsak tésila velké oblibé, a to predevsim pro svou
presnost, jasnost, velké mnozstvi historickych poznamek i celkové pojeti, po-
skytujici nadstavbu nad povinné vyucovanymi tématy — zajimavé je napiiklad
zminéné zafazeni teorie determinanti.!® Jiz v roce 1872, kdy Pokorny teprve
zacal pracovat na ¢eském piekladu, vyzdvihl kvalitu pfedlohy [7] Frantisek Jo-
sef Studnicka (1836-1903), ktery v recenzi otisténé v Casopise pro péstovani
mathematiky a fysiky zdtdraznil, Ze by si kniha zaslouzila, aby byla zakladem
matematického vyucovani na vSech stfednich skolach, i kdyz by to vyzadovalo
zménu studijnich plant.'® Po dokonéeni piekladu pak kromé jiného napsal:

Poukazugic k tomu, co o spisu tomto jiz l. r. bylo Teceno, odporucujeme jej
opétné vsem profesorum mathematiky na strednich skoldch nasich, aby si ho
dopodrobna prohlédli a moznd-li vibec, podlé ného jednotliveé ¢dsti neb i celou
algebru predndseti se pokusili; mdmet pevné za to, Ze ¢im ddle tim vice obliby
v ném budou miti a Ze se zajisté tu i tam pokusi, aby jej co ucebni knihu na
svug ustav zavedli. Mimo to pak zvldsté upozornujeme na spis tento veditelstva

14Druhy dil [8], ktery do Gestiny prelozen nebyl, obsahoval mimo jiné zaklady hyperbolické
geometrie (po¢inaje druhym vydanim z roku 1867).
18 Vestnik literdrni, CPMF 1 (1872), str. 215.
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pedagogickych ustavi nasich, jsouce presvédceni, Ze pro kandiddty ucitelstvi
nent primerenéjsi ucebni knihy nad tuto, povdZi-li se zdroven, Ze se tu predndsi
posluchacim zralejsiho usudku a vdZnéjsi snahy; md-li ucitel vadné uciti, must
se mu predevsim dostati *ddnyjch, presnych vijkladi o viech vécech |...].16

Baltzerova kniha obsahovala vedle vykladu pouze fesené ptiklady, k jednot-
livym paragrafiim pak byly doplnény odkazy na vyse zminénou Heisovu sbirku
tiloh [140].17 Do &eského jazyka tato sbirka pielozena nebyla, jeji némecké vy-
déni vSak bylo i na ¢eskych skolach velmi rozsitené. Az do roku 1876, kdy vysla
Sbirka uloh z algebry pro vyssi tiidy stiednich skol [149] od Frantiska Hromadka
a Aloise Strnada, obdobna sbirka v ¢eském jazyce chybéla, a tak byly i v ¢eské
verzi ponechény ptivodni odkazy na Heisovy tlohy v knize [140].

Josef Smolik: Algebra pro stredni skoly

V roce 1869 byla ministerstvem kultu a vyucovani jako fadné stiedoskolska
ucebnice schvélena Algebra pro stiedni skoly [348] Josefa Smolika (1832-1915),
profesora na vyssi redlce v Pardubicich;'® kniha vysla tiskem v nasledujicim
roce. Pravdépodobnosti je zde vénovano 9 stran. Vyklad probiha podobné jako
v Baltzerové knize [7], tlohy jsou vSak pozménény a je doplnéna fada dalsich
fesenych i nefesenych ptikladt. Smolik napiiklad dodéava tlohu tykajici se prav-
dépodobnosti doziti jedné nebo vice osob, podrobnéji také rozebird tzv. malou
loterii, o niz jsme hovorili dfive (viz str. 19).

V nefesenych tlohach zafazenych do kombinatoriky (skladny) se Smolik
nejprve pta, kolik amb, ..., kvinteren lze sestavit z 90 ¢isel malé loterie, anebo
jaka je celkova vysSe sazky hrace, ktery si vybere 10 ¢isel z 90 a vsadi na kazdé
ambo, které z nich lze sestavit, a krejcart ¢i zlatjch, na kazdé terno b, na
kazdé kvaterno c a na kazdé kvinterno d krejcart ¢&i zlatjch.!? V ¢asti vénované
pravdépodobnosti pak fesi tlohu:

V malé loterii vytahne se z 90ti cisel 5. Sadi-li kdosi 12 cisel a sice vSechna
extrata, amba, terna atd., které z téchto sestaviti lze, jak velika jest podobnost,
Ze vyhraje nejvyse 1 extrato, 1 ambo atd.??° ([348], str. 279)

16 Vestnik literdrni, CPMF 2 (1873), str. 248.

17Jiz bylo zminéno, ze ulohy tykajici se po¢tu pravdépodobnosti jsou v obsazeny hned
v prvnim vydani sbirky; ve vydani osmnactém z roku 1867 v nich doslo jen k mensim zménam
a bylo prfidano nékolik prikladi navic.

18Smolik byl profesorem matematiky a fyziky, vyudoval vak také cesky a francouzsky
jazyk. Kromé matematiky a jeji historie se zabyval rovnéz astronomii, archeologii, obecnou
historii, numismatikou a popularizaci pfirodnich véd. V Pardubicich ptsobil do roku 1871,
kdy byl jmenovan profesorem na reidlném gymnéziu na Malé Strané v Praze; o rok pozdéji se
pak stal profesorem na Ceskoslovenské obchodni akademii v Praze, kde vyudoval az do roku
1893. Zivotu a dilu této osobnosti je vénovdna monografie [22] M. Bedvarové.

9Podle pravidel byl napiiklad hraci, ktery vsadil dvé &sla na ambo a tato ¢&isla byla
vylosovana, vyplacen 240nasobek sazky. Kdyby chtél, aby mu byl stejny nasobek vyplacen
i v pfipadé, ze by vsadil tfi ¢isla a vysla by jen dvé z nich, musel by vsadit na vSechny tii
dvojice, které lze ze vsazenych cisel vytvorit. Kdyby chtél vyhru i v pripadé, ze vyjde jen jedno
ze vsazenych ¢isel, musel by navic vsadit i tii extrata. Uvedena tloha tedy ddva odpovéd na
otazku, jakou celkovou ¢astku musi vsadit hrac¢ na zvolenych 10 éisel, aby v pfipadé shody
pravé dvou cisel vyhral 240a, pfi shodé tii ¢isel 48005, pro ¢tyfi 19200c a pro pét 48 000d.

20Podobnou tlohu, ale jen pro terno, fesil ve své ucebnici jiz Baltzer. Nésledujici zobecnéni
se objevuje az ve Smolikové uéebnici.
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Poté Smolik uvazuje obecnéji loterii, v niz se losuje k z celkovych n cisel,
a uvadi nasledujici pravdépodobnosti p;, Ze hrac, ktery vsadi s ¢isel, uhodne
praveé i z ¢isel vylosovanych:

(&) (&) (&)
Pk<z) ps@:z)
(+) )

Pozdéji zavadi pojmy vztaZité pravdepodobnosti a mathematické nadéje ve
smyslu Baltzerovy vzdjemné pravdepodobnosti a nadéje, tj. ve smyslu dnesni
podminéné pravdépodobnosti a stfedni hodnoty vyhry. Vysvétluje, ze ve spra-
vedlivé hie by se vsazena Castka méla rovnat mathematické nadéji, neboli za
kazdy vsazeny zlaty by méla byt v pripadé tispéchu vyplacena vyhra rovnajici
se prevracené hodnoté jeji pravdépodobnosti; k tomu dodéava:

, je-li s >k, , je-li s < k. (1.5)

Tohoto pravidla se vSak meSetri, ponévadZ se mepochybné pocitd na chut
hrdci, kteri bez prdce a namdhdni chtéji sbohatnouti. ([348], str. 286)

Pro srovnani pak uvadi, kolik by mélo byt vyplaceno v malé loterii, kdyby
méla vyhra odpovidat nadéji, a kolik je vyplaceno ve skutecnosti; vysledky jsou
shrnuty v tabulce 1.7, v niz jsou navic podle Pankova ¢lanku [259] doplnény
udaje o kurzu, ktery byl v té dobé pouzivan v Italii.

TAB. 1.7 PRAVDEPODOBNOSTI A VYPLACENE VYHRY V TZV. MALE LOTERII

visledek pravdépodobnost spravedlivy kurz kurz
vysledku: p kurz: 1/p v Rakousku v Italii

extrato 1/18 18 14 15
nominato 1/90 90 67 70
ambo 1/400,5 400,5 240 270
terno 1/11748 11748 4800 5500
kvaterno 1/511038 511038 19200 75000
kvinterno 1/43949 268 43949 268 48 000 1100000

Pravdépodobnosti v druhém sloupci (s vyjimkou vySe zminéného nomi-
nata) odpovidaji vztahu (1.5) pro ps, kde s = 1,2,3,4,5. Smolik v ucebnici
[348] skonéil u terna, protoze sazky pfimo na kvaterno a kvinterno rakouskd
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loterie neumoznovala; pt¥i shodé ¢tyt, resp. péti ¢isel byla vyplacena ¢tyfti terna,
resp. deset teren. Z tabulky je zaroven patrné, pro¢ byly v rakouské monarchii
zakazany sazky v zahrani¢nich loteriich.

Frantisek Josef Studnicka: Algebra pro vyssi tridy skol strednich

Ponékud odlisny vyklad lze nalézt v ucebnici algebry pro vyssi t¥idy stfednich
gkol [357], kterou v roce 1877 vydal FrantiSek Josef Studnicka (1836-1903).2!
0ddil vénovany pravdépodobnosti zac¢inad vymezenim pojmi nutny a ndhodny jev:

Pokud s jednou pricinou spojen jest jenom jeden vysledek, vime tedy na jisto,
ze se vyskytne, jakmile pricina se uskutecni; zjev prislusny jest nutny. Kdmen
z ruky pustény klesd nutné k zemi, ponévadZ jiny pripad neni mozny. Je-li
vsak s jednou pricinou spojeno mozniych vysledki vice, nevime na jisto, ktery
z nich se vyskytne, jakmile pricina ta se uskutecni; zjev prislusny jest ndhodny.
[...] Chceme-li porovnavati mozZnosti rozlicnych vysledki z jedné hlavni pri-
¢iny plynoucich, must tyto moznosti byti uplné stejné, tedy spojene se stejnym
namdhdnim fysickym a duSevnim; jakmile jsou nestejné, nepodléhaji Zadnému
porovndni ¢iselnému a nemohou biyti predmetem mathematického vysetrovani.

Pojem mathematické pravdépodobnosti pak Studnicka zavadi jako miru nd-
hodnosti stejné mozZnych zjevu, pricemz za méritko béve se tu absolutni nebo
prostd jednotka, ana znamend nutnost nebo jistotu, takZe pak pravdépodob-
nost vyjadruje se pomeérnou ¢dsti této jednotky a nemoznost konecné symbolem
nulla. Potom pripomina:

A tu rozezndvd se pravdépodobnost divodnd nebo deduktioni (a priori) a nd-
vodnd neb induktivni (a posteriori); v pFipadé prunim jest poéet moznych zjevi
JiZ z predu urcen, kdeZto v druhém se odvozuje ze zkusenosti. Pravdépodobnost,
Ze vytdhne se na pruni tah ze hry karet krdl, jest deduktivni, jelikoZ tu naprosto
urcen pocet karet a krdli v nich obsazenych; pravdépodobnost, Ze z tisice trile-
tych déti prezije rok jen 970, jest induktivni, na zkusenosti zaloZend.

([357], str. 183-184)

Vyjadrieni pravdépodobnosti ve tvaru podilu poc¢tu pfiznivych a vSech moz-
nych pfipadi neni pro Studnicku definici, ale pravidlem, které odvozuje ze své
,definice” a ze skutec¢nosti, ze pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné (pfi-
tom ale napiiklad mléky predpokldda, ze plati aditivita). Zakladni vlastnosti
pravdépodobnosti, doplnéné ilustracnimi priklady, jsou pak vylozeny podobné
jako ve starsich uc¢ebnicich. Je vSak zajimavé, ze samostatny paragraf je nakonec

21Frantisek Josef Studnicka pusobil v letech 18621864 jako suplujici profesor na némec-
kém gymnéziu v Ceskych Budé&jovicich, potom dva roky jako prozatimni honorovany docent
na polytechnice v Praze, kde byl v roce 1866 jmenovan fddnym profesorem matematiky.
V roce 1871 odesel jako Ffadny profesor matematiky na prazskou univerzitu; od jejiho rozdé-
leni v roce 1882 puisobil na univerzité ceské. Kromé zminéné stiedoskolské ucebnice algebry
[357] je Studni¢ka autorem prvnich ¢eskych vysokoskolskych ucebnic, a to jak pro studenty
technickych skol, tak i pro kandidaty ucitelstvi. Jejich sepisovani se vénoval od svého pfichodu
na prazskou polytechniku a fadu jich vydal vlastnim nédkladem. Tyto ucebnice umoznily stu-
dium matematiky v ¢eském jazyce a byly vyuzivany az do pocatku 20. stoleti. Podrobnosti
o Studnickové pedagogickém pusobeni, o jeho populariza¢nich aktivitach a celkové o jeho dile
a zivotnich osudech lze nalézt v monografii [19] M. Beévafové.
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vénovan upotrebeni pravdépodobnosti pri resent uloh z poctdrstvi narodohospo-
ddrského. Sem Studnicka Fadi tlohy tykajici se jednak loterii (véetné rakouské
Ciselné loterie), her v karty, kostky apod., jednak rtznych typi zivotniho po-
jisténi, kde ,sazejicim“ je osoba, kterd uzavird pojisténi, jez ji v pripadé doziti
urc¢itého véku prinese dany kapital (vyplaceny jednordzové nebo ve formé di-
chodu), anebo kterym zajisti vyplaceni jistého obnosu pozustalym v p¥ipadé
amrti. Ve vSech pfipadech se jednd o to, Ze si hrd¢ (popf. pojistitel) kupuje
za relativné nizkou sdzku (pojistné) nadéji na vysoky zisk. P¥itom je opét po-
zadovano, aby se sazka rovnala soucinu vyhry a jeji pravdépodobnosti, tj. aby
se ani jedné strané nedostalo neodtivodnéného zisku. Pfipousti se vsak urcita
prirdzka pokryvajici ndklady na provoz — zejména v piipadé pojistoven.

Studnicka zde fesi napriklad nasledujici lohu: Kolik zlatych musi do po-
jistovny slozit tficetilety muz, aby mu v pripadé, ze bude nazivu, bylo po 20
letech vyplaceno 1000 zlatych? Pro feseni je tfeba znat jednak tdaj z tmrt-
nostnich tabulek o tom, jaka ¢ast t¥icetiletych lidi se dozije 50 let (tehdy to
bylo 581 ze 734), jednak trok, jimZ se bude tro¢it vklad (Studnicka uvazuje
urocitel ¢ = 1,05, tedy pétiprocentni Grokovou miru, a slozené uroceni). P¥i
nulovém zisku pojistovny by muselo pro vklad S platit:2

581

20
:7-1
¢*5 = 2 - 1000,

odkud pro ¢ = 1,05 vyjde S = 298 zl. 33 kr.

V jiné tloze potom Studnicka fesi, kolik zlatych musi a-lety clovéek slozit
do pojistovny, aby po dobu n let dostéval na konci kazdého roku v zlatych,
nezemfe-li diive. Celkovy vklad V, je v tomto pfipadé souctem

Agr1 v Agre v Agyn v Vv — —k
Vv, = v R R A :
( A, 9 A @ T A ) T4 ; e

kde A; je pocet osob ve véku i, uvedenych v imrtnostni tabulce, a ¢ je trocitel.

Upravy uéebnich plant

ZaYazenim tloh tykajicich se pojistovani Studnicka vyhovél chystané tprave
ucebniho planu tplnych redlek, které byly v roce 1877 rozsiteny z Sestiletych na
sedmileté. Podle nového planu [405], ktery byl uvefejnén v roce 1879, zlstala
kombinatorika v Sestém roc¢niku a do ro¢niku sedmého byly zarazeny Zdklady
nauky o pravdépodobnosti. Reseni nékterych tloh z oblasti Zivotniho pojistovdnd.

O pét let pozdéji vysel upraveny ucebni plan pro gymnézia [406], ktery pro
septimu uvadi pouze kombinatoriku a jeji upotrebeni a pak jiz jen binomickou
poucku. V pripojenych metodickych instrukcich vsSak nalezneme zminku, ze
jako upotiebeni kombinatoriky mutize byt probiran pocet pravdépodobnosti, a to
v omezeném rozsahu, odpovidajicim vétsiné tehdejsich elementarnich ucéebnic.
Reseni nejjednodussich problémii Zivotniho pojistovani pak mohlo byt zafazeno
jen tehdy, kdyz méli zaci k dispozici potfebné tabulky. Podobné tomu bylo i po

22Uvédomme si, ze leva strana udava, na kolik zlatych by vzrostl vklad S za 20 let, kdy-
bychom jej misto do pojistovny vlozili do banky, kde by byl Gro¢en 5 procenty ro¢né; prava
strana udava ,matematickou nadéji“ ¢i stfedni hodnotu castky vyplacené po 20 letech.
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Gprave osnov z roku 1899, kdy jsou v osnovach pfedepsany opét pouze zdaklady
kombinatoriky a binomickd poucka pro celé kladné exponenty — viz [407].

Emanuel Taftl: Algebra. Vyssim tridam strednich skol ¢eskych

Samostatnou podkapitolu vénovanou uloham ndrodohospoddrskiym obsahu-
je také ucebnice algebry pro vyssi tfidy stfednich skol [366] Emanuela Taftla
(1842-1920), jejiz prvni vydéni vyslo v roce 1883 a bylo schvileno minister-
stvem kultu a vyudovani k uzivani na vyssich ceskjch st¥ednich skolach.2?

Vlastni pojem pravdépodobnosti je v Taftlové ucebnici zaveden ve smyslu
klasické definice. Stejné jako Studnicka, také Taftl dale rozliSuje pravdépodob-
nost deduktivni a induktivni a podava obvykly vyklad jejich zakladnich vlast-
nosti. Zminéna ¢ast vénovana ndrodohospodadrskym ulohdm je pak jesté o néco
podrobnéjsi nez ve Studnickové ucebnici. Taftl uvadi pravdépodobnosti vyhry
a zisky provozovatele malé loterie a potom uz se vénuje zivotnimu pojisténi.
Zacina sérii uloh tykajicich se samotnych tmrtnostnich tabulek, v nichz napri-
klad hleda pravdépodobnost, Ze osoba, jiz je nyni n let, bude nazivu jesté po
r letech, nebo ze naopak béhem nésledujicich r let zemte, popr. pravdépodob-
nost, ze po r letech bude mezi Zivymi, resp. zesnulymi, dvojice osob. Potom se
zabyva pojistovanim jistin, tj. otdzkou, jaké pojistné S mé zaplatit osoba, jiz
je nyni n let, aby ji v pfipadé, Ze bude nazivu jesté po r letech, byla vyplacena
¢astka K. Konecné poslednim okruhem je pojistovani diichodu, kdy jistina K
neni vyplacena jednorazové, ale ve formé dichodu, vyplaceného vzdy na konci
roku, a to bud dozivotné, nebo po omezenou, pevné stanovenou dobu. Kazda
uloha je zformulovana a feSena nejprve obecné, pak vZdy nésleduje konkrétni
priklad.

Frantisek Machovec: Algebra pro vyssi tridy Skol strednich

V roce 1886 vysla ucebnice algebry Frantiska Machovce (1855-1892), pro-
fesora na realce v prazském Karling.?* Kniha byla vydana zvlast pro gymnézia
a zv1ast pro redlky — viz [226] a [227].25 Céast vénovana pravdépodobnosti je
vSak v obou vydanich shodné. Pravdépodobnost je zde opét zavedena ve smyslu

23Emanuel Taftl ptsobil v letech 18681871 jako profesor na gymnéziu v Hradci Kralové,
potom odesel do Klatov, kde vyucoval na gymnaziu do roku 1893, kdy se stal skolnim in-
spektorem pro Klatovy, Domazlice a Horsuv Tyn. Podrobnéjsi informace 1ze nalézt v ¢lanku
E. Kalisty: Ph. Dr. Emanuel Taftl, CPMF 50 (1921), str. 321-323.

24Frantisek Machovec zac¢al svou pedagogickou kariéru jako asistent na realce v Kutné Hofe,
od $kolniho roku 1876/77 piisobil jako pomocny uéitel na gymnaziu v Klatovech a o dva roky
pozdéji prisel na redlku v Karling, kde v roce 1881 ziskal definitivu. Ve $kolnim roce 1885/86
mu byla udélena dovolena a mohl navstévovat prednasky na univerzité ve Strasburku, kde
také dokoncil déle zminénou ucebnici algebry. Ve Skolnim roce 1891/92 suploval pfednasky
profesora Frantiska TilSera na ¢eské technice v Praze a mél pokracovat i roce nasledujicim,
v Fijnu roku 1892 vSak zemfel. Vice viz napf. ¢lanek L. Seiferta: K stému vyroci narozent
prof. Frant. Machovce, Matematika ve skole 3 (1952-53), str. 619-621.

25Ministerstvo kultu a vyucovani schvalilo svym vynosem z roku 1887 az druhé vydani,
které vyslo v roce 1887, a to jesté jen vydani pro redlky. Karel Vorovka ve studii [V9] po-
znamenava, ze tak ministerstvo ucinilo az poté, co byla Machovcova kniha zasadné zkracena
z puvodnich 423 na 298 stran. Toto zkraceni se castecné dotklo i pravdépodobnosti, kde byly
mj. vypustény tfi z deseti tloh tykajicich se pojistovani.
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klasické definice a kromé jejich zakladnich vlastnosti jsou zde podrobné roze-
brany riizné hry véetné malé loterie, stejné jako tmrtnostni tabulky a problémy
pojistné matematiky. Uloham tykajicim se pojisfovani piitom piedchazi samo-
statny paragraf O sdzce a vyhre ve spravedlivé hre, jehoz vysledky jsou pak
vyuzity v dalsim vykladu. Podobné jako autofi starsich uc¢ebnic Machovec po-
drobné zdtvodnuje, pro¢ pri spravedlivé hre musi byti mathematické nadéje
[definované tehdy obvyklym zptsobem jako sou¢in hodnoty vyhry a jeji prav-
dépodobnosti] hrajicich osob stejné, a podobnou podminku pak odvozuje i pro
obecnéjsi pripad, kdy se uzavira libovolny koneény pocet sazek na jevy, z nichz
miize nastat vzdy nejvyse jeden: Pri spravedlivé hre musi byti soucty mathe-
matickijch nadéji hrajicich osob stejné. Zminény soucet mathematickych nadéji,
tedy dnesni stfedni hodnotu vyhry, Machovec nazyvé pravdepodobnou vijhrou.

Nasledujici paragraf je potom vénovan tlohdm souvisejicim s pojistovanim.
Oproti Taftlové ucebnici [366] sem Machovec zafazuje nékteré problémy navic
— kromé jiného pfipad, kdy je pojistné placeno ve formé pravidelnych vklada
a po dosazeni stanoveného véku je vyplacena jistina K, popf. je zahdjeno vy-
placeni dozivotniho ro¢niho dichodu. Pri feSeni vzdy vychazi z jednoduchého
pozadavku, aby se nynéjsi hodnota pravdépodobného prijmu rovnala nynéjsi
hodnoté pravdépodobného vyddni; pouziva tedy pravidlo odvozené v souvislosti
se sazkami, kde je jen tfeba pocitat se soucasnymi hodnotami vSech vydajt
a prijmu.

Machovcova ucebnice je zajimava jesté z jednoho dtivodu: pravdépodobnost
je zde sice definovéana jako podil po¢tu pfiznivych a vSech moznych pripad,
po nékolika ilustracnich prikladech vsak nalezneme poznamku: v mnohych pri-
padech nelze vyjadriti cisly pocet pripadi mozZnych a priznivych, ale lze urciti
jich pomér a tudiZ pravdépodobnost prislusného zjevu. Tuto skutec¢nost pak Ma-
chovec dokladé tfemi tilohami z oblasti geometrické pravdépodobnosti. Prvni
z nich je feSena a jeji znéni je nasledujici:

V trojuhelniku sestrojena jest se zakladnou rovnobézka. Jakd jest pravdépo-
dobnost, Ze trojuhelnik, ktery pri vrcholu vznikl, jest mensi neZ polovina daného
trojuhelniku? [Z TeSeni je patrné, Ze se maji porovnavat obsahy trojuhelnik.]

C ’
. \Y%
72 r
X Y
a
A B a ~_  —

OBR. 1.3 ILUSTRACE K ULOHAM Z MACHOVCOVY UCEBNICE ALGEBRYZ%

26 Obrazek vlevo je piekreslen podle Machovcovy uéebnice [226], zbyvajici dva obrazky jsou
ptridany navic; v knize jsou uvedena pouze samotnd zadani nefesenych uloh.
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Pii feseni Machovec voli bod X na tseéce AC tak, aby pro trojihelnik
XYC, kde XY || AB (viz obr. 1.3 vlevo), platilo:

S(AXYC) =1.S(AABC). (1.6)

Potom uvazuje takto: Priznivé jsou patrné ty pripady, v nichZ vytéend rovno-
bézka sestrojena jest nékterym bodem usecky X C. PonévadZ ddle onu rovno-
bézku sestrojiti lze kaZdym bodem usecky AC, jest|...] Zddand pravdépodobnost

p=|XC|:|AC]. (1.7)

Jinymi slovy, pfiznivych a vSech moznych piipadid je nyni nekonec¢né mnoho,
proto nelze pouzit klasickou definici. Pravdépodobnost je vSak pfesto mozné
vypocitat — jen je tfeba misto poc¢tu prvki uvazovat vhodnou miru pfislusnych
mnozin. Jak jsme vidéli vyse, Machovec jako miru mnoziny vSech rovnobézek
protinajicich danou tise¢ku uvazuje délku této tsecky.?” Z podminky (1.6) pak
uz jen zbyva odvodit vztah mezi délkami useéek XC a AC. Protoze

S(AXYC): S(ABC) = (|XC|: |AC|)?, (1.8)

dostéavame podminku (|XC|: |AC|)? =1/2, a tedy p = 1/V/2.
Potom Machovec uvadi jesté dvé nefesené ulohy, jejichz feseni spociva v po-
rovnavani obsaht jako mér bodi lezicich v dané rovinné oblasti (viz kap. 6):

1) Stiedy stran ctvercové desky jsou vrcholy nového étverce, z néhoz odvozen jest
Ctverec tymz zpusobem a t. d. do nekonecna. Jakd jest pravdépodobnost, Ze bod
na této desce vytéeny jest uwuniti n*° ctverce, okraj desky za 1. étverec pocitajic?

Pii feSen{ si staci uvédomit, ze pro obsahy ¢tverct plati (viz obr. 1.3 uprostted):
Si=d2, So=a2=d2/2, ..., Sp=ad?-(1/2)" ".

Hledan4 pravdépodobnost je proto p = S, /S1 = (1/2)"71 .

2) Do kruhové desky vepsdn jest pravidelny Sestithelnik, do ného kruznice, do
ni zase Sestithelnik atd. do nekonecna. Jakd jest pravdépodobnost, Ze bod na
této desce vytéeny jest uwoniti n° kruhu?

7 obr. 1.3 vpravo je patrné, ze pro obsahy kruhti plati:

Sy =7ri, Sy =mr?- (\/5/2)2, ey Sy =7t (\/§/2>

2n—2

2n—2

Hledan4 pravdépodobnost je tedy p = S, /S1 = (V3/2)

Pii feseni uvedenych piikladt si tedy studenti mohli uvédomit, ze pojem
pravdépodobnosti je podstatné obecnéjsi, nez jak jej zavadi klasickd definice,

2TW. M. Crofton & E. Czuber uvazovali pro svazek rovnobézek specialné jeho §itku, co#
by v nasem piipadé byla délka tsecky Y C, resp. BC' (viz napr. [62] a [C24]); tato mira vSak
pfejde v miru uvazovanou v Machovcové Feseni pouhym vynasobenim konstantou (speciilné
sin «v), a pravdépodobnost jako podil mér by proto v obou pfipadech vysla stejné.
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a ze pravdépodobnost lze mnohdy rozumné urcit i tehdy, kdyz jsou pocty pii-
znivych a vSech moznych pripad nekonecné. K tomu jesté dodejme, Ze teprve
v roce 1884 vydal Emanuel Czuber prvni monografii [C24] podévajici uceleny
prehled geometrické pravdépodobnosti. Do té doby existovaly jen jednotlivé
¢lanky zejména francouzskych a anglickych autort (podrobnéji viz kap. 6).

Augustin Panek: Prednasky a popularizaéni élanky

S vyukou pravdépodobnosti v 19. stoleti je také neodlu¢né spojeno jméno
Augustina Panka (1843-1908), ktery dlouh4 léta vyucoval na riznych stfednich
$kol4ch v Praze.?® Jako soukromy docent navic konal od $kolniho roku 1872/73
dvousemestralni prednasku O poctu pravdépodobnosti a methodé nejmensich
Ctverciu na prazské technice, do niz zahrnul mj. geometrickou pravdépodobnost,
riizné filosofické otazky i historii tohoto oboru.??

Pének sice nevydal zadnou stiedoskolskou ucebnici, v Casopise pro pésto-
vani mathematiky a fysiky vSak v letech 1876-1891 publikoval sérii ¢lanki,
které maji vyrazny popularizac¢ni charakter a zajisté mohly byt s iispéchem vy-
uzity ve vyuce na strednich skolach. Zakladni prehled o obsahu téchto pojednani
podava K. Macék v knize [225]. Zde jen kratce poznamenejme, Ze ¢ty¥i z nich
([256], [257], [264] a [269]) jsou vénovany FeSeni rozmanitych pravdépodobnost-
nich tloh, dalsich pét ([261], [262], [265], [268] a [270]) se tykd geometrické
pravdépodobnosti. Pfevazné obecnéjsi ivahy lze nalézt v ¢lanku [263], vénova-
ném Bayesové vété. Konecné v rozsahlém pojednani o mathematické a mordini
nadéji [259] se Panek podrobné zabyvd pojmem matematické nadéje, s nimz
jsme se setkali v pfedchazejicich odstavcich, a teorii uzitku (mordini nadéje) Da-
niela Bernoulliho (1700-1782), v€etné tzv. petrohradského paradoxu. V ¢lanku
také porovnava rakouskou, italskou a jiz zruSenou francouzskou ¢iselnou lote-
rii, pocita stfedni hodnoty zisku, ktery plyne statu z této loterie pro jednotlivé
typy sézek, a varuje pred Zalostnymi konci, k nimz vdsnivé sdizeni do loterie
mnohého privedlo.

28 Augustin Panek puisobil od roku 1867/68 jako uditel na soukromém realném gymnaziu
F. Cupra v Praze, potom vyuéoval postupné na prvni vefejné sladovnické gkole v Praze (od
roku 1869), na soukromém vys$im redlném gymnéaziu Dr. Igndce Maadeho (od roku 1870), na
vy$si stFedni Skole méstské na Malé Strané v Praze (od roku 1872 jako suplujici, od roku 1873
jako Fadny profesor), na c. k. statni stfedni skole na Malé Strané (od roku 1892) a koneéné
na nové vzniklé c. k. statni vyssi redlce v Praze III (v letech 1895 az 1904). Vedle toho byl
v letech 1868 az 1872 asistentem pfi stolici matematiky F. J. Studnicky na prazské technice,
kde se v roce 1872 habilitoval. Teprve v roce 1896 zde vsak ziskal alespon titul mimoradného
profesora; profesorem rfadnym byl jmenovan v roce 1904. Podrobné informace o Pankové
zivoté a dile lze nalézt v pojednani [21] M. Be&varové.

29Napiiklad v sylabu z roku 1881/82 je uvedeno: Absolutni, relativni a sloZitd pravdépo-
dobnost. Geometrie pravdépodobnosti. Véta Poissonova a Bernoulliho. Objektivni a subjek-
tivni nadéje. Pravdépodobnost a posteriori. Pravidlo Bayes-ovo. — Theorie chyb. Vypoctent
pravdépodobnych a prumérnych chyb. Normdlni rovnice methody nejmensich ctverciu. Uziti
methody nejmensich ctverci k trigonometrickym mérenim a pod. Déjepisny ndstin poctu
pravdépodobnosti a methody nejmensich étverci. Od roku 1887/87 byla prednaska rozdélena
na dvé samostatné semestralni prednasky, od roku 1892/93 se konala jen pfednaska o po-
¢tu pravdépodobnosti. V letech 1901/1902 az 1908/09 byla tato pfednaska dvousemestralni.
Dodejme, ze po Pankové smrti pfednasel na technice o poctu pravdépodobnosti Frantisek
Velisek (1877-1914) a po ném pak v letech 1914/15 az 1939/40 Karel Rychlik (1885-1968).
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