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6.2 POCATKY TEORIE GEOMETRICKE
PRAVDEPODOBNOSTI

*%7

6.2.1 Anglické koreny

Prvni znamy problém z oblasti geometrické pravdépodobnosti 1ze nalézt
v rukopise Isaaca Newtona (1643-1727), napsaném mezi lety 1664 a 1666, ale
publikovaném a7 v knize [251] z roku 1967. Newton si jej poznamenal pii ¢etbé
Huygensova spisu De ratiociniis in ludo aleae [160], o némz jsme hovorili v ¢asti
1.2.1, aby poukazal na to, ze pomeér Sanci muze byt iracionalni. Huygens uva-
zoval situaci, kdy Sance na vyhru ¢astky a a ¢astky b jsou v poméru p : ¢, kde
P, q jsou celd Cisla, a odvodil, Ze hodnota ocekévané vyhry je

p= @b (6.7)
p+q
Newton k tomu dodal, Ze stejnym zptisobem lze postupovat i v pripadé, ze
pomeér Sanci na vyhru je iracionalni. Uvazoval kruh v horizontalni roviné, roz-
déleny na dvé nestejné vysece, jejichz obsahy jsou v poméru 2 : v/5 (viz obr. 6.6
vpravo; vlevo je zachycena ilustrace z pojednani [251]), a kulicku zanedbatel-
nych rozméri, padajici smérem ke stiedu kruhu.%
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OBR. 6.6 ILUSTRACE
K NEWTONOVE ULOZE

Oznad¢me vysece pismeny A, B; znad¢i-li a (resp. b) hodnotu vyhry v pfipadé,
7e kuli¢ka pfi dopadu zasdhne vyse¢ A (resp. B), pak je podle Newtona hodnota
ocekavané vyhry neboli nadéje rovna

_2a+\/5b
245

6 If ye Proportion of chances for any stake bee irrational, the interest may bee found after
ye same manner. As if ye Radij ab, ac, divide ye horizontal circle bed in two pts abec & abed
in such proportion as 2 to v/5. And if a ball falling perpendicularly upon ye center a doth
tumble into ye portion abec I win (a): but if ye other portion, I win b, my hopes is worth

(2a 4+ v/5b) /(2 + V/5). ([251], str. 60)

(6.8)
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Pov§imnéme si, ze pro a = 1, b = 0 vztah (6.8) udéva pravdépodobnost
2/(2+ /5), ze kulicka zasdhne vyse¢ A; podobné pro a = 0, b = 1 obdr-
zime pravdépodobnost v/5/(2 4 v/5) zasahu vyseée B. Jinymi slovy, ve stejném
poméru jako obsahy vyseci jsou i pravdépodobnosti jejich zasazeni kulickou.

Pozoruhodné je rovnéz Newtonova poznamka, ze pro kvadr nebo jiné ne-
pravidelné téleso mohou byt rizné Sance jednotlivych stén na to, ze padnou
pravé ony, odhadnuty experimentalné pomoci Getnosti (feCeno v dnesni ter-
minologii).” Kdybychom tuto myslenku pouzili i pro kuli¢ku vrzenou na kruh
C = AU B, mohli bychom vzhledem k pfedchozim Newtonovym tvahdm na-
priklad pro tse¢ A psat:

S(A) N,as
PXTAIXTO =56 (Ncem) ’ (69)

kde Nee znadi celkovy pocet hodt kulicky zanedbatelnych rozméra (bodu X),
nadhodné ,vrzené* na kruh C, N,..s zna¢i pocet zdsahi vyseée A a pruhem je
oznacena stfedni hodnota; jinak feceno, podil Pp = N, q5/Neeir udéva jednak
odhad pravdépodobnosti zasazeni vysece A, jednak odhad A4 podilu jejiho
obsahu v obsahu celého kruhu. V Newtonovych zapiscich ze 17. stoleti tak
Ize kromé myslenky nahrazeni pocitani jevi jejich mirou odhalit také prvni
dvourozmeérnou stereologickou formuli

Aq = Pp, (6.10)

umoznujici odhad plosného obsahu urcité oblasti pomoci bodové metody, zmi-
néné v predchozi ¢asti.

Prvni publikace

Prvni publikaci, v niz lze nalézt tvahy souvisejici s geometrickou pravdé-
podobnosti, bylo pojednani [135], které v roce 1693 uveiejnil Edmond Halley
(1656—1742) a které je vSeobecné uznévano jako zéklad spravné teorie pojisténi
dichodu. Halley odvodil vztahy pro rtzné anuity nejprve analyticky, potom
pripojil jejich geometrickou ilustraci.

O rok dfive publikoval John Arbuthnot (1667-1735) prvni anglicky psanou
préci o teorii pravdépodobnosti [5], ktera obsahovala pfeklad Huygensova spisu
[160] a nékteré dalsi problémy tykajici se riznych ndhodnych her. Mezi nimi
lze nalézt také jeden nefeSeny problém zcela odlisné povahy, ktery byl vyfeSen
teprve o pill stoleti pozdéji s vyuzitim geometrické pravdépodobnosti: Kolikrat
je tfeba hodit kvadrem s hranami a, b, ¢, aby alespon jednou padla pfedem
zvolené konkrétni sténa? Reseni nalezl az Thomas Simpson (1710-1761) v po-
jednéni [346] z roku 1740, kde uvazoval sféru opsanou danému kvadru a dospél
k zavéru, ze Sance, ze padne konkrétni sténa, je rovna podilu obsahu ¢asti této
stéry, ,vyFiznuté“ paprskem vychazejicim z jejiho stfedu a pohybujicim se po
obvodu dané stény, a obsahu celé sféry. Tim problém zredukoval na nalezeni ob-
sahu Casti sféry a predznamenal pozdéjsi zpusob zavedeni miry svazku pfimek
v prostoru, prochazejicich danym bodem.

7[ ...] if a die bee not a regular body but a Parallelepipedon or otherwise unequall sided,
it may be found how much one cast is more easily gotten than other. ([251], str. 61)
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6.2.2 Buffonovy tulohy

Za zakladatele teorie geometrické pravdépodobnosti je vSeobecné povazovan
Georges-Louis Leclerc, pozdéji hrabé de Buffon (1707-1788),8 ktery se zabyval
hrou nazyvanou franc-carreau a dnes velmi dobfe znamou tlohou o jehle. Ber-
nard Le Bouvier de Fontenelle (1657-1757) podava v préci [107] zpravu o jejich
prvni prezentaci ve francouzské akademii véd v roce 1733;° dalsi zobecnéni lze
nalézt v Buffonové spisu [48], ktery vysel v roce 1777.

Pfipomernime, Ze ve hie franc-carreau, velmi popularni u francouzského dvora,
se ndhodné hazi mince ve tvaru kruhu na podlahu pokrytou pravidelnymi dlaz-
dicemi (Buffon ve zminéné prezentaci z roku 1733 uvazoval dlazdice ve tvaru
¢tverce, v préci [48] potom také dlazdice ve tvaru rovnostranného trojihelniku,
kosoétverce ¢i pravidelného Sestitthelniku); jeden hra¢ szi na to, Ze mince za-
sahne jen jednu dlazdici, druhy sézi na to, ze zasazenych dlazdic bude vice, tj.
mince dopadne na sparu. Nalezeni Sanci jednotlivych hrac¢t na vyhru je zalo-
Zeno na stejném principu jako feSeni problému popsaného Newtonem: pomér
Sanci je roven poméru obsaht rovinnych oblasti, do nichz miize dopadnout stied
mince, aby tito hrac¢i vyhrali.

[ Al | ani

OBR. 6.7 ILUSTRACE K RESENI HRY FRANC-CARREAU

Napftiklad pro minci ve tvaru kruhu o priméru d a pro dlazdice ve tvaru
Ctverce se stranou a se snadno odvodi, Ze Sance na vyhru jsou v poméru
(a — d)? : [a®? — (a — d)?]; pro rovnostranny trojthelnik se stranou a je po-
mér Sanci (a — dv/3)? : [a® — (a — dv/3)?] (viz ilustraéni obréazek 6.7).

8Buffon studoval prava v Dijonu; po ziskani licenciatu v roce 1726 tento obor pires odpor
rodiny opustil a zacal se vénovat védé. Studoval medicinu v Angers, ¢etl Newtona, zajimal
se o matematiku a biologii, cestoval po Francii a Italii. V roce 1734 se stal ¢lenem parizské
akademie véd, o deset let pozdéji zde byl jmenovan dozivotnim pokladnikem. V roce 1739
se stal spravcem kralovské botanické zahrady, kterou vyrazné rozsiril a zvelebil, mnoho ¢asu
travil také v rodném Montbardu. Byl ¢lenem Kralovské spolecnosti v Londyné, akademie
v Dijonu a Francouzské akademie, zaméfené na francouzsky jazyk. Podrobnéji viz [181].

9Na zakladé této prezentace byl Buffon do akademie ptijat. Dodejme, Ze hru franc-carreau
se Ctvercovymi dlazdicemi popsal jiz Gabriel Cramer ve svém dopise Jamesi Stirlingovi, datova-
ném 22. Gnora 1732 a pozdéji otisténém v knize [378] (str. 122-128). Cramer poznamenal,
ze pro minci kruhového tvaru neni feseni slozité, ale pro minci ¢tvercovou problém nebyl scho-
pen vyftesit. K tomu je tfeba doplnit, ze Cramer si v té dobé jiz nékolik let dopisoval s Buffo-
nem, ktery mu napsal prvni dopis v roce 1727 a v roce 1731 jej navitivil v Zenevé. Mohl to byt
tedy opét Buffon, kdo Cramera k tomuto problému a jeho feSeni pro ¢tvercové dlazdice privedl.
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Buffon vzdy hledal takovy pomér délky hrany dlazdice a prtiuméru mince,
aby hra byla spravedliva, neboli aby Sance obou hrac¢t na vyhru byly stejné.
Napiiklad pro ¢tverec ziskal po Gpravé a/d = 2 + v/2, pro rovnostranny troji-
helnik a/d = 2v/3 + /6.

Zcela jiné povahy byla dnes slavna tloha o jehle: 10 Predpokldddm, Ze v mist-
nosti, jejiz podlaha je jednoduse rozdélena rovnobéznymi spdrami, je do vzduchu
vyhozena tycka a Ze jeden z hrdcu sdzi na to, Ze tycka neprotne Zddnou rovno-
bezku na podlaze, a druhy naproti tomu sdzi, Ze tycka nékteré z nich protne;
ptame se na Sance téchto dvou hracu. Hru je mozné hrdt na Sachovnici s jehlou
na $iti nebo se spendlikem bez hlavicky.'!

Uvazujme tycku (jehlu) délky [ a predpoklddejme, Ze plati I < d, kde d
je vzdalenost sousednich rovnobézek. Pomoci integralniho poc¢tu Buffon nalezl
pomér Sanci (1 - 7%) : (7%) ; tyto Sance jsou si rovny, jestlize plati: [/d = 7 /4.
Buffon se podobné jako Huygens zabyval pouze Sancemi hrac¢t na vyhru; z jeho
vysledku v8ak ihned plyne dobfe znamy vztah pro pravdépodobnost, Ze tycka
zasdhne nékterou sparu:

p=2L
wd

Uloha o jehle ztistala pomérné dlouho bez poviimnuti. Vyraznéjsi pozornosti
se ji dostalo az poté, co ji Pierre Simon de Laplace (1749-1827) pfedstavil (bez
uvedeni Buffonova jména) ve svém spise [208] z roku 1812, kde uvazoval jednak
puvodni tlohu s rovnobézkami v jednom sméru, jednak jeji zobecnéni na dva
systémy rovnobézek, tvorici obdélnikovou miizku. Je pfitom pozoruhodné, ze
Laplace uvedl diskusi téchto tloh poznamkou, Ze teorii pravdépodobnosti 1ze
vyuzit k ur¢ovani délek kiivek a obsahti ploch. Zminil vSak jen jeden konkrétni
priklad, a to odhad obvodu 27 jednotkového kruhu, zaloZeny na opakovaném
vrhani tzkého valce na systém rovnobézek. Bohuzel, po¢inaje Todhunterovym
spisem [372] byl tento Laplaceiiv vysledek citovan jako vyuziti tilohy o jehle
k odhadu hodnoty 7.

V nésledujicich destiletich se pak tloha o jehle dockala fady dalsich zo-
becnéni. Isaac Todhunter (1820-1884), ktery piednéasel na St. John’s College
v Cambridge a uvedenim nékolika priklada tykajicich se geometrické pravdé-
podobnosti v uéebnici integralniho poctu [371] se zaslouzil o popularizaci této
rodici se discipliny, uvazoval ¢tverec s thoptickou kratsi nez d, elipsu s hlavni
osou kratsi nez d a tycku, jejiz délka je ndsobkem vzdélenosti d (v prvnim
vydéani z roku 1857), pozdéji také libovolnou uzavienou kiivku bez singulér-
nich bodt, kterd v zddné poloze nemtize protnout vice rovnobézek (od druhého
vydani z roku 1862). Todhunter také odhalil, Ze autorem tlohy o jehle nebyl
Laplace, ale Buffon, a ve druhém vydani knihy [371] jiZ citoval jeho spis [48].

(6.11)

10Buffon v prezentaci z roku 1733 uvadi (podobné jako Cramer), #e hra franc-carreau se
zna¢né zkomplikuje, nahradi-li se kruhovd mince napfiklad minci ¢tvercovou (éi $panélskou
pistoli). Protoze vSak takovy problém nebyl schopen vytesit, uvazoval misto ¢tverce jen tycku
a misto ¢tvercové sité jen systém rovnobézek. V praci [48] z roku 1777 pak feSeni zobecnil
(ovSem nespravné) na ¢tvercovou sit a uvazoval také vice hracu sazejicich na rizné pocty
zasazenych spar. Podrobnéji viz ¢lanek [184] A. Kalousové.

11[48], str. 100-101; esky preklad citovan podle [184], str. 165.
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S odkazem na diivéjsi prezentaci v [107] pak Buffonovy problémy rozebral
také v historickém piehledu [372] z roku 1865, kde rovnéz muzeme nalézt jed-
noduché odvozeni spravné hodnoty pravdépodobnosti pro pfipad obdélnikové
miizky; zatimco Laplace ve svém spise [208] rozdélil obdélniky na jednotlivé
Casti a pro kazdou z nich ,,méfil“ priznivé pozice jehly, Todhunter pouzil jediny
integral pres thel, ktery svird jehla s jednim ze systému rovnobézek. Gabriel
Lamé (1795-1870) zafadil Buffonovu tlohu o jehle a jeji zobecnéni na kruh,
elipsu a pravidelné mnohothelniky do svych pfednasek na Sorbonné.

Joseph-Emile Barbier

Jeden z Laméovych posluchacii, J.-E. Barbier (1839-1889),'2 pak v pojedna-
ni [9] z roku 1860 publikoval obecnou vétu udavajici stfedni hodnotu poctu pri-
seCikt libovolné kiivky se systémem rovnobézek. A co je pozoruhodné, ekvi-
distantni rovnobézky nahradil libovolnym systémem kiivek nebo i jedinou kiiv-
kou konstantni délky pfipadajici na jednotku obsahu. Navic tyto vysledky roz-
§itil i do trojdimenzionalniho prostoru a zformuloval dalsi tfi véty, vyjadiujici
zékladni stereologické formule pro odhad obsahu plochy nebo délky kiivky. Bar-
biertv prispévek ztistal bohuzel dlouho nepovSimnut a jeho skuteény vyznam
byl ocenén teprve ve 21. stoleti — viz ¢lanky [182] a [183] A. Kalousové. Nezévisle
na Barbierovi byly zminéné formule znovu objeveny teprve v poloviné 20. stoleti.
Barbierovy zivotni osudy a jeho vysledky v oblasti geometrické pravdépodobnosti
jsou podrobné popséany v citovanych ¢lancich [182] a [183]. Zde jen uvedme néko-
lik zakladnich myslenek, které lze snadno pouzit i ke zpestfeni vyuky matematiky.

Bez pouziti integralniho poc¢tu Barbier odvodil, Ze pro libovolny konvexni
disk s obvodem L, ktery v zadné poloze nemiize protnout vice rovnobézek, je
pravdépodobnost zasazeni nékteré z pfimek dana vztahem

L

P (6.12)

Pii dikazu Barbier pracoval s pojmem ocekavani, tedy v duchu tehdy obvyk-
1ého pfistupu ke zkouméni hazardnich her (srov. ¢dst 1.2). Uvazujme konvexni
mnohothelnik, ktery ma m shodnjch stran o délce ¢ a priimér mensi, nez je
vzdalenost rovnobézek d; kazda ze stran ma ziejmé stejnou Sanci na to, aby
zaséhla nékterou rovnobézku. Nyni si pfedstavme nasledujici hru m hrach: kaz-
dému patii jedna strana a poté, co disk dopadne na systém rovnobézek, dostane
majitel strany, kterd zasahla nékterou primku, uréitou vyhru. Ocekavana vyhra

12 Joseph-Emile Barbier studoval na Ecole Normale Supérieure, kde mj. poslouchal matematic-
ké prednasky Josepha Bertranda; kromé toho navstévoval Laméovy prednasky na Sorbonné.
Po absolutoriu v roce 1860 zacal pusobit jako profesor matematiky na lyceu v Nice, pozdéji
pracoval jako astronom v Observatoire de Paris. Jeho odbornou kariéru vsak poznamenaly
stupnujici se psychické problémy. V roce 1865 opustil Pariz, prerusil veskeré kontakty s kolegy
i prateli a nasledujicich patnact let o ném nikdo nic nevédél. V roce 1880 ho J. Bertrand nasel
v ustavu v Charenton-St-Maurice a povzbudil jej k navratu k védecké ¢innosti. Jako tajemnik
parizské akademie véd mu pak zajistil skromnou finanéni podporu a privedl jej zpét do Parize.
Béhem 80. let 19. stoleti Barbier vydal (s jedinou vyjimkou v Comptes Rendus) 14 ptispévki
z nejriznéjsich oblasti matematiky, véetné teorie pravdépodobnosti (viz [10], [11] a [12]).
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je pred kazdym hodem pro vSechny hrace stejna, ozna¢me ji napfiklad symbo-
lem E. Jestlize si hra¢ koupi n stran, bude jeho ocekdvana vyhra rovna nF,
a tedy pfimo tmeérna poctu stran, coZ se nezméni ani pri jakékoli deformaci
zachovéavajici délky stran a konvexnost mnohothelniku (protne-li tedy jeho hra-
nice nékterou rovnobézku, budou priseciky vzdy dva), pficemz pramér je stale
mensi nez d. Po¢tu stran je pak pfimo timérna i pravdépodobnost zasazeni né-
které rovnobézky. Aproximace pomoci m-thelniki konecné vede k zavéru, ze
pravdépodobnost zasaZeni je stejné pro vsechny konvexni rovinné utvary o stej-
ném obvodu a o prumeéru mensim nez d. K urceni konstanty timérnosti potom
staCi uvazovat nejjednodussi pripad, jimz je kruh o poloméru r, kde L = 27r,
r < d/2. Tento kruh protne nékterou rovnobézku, je-li od ni jeho st¥ed vzdalen
o méné nez r. Pravdépodobnost zasazeni je proto rovna

L
T d  wd  wd’

P

Jak Barbier rovnéz poznamenava, tenkou tycku délky [ 1ze povazovat za limitni
pripad elipsy s nulovou vedlejsi poloosou a s obvodem L = 2[, odkud ihned
plyne (6.11).

V dalsi ¢asti svého ¢lanku Barbier hleda pocet prusec¢iki libovolné kiivky
se systémem rovnobézek. K¥ivku nahradi lomenou ¢arou o délce L, sestavajici
z n UseCek téze délky | < d. Ze vztahu (6.11) plyne, Ze stfedni hodnota poctu
prisecik@, N = nP, je rovna'3

2L

N==. 1
—~ (6.13)

Je-li I < d, udéva rovnice (6.13) pfimo pravdépodobnost (6.11).

Ve gkolské matematice byva jedinou ,aplikaci“ Buffonovy tlohy o jehle od-
had hodnoty m. I nepiili§ bystry student si vSak muze uvédomit, Ze existuji
vyrazné efektivnéjsi a presnéjsi metody. Mnohem zajimavéjsi je jind aplikace:
Casto je obtizné zméfit délku kiivky nebo systému kiivek piimo (piedstavme si
naptiklad cévni systém, vodni toky ¢i hranice bunék v rovinném fezu); na dany
vzorek vsak mtzeme ,vrhnout“ systém rovnobézek, zjistit pocet prusecikiu N
a vyuzit vzorec (6.13) pro odhad nezndmé délky:*

[L] = %l -N. (6.14)

Dnes bychom fekli, ze systém rovnobézek predstavuje testovaci systém pii-
mek s délkovou intenzitou (délkou pfipadajici na jednotku obsahu) L4 = 1/d
(viz obr. 6.8 vlevo). V tomto znaceni lze vztah (6.14) piepsat ve tvaru:

=11

=5 N (6.15)

13V Barbierové ¢lanku je stfedni hodnota udéna ve tvaru L/md. Neni jisté, zda se jedna
o omyl nebo tiskovou chybu; vzorec (6.16) je v8ak spravné a plyne ze spravného tvaru (6.13).
14 Mezi pracovnimi listy, které jsou k dispozici na internetové adrese uvedené v pozn. 2 na
str. 178, lze nalézt i testovaci systémy pfimek ¢i jinych kiivek, jez staci vytisknout na slidy.



187

Po vydéleni obou stran rovnice obsahem oblasti obsahujici uvazovany testovaci
systém obdrzime jeden ze zdkladnich stereologickych vzorci:

[La]l = g - N (6.16)

OBR. 6.8 TESTOVACI SYSTEMY PRO ODHAD DELKY

Vztah (6.16) pfitom plati i v pFipadé, Ze testovaci systém neni tvofen rov-
nobézkami, ale libovolnym systémem kiivek nebo jedinou kfivkou konstantni
délkové intenzity, coz je dalsi z originalnich vysledkt, k nim# dospél J.-E. Bar-
bier, ktery potom podobné zkoumal i interakce ploch a k¥ivek v prostoru a do-
spél k dalsim formulim pro odhad délek a plosnych obsahti — podrobnéji viz
citované €lanky [182] a [183].

6.2.3 Formovani zakladua

Kromé pfispévki [371] a [372] Isaaca Todhuntera byla od 60. let 19. sto-
leti fada problému tykajicich se geometrické pravdépodobnosti, nazyvané také
lokdlni pravdépodobnost (local probability), publikovdna a rozvijena v zajima-
vych diskusich v asopisech Educational Times a Mathematical Questions.'®
Jednim z nejslavnéj$ich byl tzv. problém &ty bodi [362], ktery v roce 1864
zformuloval James Joseph Sylvester (1814-1897):¢ Jaka je pravdépodobnost,
Ze Ctyfi body, ndhodné zvolené kdekoli v roviné, popf. v omezené konvexni
oblasti, vytvofi tupotihly ¢tyithelnik? Pro neomezenou oblast Sylvester'” do-
spél k hodnoté 1/4. V patém ro¢niku Mathematical Questions z roku 1866 se

15Casopis Educational Times zatala v roce 1847 vydavat College of Preceptors (doslova
Uc¢itelskd kolej) v Londyné, ktera byla narodnim orgénem dohliZejicim na standardy vyuco-
vani a vychovy ucitelt. Casopis obsahoval zvlastni sekci Mathematical Questions, kde byly
zadavany ruzné problémy a néasledné zde byla zvefejiiovana Feseni, ktera zaslali ¢tenafi. Tento
oddil si ziskal pozornost nejen uciteli a studenti, ale dokonce i vyznamnych matematik;
jeho rozsah stale nartustal, az zacal byt v roce 1864 vydavan samostatny casopis Mathemati-
cal Questions with their Solutions from the Educational Times (v dalsim jen Mathematical
Questions), ktery obsahoval dalsi feSeni i razné ¢lanky. Podrobnéji viz [128].

16Sylvester studoval matematiku na univerzitach v Cambridge a v Dublinu. Potom piisobil
na univerzité v Londyné, pozdéji ve Virginii v USA; po navratu do Anglie studoval pravo a
pracoval jako pojistny matematik. V letech 1855—-1869 vyucoval na Royal Military Academy
ve Woolwich, po penzionovani ptisobil jesté na univerzitach v Baltimore a v Oxfordu.

17Viz [362]; v ¢lanku [363] Sylvester pfipisoval tento vysledek Arthuru Cayleyovi; pozdéji
vSak oba zacali zdivodnéni pouzité pro neomezenou oblast povazovat za chybné a priklonili
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vSak prekvapivé sesly ,dukazy“ nékolika dalsich a zasadné rozdilnych hodnot:
1/3 (J. M. Wilson, str. 81), 1/2 (G. C. de Morgan, str. 109) nebo 1/2 snizena
o néjakou neurc¢itou hodnotu (C. M. Ingleby, str. 81-82, 108-109).'® Nasledné
se pak rozpoutala ziva diskuse o pojmech ndhodny bod, ndhodnd primka a nd-
hodnost jako takova, kterad poukézala na nutnost vybudovani pevnych zakladt
teorie pravdépodobnosti a specidlné pravdépodobnosti geometrické, ovlivnila
dalsi vivoj a viznamné presédhla ramec didakticky orientovaného éasopisu.'®

Napiiklad astronom Hugh Godfray (1821-1877)%° upozornil v piispévku
[125] na to, Ze nesoulad prameni z odli§ného pojeti pojmu ndhodny bod, ktery
je nékdy chapan jako prusecik dvou ndhodnych pfrimek, jindy jako bod zvo-
leny takovym zptisobem, ze Sance zasazeni urcité oblasti je imérna jejimu obsahu,
apod. Nedostatecnost definice pojmu ndhodny pak ilustroval prikladem, v ném%
anticipoval znamy paradox zformulovany pozdéji Josephem Bertrandem v knize
[36] z roku 1889; na otézku, co znamend ndhodné zvolend tétiva v kruhu, podal
t¥1 rizné odpovédi: bud je to spojnice libovolnych dvou bodt na obvodu, pfi-
¢emz jsou vSechny dvojice stejné pravdépodobné, nebo je to ¢ast pfimky, jejiz
vzdalenost od stfedu kruhu je mensi nez polomér, pfi¢emz jsou stejné pravdé-
podobné vSechny takové vzdalenosti, anebo je to libovolné spojnice dvou bodu
na obvodu, pfi¢emz jsou stejné pravdépodobné vSechny délky tétivy mensi nez
pramér kruhu. Godfray piSe, Ze se snadno ukaze, ze prumérné délky takovych
tétiv se lisi (nejdelsi je v druhém piipadé a nejkratsi v pfipadé tfetim). Potom
zkoumal pravdépodobnost, Ze se dvé ndhodné zvolené tétivy protnou, a dospél
k hodnotdm 1/3, 1/2 a (37 — 8)/(4n). Také pfipomnél ¢ldnek [394] pojistného
matematika Wesley Stokera Barkera Woolhouse (1809-1893), ktery vySetioval
pravdépodobnosti riznych poc¢ta prusecikt pro n ndhodnych tétiv a obhajoval
prvni ze zminénych pfistupi. V pozndmce ke Godfrayovu ¢lanku [125] Wool-
house prohlasil, ze jediné legitimni a pfijatelné pojeti, odpovidajici nasemu
chépani, je jen to prvni, zatimco dalsi dvé jsou zna¢né uméls.?!

Diskuse pokracovala i v nasledujicim ro¢niku Mathematical Questions. Godfray
se v ¢lanku [126] vénoval dalsimu rozboru pojmu ndhodnd piémka a pro tii rizné
pristupy odvodil tii rizné pravdépodobnosti, ze délka tsecky vedené ndhodné
z ohniska elipsy k jejimu obvodu je vétsi nez délka hlavni poloosy. Stejné jako
predtim, i nyni ¢lanek vyvolal kritiku W. S. B. Woolhouse, ktery zastaval nazor,
Ze jediny prijatelny pristup je ten, kde Sance, Ze tsecka bude v ohnisku svirat s hlav-
ni poloosou dany thel, je pfimo timérna velikosti tohoto tthlu. Za Woolhousovou
kritickou poznadmkou [395] nésleduje ¢lanek [60] jiného pFispévatele do Mathe-
matical Questions, Williama Morgana Croftona (1826-1915),22 ktery zde po-

se k nazoru, ze problém nem4 feseni — viz Sylvesterovu poznamku k problému 1832 v Edu-
cational Times 18 (1865), str. 166, a abstrakt jeho pfispévku On a Special Class of Questions
on the Theory of Probabilities, otistény ve zpravé Report of the 35" Meeting of the British
Association for the Advancement of Science 35 (1865), str. 8-9.

18Problém definitivné vyiesil az Wilhelm Blaschke (1885-1962) v préaci [40] z roku 1917 —
podrobnosti 1ze nalézt v ¢lancich [336] a [278].

19Na tuto diskusi i na konkrétni piispévky odkazuje v knize [C24] také E. Czuber.

20Godfray pusobil na cambridgeské univerzité -- na St. John’s, pozdé&ji na Pembroke College.

21Viz Mathematical Questions 6 (1866), str. 81.

22Crofton vystudoval matematiku na Trinity College v Dublinu, potom vyucoval v Queen
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drobné obhajuje stanovisko, ze jedina prijatelna definice pojmu ndhodny bod
uvazuje Sance, ze tento bod padne do libovolné, ale pevné zvolené oblasti, pifimo
umérné obsahu této oblasti (k tomu bychom dodali, Ze to odpovid4d Newtonovu

prikladu s kruhem i pozdéjsi definici geometrické pravdépodobnosti pro body
v roviné). Nahodnou prémku potom definuje jako pfimku reprezentovanou rovnici

xcosf+ysinh = p, (6.17)

kde p > 0 a 6 € [0,27) jsou ndhodné zvolené konstanty, jejichZz vyznam je
patrny z obr. 6.9 vlevo. Volbu rovnice (6.17) zdivodiiuje tim, Ze je to jediny
ptipad, kdy maji vSechny primky stejnou Sanci byt vybrany, na rozdil napft.
od smérnicového tvaru y = kz + ¢, kdy stac¢i porovnat napiiklad osy =z a y.
Jak pozdéji poznamenal E. Czuber v knize [C23], kdybychom ve smérnicovém
tvaru napiiklad pfi ¢ = 0 dosazovali za k£ hodnoty tvorici aritmetickou posloup-
nost, nebyly by pfimky v roviné rozmistény rovnomérné, ale ,zhustovaly“ by
se smérem k ose y (viz obr. 6.9 vpravo).

\ﬂy
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0
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OBR. 6.9 K DEFINICI NAHODNE PRIMKY

Crofton se také vraci k diskusi o nahodnych tétivach v kruhu a pozname-
nava, ze problém tkvi ve vyrazu ndhodné zvolit. Znamena-li to nahodné vybrat
jednu z primek, které protinaji kruh, pak dostaneme druhé pojeti. Znamena-li
to zvolit jednu z pfimek vedenjch ndhodné zvolenym bodem na obvodu kruz-
nice, pak dostaneme pfipad prvni. Crofton kon¢i poznadmkou, ze diskutované
zélezitosti se zdaji byt prvnimi principy nové teorie, kterd vyzaduje mnohem
podrobnéjsi zkouméni. V tomto okamziku tedy geometricka pravdépodobnost
prestava byt pouhym nastrojem pro Feseni riznych her a lze hovorit o pocatku
jejiho systematického rozvoje.

V ¢ldnku [62] potom Crofton problematiku rozpracoval déle a dokéazal né-
kolik vét z budouci integralni geometrie.23 O nékolik let pozdéji Crofton napsal
rozsahlou zavérecnou kapitolu On Mean Value and Probability pro druhé vy-
dani knihy [384] Benjamina Williamsona, které vyslo v roce 1877. Za zminku

College v Galway, v riznych vzdélavacich istitucich provozovanych jezuity ve Francii a od
roku 1864 na Royal Military Academy v anglickém Woolwich. Podrobnéji viz nap¥. [180].
23Jednou z nich je vzorec ff(a —sina)dzdy = %LQ — A, kde « znaéi tthel mezi dvéma
te¢nami vedenymi z vnéjsiho bodu (z,y) ke k¥ivce délky L, tvofici hranici konvexni oblasti
o0 obsahu A, a integral se pocitd pres celou rovinu vné hranice. Tento a nékolik dalSich po-
dobnych vysledkt byly struéné ozndmeny jiz v ¢lanku [61]. Dodejme, ze Crofton v pojednani
[62] ocenil prace Buffona a Laplace; Barbiertuv ¢lanek [9] vSak viibec nezminil a jen pozname-
nal, Zze geometrické pravdépodobnosti nebyla vénovana opravdova pozornost, dokud se touto
problematikou nezacali zabyvat angli¢ti matematikové, naptiklad Sylvester ¢i Woolhouse.
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stoji také Croftontv ptispévek [63] v 9. vydéni encyklopedie Encyclopaedia Bri-
tannica. Pro piimky v roviné, dané rovnici (6.17), Crofton zavadi miru pomoci
integralu [ [ dpdf pro vhodné meze. Potom pfipomind sviij diivéjsi vysledek,
totiz Ze je-li ddna konvexni kiivka .2 délky L, pak mira vSech pfimek .7 zasa-

hujicich kiivku .Z je?*
// dpdf = L. (6.18)
T

Bezprostfednim dtsledkem rovnice (6.18), dnes nazyvané Croftonova for-

mule, je jiny vztah, uvedeny v pozdéjsi Croftonové stati [63]:
J S dpdd L’

kde C je st¥edni délka tétivy konvexni oblasti o obsahu A, ohrani¢ené kiivkou

£ délky L. Dilezité je také dvojdimenziondlni Crofton-Hostinského formule
(srov. ¢ast 6.3.2) pro tieti mocninu délek t&tiv:

C= (6.19)

/ C3dpdf = 3A%, (6.20)
FIYL

ktera umoziiuje odhadnout druhou mocninu obsahu A2 st¥edni hodnotou %L@.

V ¢lanku [62] Crofton jesté nevySetioval délky tétiv, v poznamce k rovnici
(6.18) v8ak miuizeme objevit jiny dilezity stereologicky vysledek, totiz Cauchy-
Croftonovu formuli, diky niz lze odhadnout délku uzaviené konvexni kfivky
pomoci stiedni délky jejich ortogonélnich projekci (viz obr. 6.10): 2

L= / w(0)do = mw. (6.21)
0
Tuto formuli (i kdyz nikoli v kontextu geometrické pravdépodobnosti) odvodil

jiz Augustin-Louis Cauchy v praci [52] z roku 1832 a bez dikazu ji uvedl také
v kratsim ¢lanku [53] z roku 1841.

w(0)

% OBR. 6.10 ILUSTRACE KE CAUCHY-
> CROFTONOVE FORMULI (6.21)

Dodejme, ze Crofton fesil pouze rovinné problémy; jejich formulace vsak
umoznuje zobecnéni na vyssi dimenze. Co se tyée zobecnéni do trojrozmérného
prostoru, Crofton jej sdm nastinil v zédvéru ¢lanku [62]. Systematicky pak toto zo-
becnéni provedl E. Czuber, jehoz knihu [C23] Crofton oznadil jako velmi zajimavou.

24 Crofton psal meze pouze k jednoduchym integraltiim; znaceni .#1.% bylo pfidano pro nazornost.
25Povsimnéme si, ze pro kruh ziskdme L = wd, kde d je jeho priimér; pro &tverec o strané
a vychazi stfedni sitka 4a/m.
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