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KAPITOLA IV. 
Autonomní systémy ( » systémy pro stacionární pohyb). 
Symetrické 8yatémy. 

§ 1. Dynamické systémy. Trajektorie. Stacionární pohyb. 

Při fysikálních aplikacích se Často vyskytuje tato Inter-
pretace systémů diferenciálních rovnic: 

Nezávisle proměnnou Interpretujeme jako čaa - v tomto pří-
padě ae nejčastěji označuje plamenem t (nebo nějakým příbuzným 
písmenem, třeba X ); neznámé fUnkce , ...,«ťn pak udávají 
umíatění (polohu) nějakého fyalkálního útvaru v prostoru: třeba 
mohou *£f , JC2 t být i souřadnice m hmotných bodů, nebo 
mohou být ...,4^ parametry, udávající umístění tuhého tě-
lesa v prostoru (poloha tuhého těleaa je dána umíatěním 3 jeho 
bodů, přičemž mezi 9 jejich souřadnicemi jsou 3 vztahy, říkající, 
Se vzdálenoatl kterýchkoliv dvou z těchto tří bodů jaou dány a 
nemění se). Číslům se říkává často vtsouřadníce,v, 
nemusí mít ovšem význam pravoúhlých souřadnic. Čísla ,... 
..., jaou pak komponentami vektoru, udávajícího, jak rych-
le se v daném okamžiku mění , . . . » s čaaem. Soustava má 
tedy tvar 

CCjl * 
(1) = ^ ( t, 4T,,..., JL^) (/=1, 

(často se psává JCj místo ^ ). 

Při této interpretaci se (1) často nazývá dynamickým systé-
mem , 

Je-li zde ý?̂  , • • • $ charakteristický systém, dávají 
rovnice 

•.'V:ný crůběh r.oi-v̂ ;;. s to onoho pohybu, který růstané, jestliže 
- . > ^ / , * . . . i/ (o) (o) • tc iiižxy ^rar&anice noanoty ,. •., Jtn 

y<ikčy nós neŝ jíiiiá úplný prtóéh pohybu, aýbrz pouze to, Kte-
ce:ni -ŷ V: 5asu systém prochází (a nezáleží ne tom, 

::cy kterou polohu projde). T.j. zajíraá nás množina všech "bodů" 
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[•V 1/ 

kde «*f f «**9 J s o u vzorci (2) (při konstantních tc , 

Jtn0))f přičemž í probíhá Jistý interval (často to 
bývá interval ( - oo ,+oo ) )• Tato množina ae pak nazývá tra. 
Jektoril pohybu. Např. trajektorii Země je zhruba elipsa a ohnis-
kem v slunci (nepřihlížím-li k postupnému pohybu Slunce)* 

Důležité Jaou speciálně takové dynamické eyetémy, kde fbnkce 
nezávisí na t : jinak řaSeno: vektor rychlosti závisí jen 

na poloze (umístění) útvaru v prostoru, nikoliv na Saae. Takovému 
pohybu ae říkává atacionární pohyb; je tedy popaán systémem tvaru 

céJkj 
(3) - ^ V i i m . , ^ ) </-l,... 9»). 

Takovýmto systémům rovnic se také říká autonomní systémy. 
Budeme se nyní zabývat systémy tvaru (3) a příslušnými tra-

jektoriemi. Chtěl jsem jen předem poukázat na to, že systémy tva-
ru (3) a problém trajektorií se vyskytují zcela přirozeně, podí-
váme- li se na soustavu diferenciálních rovnic trochu fýsikálně. 

§ 2. Systémy rovnic pro stacionární pohyb. 
Pro systémy tvaru 

(4) * Xj Uff ... f<*n ) (/ = l9...9n ) 

plstí ovšem celá předešlá teorie; vedle toho však platí řada 
jednoduchých a velmi názorných dalších vět, souvisejících s okol-
ností, že ve funkcích Xj se nevyskytuje t . Těmito větami se 
nyní budeme zabývat. 

Je-li y Jednorozměrný interval, tQ čislo, definujme J, 
vzorce:r. 

(5) ( t£ D ) U + / c ± J f ) ; 

můžeme ta* psát 

: Posloupnost n xf , . . , .̂zvi: "bcáe.V 
v. • -J 



(6) (te 7, ) (t -t9eJ ) . 
Říkáme, že J^ vzniká z <7 posunutím o (vektor) t0 - je to vel-
mi názorná. 

Véta 33. Budiž 

(7) ) Jtn(t ) 

řeáení systému (4) v Intervalu J a budiž t0 číslo. Potom sys-
tém fUnkcí 

(8) V ) ynit) , 
definovaných rovnicemi 

y.(t ) * (t-t0) (/= 1 ,...,n ) 

je řešením ayatému (4) v intervalu » Janž vzniká z 7 poaunu-
tím o t0 . Trajektorie obou řeáení jsou totožné. 

Důkaz. Je-li te ^ t je ^ - 7 . Položme t - t0 * v , 
Potom 

Za druhé je jasno, že bod o souřadnicích (7) probíhá pro t e J 
touž množinu (trajektorii) jako bod o souřadnicích (8) pro 
t - tc€ Zf , tj. pro tejj. Důkaz je hotov. 

Učiňme nyní tento předpoklad: 
(p ) . Funkce ( • • • • t > ( ̂  = 1,.. •, ̂  ) splňují 
v jisté otevřené množině 2fcE n lokálně Lipschitzovu podmínku 
vzhledem ke všem proměnným Jĉ  ,.. •, . 

Poznamenejme napřed, že odtud plyne spojitost funkcí X j 
v <žT . Nebot je-li [-*>,..., ] £ , potom existuje 
Číslo N a okolí tohoto bodu tak, že v tomto okolí je 
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'n+1 Budeme nyní vyšetřovat systém (4) v mnoSlně E i X & c T 
(tj. pro t libovolné, [Ĵ ,...,-tW] e. St). Zřejmě Je & otevřené. 

Víme, že každé řešení, ležící v , Je Séatí Jisté charak-
teristiky (pro obor 

) a Se každým bodem prochází právě jed-
na charakter!atika, takže dvě charakteristiky procházející týmž 
bodem, jaou totožnéa 

Tedy: trajektorie každého řeSení, ležícího v t^ Je Cáa-
tí trajektorie některé charakterištiky. Trajektorie charakterl8tik 
(pro obor $ ) budeme nazývat charakteri etickými trajektoriemi pro 
obor st 

a asi postaCÍ, když ae budeme zabývat těmito charakteris-
tickými (tj. "neJvětšími") trajektoriemi (viz konec tohoto §)• 

Charakteristika, procházející bodem [t0 , * , t 
Je déna soustavou funkcí (proměnné t ) 
(9) 

lcie SPt J® charakteristický systém soustavy (4). Definič-
ní obor charakteristického systému funkcí ( *n • 2 proměnných) Je 
podle věty 26 Jistá otevřená množina » definované vzta-
hy: 
(10, . W " ' n ^ ] ^ 

kde je jistý otevřený interval, obsahujíc! 
bod t0 - je to definiční interval oné charakteristiky, jež pro-
chází bodem Ztcí \ • - • % • Nyní budeme vyšetřovat, 
jaké 8peciální důsledky pro charakteristiky a charakteristické tra-
jektorie plynou z toho, že pravé strany v (4) nezávisí na t . 

Představa a smysl následujících vět se velmi oživí, interpre-
tu jeme-li Je fysikélně. V šfr je rovnicemi (4) dáne "pole rych-
lostí M nezávisle na čase. Představme si, že obor & je vyplněn 
"spojitým prostředím" (např. kapalinou)> přičemž každé částice se 
pohybuje podle rovnic (4). Pohyb každé částečky (tj* závislost je-
jích "souřadnic" .. . na čase) je tedy popsán příslušnou 
charakteristikou# 
2/ Neboli: každá trajektorie, ležící v & . 
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vata 34. Předpoklady: Viz (j?) . 
Tvrzení: Je-li 

(12) Jj{t) -^(ři^V**..... *fí0) > V </• > 

charakteristika a definičním intervalem a je-li a libovolné 
číslo, má charakteri8tika 

(13) %.U) = fjKt } to+A,J(}0) t...t (/.i ) 

definiční interval , vznikající z 7 posunutím o a pro 
věechna t s \7 je 

(14) 55 í 

( 1, aa.,** ) 
Fysikálně: Jestliže některá Částice je v okamžiku tc v jistém 
bodě P a jestliže druhá Sástice je v bodě P v okamžiku 
4 • ̂  > potom druhá Částice Je v každém okamžiku t + Jt v témž 
bodě9 v němž byla první částice v okamžiku t : druhá probíhá 
tytéž polohy jako první, ale s konstantním zpožděním A . 

Důkaz: Označili jsme TJ , J^ definiční intervaly charak-
teriatik (12 ), (13). Syatém funkcí 

f (t) = -Aitct *il0) t...t*n0)) </»l,...ffř) 2 9 d 
je podle věty 33 řešením soustavy (4) v intervalu 9 který vzni-
ká z posunutím o Ji . Pro t - t0 + A dostáváme 

£ + q«oito,>*<i0) *Ji0)) 
takže řešení je částí charakteristiky, procházející bodem 
[t0 +A , tj. charakteristiky (13). Tedy je 

(15) ~ ~ 
J2 c. Ji 

V zna5í 3tále charakteristický systém soustavy 
(4) . 
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a pro te72 jo f>.(f) = %-{t) , tj. 
y^t-Ai tct*}0) jgC* ; tc + A, *}c) 

neboli: pro t* J ( ( /é ) ^ {t-AeJ)) platí (14). Zbývá 
Ještě dokázat, že * Ja ( v z n i k l o z 7 pominutím o Ji ). 

FVinkce Xi^ dávají pro taX řeSení soustavy (4); po* 
dle věty 33 dávají tedy fUnkce 

« - ( * je*{oy > 

řeSení pro t (posunutí o - JL ) a to ono řešení, jež 
pro t * 4 nabývá hodnot Jř/0)f...t Te*y Je 

Části charakteristiky ^ (*) f tedy ( / • A t % ) ̂  ( t e ^ ) 
neboli ( )) . To však znamená, že JÍ 
je částí Intervalu J^ 9 jenž vzniká z posunutím o Ji . 

Odtud a z (13) plyne vskutku ^ = • 
Věta 35. Předpoklad: ( jP ) • 
Tvrzeni: 1) Každým bodem [jrf ř..• , x l f ^ e f prochází 

nějaká charakterietická trajektorie. 

2) Dvě charakterietické trajektorie, mající společný bod, A/ jsou totožné. 
Fyalkální interpretace: obor 

Je dplně pokryt disjunktní-
mi drahami částic. Ovšem každou dráhu probíhá podle věty 34 ne-
konečně mnoho částic, jež jsou navzájem zpožděny o konstantní 
zpoždění. 
4/ Dvě charakteristiky, mající společný bod, Jsou totožné podle 
věty 26. Ale charakteristika je množina bodů 
[t i )»•*•! f kdežto příslušná charakteristic-
ká trajektorie je množina bodů , € 
tedy je to projekce charakteristiky do E^ (první souřadnice se 
vynechá). A dvě disjunktní množiny mohou mít nedisjunktní pro-
jekce. 



1ta*: 1) Bodán \ J t } 0 ) p r o c h á z í trajektorie 
charakteristiky, určené bodea ( 4 jaké-
koliv) . 

2) Budte y>Ař ) ; definiční interval > 

• ; definiční Interval J^) dvé charak-
teriatiky, jejichž trajektorie mají společný bod 
Pro jlaté t » tedy 

a pro jiaté * * t2 Je 

Tedy 

Xjit) ' i j . x n ) 

Podle věty 34 (píSl míato t0 , t2 - ti místo A) vzniká 
D2

 z posunutím o t2 - , tj. 

( t e j f ) ^ < * • - e ) 
a pro t € 3f je 

f j i t ) - íf ) a 
Tedy vskutku množina bodů 

Je totožná s množinou bodů 

Nyní se budeme zabývat tvarem jednotlivých charakteristic-
kých trajektorií a úroveň časovým prib£r.em pohybu částic na tako< 
vé trajektorii - V-^-ristikou. Celkem dostane-
me tří podstatně p-
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Věta 36. Předpoklad: (j?) . 
Budiž 

<16) V i { t ) ••••• 

charakteristika systému (4), s definičním intervalem 
T v r z e n i 1 . Charakteristika (16) je konstantní (tím 

míním: v&echny ftuikce ,..., y>n jsou konstantní v J ) tehdy 
a Jen tehdy, jeetliže aspoň pro jednu hodnotu t 0e.j je 

(17) X.(yf(t0)yn(t0)) - 0 pro / »1,.m,« . 

Potom Je U = (- oo , + od ). 

F y s i k á l n ě : Jednobodové charakteristické trajektorie 
Jsou právé ony body , v nichž Je 

(18) XAX}0) *ni0) > » . . . « X J V U . . V ' ) = O í 
7 

jestliže částice v některém okamžiku je v takovém bodě, zůstává 
v tomto bodě atále (pro - oo < ť < • oo ) - je v klidu. 

T v r z e n í 2 . Nechi charakteristika (16) není konstant 
níj potom jsou možný tyto dva případy: 

a) Existují čísla /f * tak, že je 

(19) Yjlti) = Pro / = • 

b) Taková čísla neexistují. 

V případě 2a) je < y = ( - c o , + o o ) s existuje číslo 
tak, že systém rovnic 

(20) y (ť) - y (ť^ ( • - : * • • | * 

je splněn tehdy a jen tehdy, je-li t - t" ~ -kf, , celé. 
Tedy speciálně p je ncjmenší společné kle:iná peric-a funkci 
(16) a charakteristická trajektorie jť jednoduchá uzavřeni -:r » 1 . -

V případě 2b) je charsicierist ic^a traj-rktoi-̂ t •j.řejiiic 
spcjitým obrazem intervalu ~ (wf ^ ) . Je-li + oc a 
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je-li , lim = -v , nemá posloupnost bodů Y oo 

(21) lni*? ),..., ( f - — ) 

žádný hromadný bod v ar. 

Je-li /^s • ® a existuje-li limita 

(22) lim [y> (t) y^tS\ = 
ť • 00 

platí nutně (18). 

Podobně pro pofiátefiní bod <2- intervalu # 

F y a i k á l n í o b s a h tvrzení 2 je jaaný* 
V případě 2a) máme periodický pohyb o periodě fr 9 přičemž Cás-
tice může projít dvakrát touž polohou jen tehdy9 Je-li doba me-
zi oběma průchody celistvým násobkem periody ff • 

D ů k a z : 1. Budiž t ĴTjf bod takový, 
že platí (18). Potom konstanty JCf^ n ^ tvoři řeáe-
ní systému (4) v intervalu (- oo , + oo) . Pro každé to je 
tedy 

u ; í., 4 0 ) > • y > </ * i « > 

• intervalu ( - oo < £ < + co ). Odtud je vidět: jeatliže .pro 
některou hodnotu t0 je %(/*) * pro ý 9 1, , 
splývá charakteriatika (16) ae ayatémem konatant 9.». 
pro všechna t . Naopak, je-li charakteriatika 
(/ « it...t n ) konstantní, musí být 

dy4 (t) 
O = —^— =Xj.(y>f(t),...,yn(t)) ( / - l t . 

2b) (Složltějáí případ 2a) ai necháme nakonec.) Budiž předně 
^ < • oo , lim tp * & a necht poaloupnoat bodů (21) 

^ oo 
má hromadný bod [cf,..., > potom by po8loupno8t bodů na 
charakterlatice 
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měla hromadný bod 
[ > , r, e » , 

což je ve sporu s větou 26. Budiž za druhé ^ * • oo a nechl 
platí (22). Potom pro te 3 je {t <Zj < t • i) 

i) -jy<*> 
( / = ) 

Pro t • oo je též ~tj +oo a podle (22) dostáváme 
(ježto <*/C) ) 

O > ( / * 1 . 2 )• 

2a) Zde existují čísla < tak, že 

(24) P ™ 

přitom vSak se eystém (16) neeklédá z rj- konstant. Pomocí cha-
rakteristické fUnkce je 

(25) JJ-íř) s*f, *ni0)) (/- 1 ) , 

(26) jjíí > • f y t i k , JSfl0) ^W(ť>)) </• 1,...,* ) , 

přičemž funkce vprsvo ms ji týž definiční interval J = (Cl, ̂  ); 
současně vSak podle věty 34 vzniká definiční interval funkcí (26) 
z definičního intervalu funkcí (25) posunutím o -
Tímto (nenulovým) posunutím se tedy nemění, tedy Je nutně 
3 a ( — 00 , • 00 )• Pro každé ^ Je dále podle věty 34 

pro ^ = t^- ti 

M ) - * f l o \ . . . , * l o y ) * ý 2 i t + í - t < i t i t J t 1
i o ) ); 

ježto však fUnkce (25) jsou tytéž Jako (26), plyne z (27), že 

C28) % i t 2 l J t t
i 0 ) , . . . , ) . j g ( , * f

( ť > ) , . . . , ) , 

tj. 
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(29) t + tz- t*, ) = fjj (t) 

pro každé t a pro J = 1,..., . 

Říkáme, že ayatém íbnkcí (16) má periodu ty 9 jeatliže Je 

(30) f j { t + ty) = Yj(t) 

pro každé / a pro j = 1,•..,n .^ 
Právě jame ukázali: Je-li 

(31) P*0 / « l t • 

je číslo t<i - periodou ay8tému (16). 
Je zřejmé: A) Je-li ty periodou, Je i -ty periodou 

(v (30) piSte t -ty místo t ). 

B) Jsou—li ^ , ty^ periody, je i • ty^ periodou. 
C) A odtud: Je-li ty perioda, Á celé, je i Jity periodou. 
Odtud je možno zjistit, jek vypadá množina všech period. Ví-

me už, že náš systém (16) má kladnou periodu - t* . 

Ct) Budte tyn , a periody lim a* = ty . 'Z ^g^ + 00 ^ 
Potom i ty je periodou. 

Důkaz: pro každé t je yj(t ) = y^t) a ježto ^ 
jsou spojité, je též Yjkt + ty) = ^ (£) . 

j3) Budiž /p infimum všech kladných period. Potom t̂7> O. 
Důkaz: Kdyby bylo jO = O , existovala by ke každému přirozenému 
Á perioda ^ tak, že O < • Ke každému C by 

potom bylo možno nalézti celá čísla m ^ tak, že - c\ ^ 
( lr2,..., ). Číslo C by tedy bylo limitou period w^pj^ 
( Á —• • oo ) a tedy podle ct) by samo bylo periodou, takže např 
jtyiC ) = yy(0) ; to by platilo pro každé C , tedy by se sys-

tém (16) skládal z konstant - proti předpokladu. 

p ) Číslo ýj z y3) tinfimum všech klsdných period) je po-

5/ Triviální periodou je číslo O. 
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dle OL ) samo periodou, a tedy nejmenší kladnou periodou. Tvrdím, 
že každá Jiná perioda CJ, je tvaru Ji.p ( celé). Kdyby tomu 
tak nebylo, exi8toválo by celé A tak, že 
takže (fy-skp by byla kladná perioda menší než <p , což není 
možné. Tedy: Existuje nejmenší kladná perioda p a každá jiná 
perioda je tvaru Jí.p ( celé). Jestliže tedy iť -t" = *fap 
( JL celé), je 

(32) yylť) * Y j í ť ) pro ̂  = 1 ** í 

naopak jsme už dokázali (viz(31)): platí-11 (32), je ť-ť'=Jzp 

(Ji celé). Tím je důkaz hotov. 
Poznamenejme, že zde máme tuto výraznou vlastnost: 
Je-li tvaru A p (^celé), platí 8yatém rovnic 

(33) Yji t +<£) = y(t) (/= ) 

pro každé t ; nemé-li £ tvar (Jz celé), neplatí systém 
rovnic (33 ) pro žádné t . 

Srovnej např. a funkcí co8 t , která má nejmenší kladnou 
periodu 2JC a pře8to rovnice 

co8 (t •JP ) s coa (t) 

někdy platí, např. pro t « . 

Poznámka. Budiž K trajektorie některého řešení systému 
(4), jenž splňuje podmínku ( $ ). TJ. K je množina všech bodů 

kde 
yf(t),..., (cc<ř < / 3 ) 

je nějaké řešení systému (4). Ale toto řešení je částí jiSwé cha-
rakteristiky systému (4); tuto charakteristiku lze tedy psát 

yf(ť),...f yJX) (a<t<J*) , 

kde Q,<OL<& (fhnkce Y; 8 e ůaJť MrozšířitM na interval 
)). Odtud a z věty 36 je vidět: Není-li trajektorie 
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sama charakteristickou trajektorií9 je obloukem nékteré chara-
kteristické trajektorie. Tím je ospravedlněna poznámka( mezi 
větou 33 a 34), Se aai stačí, omezíme-li se na charakteristické 
trajektorie. 

5 3. Geometrické interpretace. Symetrické systémy rovnic. 

V kap. I. § 1 jsme mluvili o geometrické interpretaci rov-
nice 
(54) - g - = /U.Jf). 

v každém bodě (4: , y] jisté množiny áfc E2 sestrojíme "směr", 
daný přímkou o eměrnici i tím je dáno "pole směrů": 
v každém bodě [Jt , y] e Jt je dán směr, který není rovnoběžný 
s osou y . Řešením rovnice (34) pak nazýváme takovou křivku 
y s Ý? (JT) , která v každém svém bodě [JT má za tečnu 
přímku vytčeného směru, tj. přímku o směrnici ^ {J£ f y ) . Máme 
tedy dáno pole směrů a hledáme takové křivky, které v každém svém 
bodě mají směr, udaný tím polem ("směr křivky" znamená aměr její 
tečny). 

Při této interpretaci je velmi nepřirozený ( a vede k obtí-
žím) předpoklad, že dané pole směrů neobsahuje směr, rovnoběžný 
s osou y . Ukažme to na příkladě. 

Přiklad 1. V každém bodě [X %y\ * P , různém od počátku 
<r. budiž směr pole kolmý k průvodiči & P ; jeho směrnice je 

X 
tedy - , pokud Y I 0 ; v bodech osy JC (různých od po-
čátku) je směr pole kolmý k ose JC • Pokud hledané křivky lze 
vyjádřit ve tvaru y = (X) , musí být v bodech, ležících 
mimo osu JC , splněna rovnice 
(35) cLií V 

2 í 3 tedy X • y = 0 , tedy Jř* * y* = C* ( C > 0 konstanta 
- počátek (X Je vyloučen). Křivka y = JP(-fc) Je tedy nutně 
budto částí polokružnice 

y = XcrT7r (-c<x<c) 
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nebo části polokružnice 

- I I c 2 - jf {-c<x<o . 

Ale jednak tlm ztrácíme body C , o] (kde rovnice (35) nemá 
smyslu), jednak nemůžeme spojit obě polokružnice dohromady (má-
li řešeni mít tvar y » tj. každému Ji Je přiřezeno 
nejvýše jedno y ). A přece kružnice JZ*+ ya = C2 vyhovuje 
naší geometrické tiloze: Její tečna je v každém jejím bodě P 
kolmá k průvod 1 či & P . 

U takových geometrických úloh bývá proto vhodnější, pokusit 
se o tzv. parametrické vyjádření křivky, tj. křivku pojímám jako 
množinu všech bodů \JL %ý\ , kde Jí = Ot(t), y = 

jsou funkce, t probíhá jistý Interval); derivace 

jaou potom timěrny směrovým kosinům tečny - nejsou-11 obě rovny 
nule. 

Je tedy výhodnější psát rovnici 

x * y ž * 0 

v symetrickém tvaru 

jídjí • ydy = 0 ; 
této rovnici vyhovíme např. je-li 

° 6 ) ca y 1 dt 
To je soustava lineárních rovnic s konstantními koeficienty 

a na to máme obecnou teorii; ale v tomto případě užijeme raději 
Jednoduchého obratu: 

Z rovnic (36) plyne 
CpJC cLu 
7-X- = - S - jfc 

dt 

a známe všechna řešení rovnice 
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totiž 

* = A cos {t -r ) 

(A, ^ konstanty), načež 

y = " W = i l ain ( ^ - t r ) 

(A * 0 , ježto bod Jf = ̂  = 0 byl vyloučen) a ihned se pře-
svědčíme, že tyto ftuikce vyhovují systému (36). Probíhá-11 t 
uzavřený Interval délky aspoň 2X , probíhá bod 
[A cos (t-Z ) , A sin ( t - tr )] celou kružnici M*+y**A . 

Tedy: 
Místo rovnice (35) vezmu systém rovnic (36) a za řaftení 

našeho problému prohlá8ím trajektorii řešení ayatému (36). Vidí-
te, že se zde setřel rozdíl mezi "nezávisle proměnnou" Jt a "zá-
visle proměnnou" ^ ; proto je vhodnější, psát rovnici (35) v sy-
metrickém tvaru 

(37) 
-V X * 

který ovšem má pouze smysl symbolu: někde Je X - 0 , někde Je 0 (ovšem vyloudili Jsme 
případ JC - y - 0 ). 

My se prostě umluvíme, že řešením "symetrické rovnice" 

cU (38) == = 2 

budeme rozumět trajektorii řešení systému 

^ . I ^ . J D . - ý - Yu.yy 

(vidíte, že je to systém pro stacionární pohyb). Zároveň jsme vi-
děli, že je vhodno připouštět i body, ve kterých je buáto 
X(JC9y) = 0 nebo 9y ) = 0 , ale vyloučit body, kde je 
X(x9y) = Y(*,y) = 0 . 

Ovšem rovnici * 
<*y _ j l 

' " V 
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bychom mohli psát ve tvaru 
Jí. U{*9y) 

y- *<*.y> 
kde %L{Jt ty ) * 0 , načež bychom místo rovnice (37) přirozeně 
psali rovnici 

oU = dy 

Bude tedy asi užiteCno dokázat, že rovnice (38) má - v našem 
smyslu - táž řešení jako rovnice 

cix da 
XU ,y ) . icKJí.y ) s YU ,y ) .UU ) 

(U.(JC,y) f 0 ) , což také pro spojité fUnkce H dokážeme. 

Mluvili jsme o jedné rovnici (34) nebo o symetrické rovnici 
(38)j vyslovíme nyní definici obecně pro systémy, ale už bez dal-
ších výkladů. 

Definice. V množině 
budiž dáno 71 funkcí 

Xj( Jtf , •.., Jî  ) takových, že všude v áT je n 
(39) £ IX'< I > 0 

(tj. aspoň jedno z čísel X j ( ̂  ,..., ) j© různé od nuly). 
Potom symbol 

(40) * * - - <*« 
X ^ i $ • • • 9 ̂ K ) X » • • • i ^ » • • • » ^ 

nazýváme "symetrickým systémem diferenciálních rovnic" a řešením 
systému (40), ležícím v , nazýváme trajektorii kteréhokoliv 
řešení systému 

cUi Tr djt^ 
( 4 1 ) ^ = J L 1 ( J i i 9 . . . t ^rv ) » • • • ! = 9 • • • 9 ) 

které leží v EiX S. 
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A nyní větu, kterou jsem před chvíli slíbil: 
Věts 37# Budiž (40) symetrická soustava, která v množině 

splňuje podmínku ( 39) ; budiž 1l( Jí4 ) spoji-
tá s stále různá od nuly v áT • Potom soustava (40) má táž ře-
Sení v St jako symetrická soustava 
(42) * * ..... ^ 

Důkaz. Budiž dáno nějaké řeáení systému (40) (stále: ležící 
v 3T). To je tedy trajektorie 

« 

(45) X_yM"> >•••» (tej) 

jiatého řešení ^ »..., yt^ soustavy (41) v intervalu J . 
Zvolme bod t0 € U a zaveáme nový parametr V rovnici 

V 

r 
= f- — = <o(t) Ue7) . 
J U(y>(T)f..., yn(Z)) * 

Jmenovatel v integrandu je funkce spojitá a různá od nuly v 3 , 
takže má stále totéž znamení; tedy je ryze monotonní funkce 
v jí f která zobrazuje J na Jistý interval ; budiž 
funkce inversní k (O f která tedy zobrazuje na J ; tj. 

(V = f> tf) , t€ 7 ) (/ = 6 (V)t veX) . 
Pro V-eJC je 

^ r - -abíT' . 

kde ovšem t - (V) . Položme nyní 

XjiV-) = yA6 {V)) 

pro ve.31 . Potom pro ireJ£ máme (píšeme & (V) - t , 
takže t e J ): 

dyAv) dyAt) d&(v) 
d T = & - • - 3 F " *<*»•*<*<'>.••*<*) 
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(45) 

tj. 
cLyÁ v) 

To však značí, že trajektorie 

(44) Xn(Zr)J (VfiX) 
je řešením symetrické aouatavy (42); zřejmě pak (44) je táž mno-
žina jako (43). Tedy: Každé řešení systému (40) je také řešením 
systému (42). Užijeme-li tohoto výsledku ns fUnkci , dostá-
váme: Každé řešení systému (42) je řešením systému (40). 

Předpokládejme nyní, že v symetrickém systému (40) Je 
Xi ( ..., ) = 1 pro jisté ý , takže máme ayatém 4 

aUj _ _ útj-1 _ f k 
JCj ( t . . . , ) i'* * * * * ' ̂ n ^ 

_ _ aáén, 
• • • ™ _ _ . 

( t . • • » ) X^ ) 
Je v tomto případě přirozeno vzítl za nezávi8le proměnnou jfy 
a převést (45) na ayatém (obyčejný, ne už 8ymetrický) 

CCjíjl ~ í 4 6 ) = fy** f - t ^ n ) (<*» 1,..., ̂  - 1, 

71-1 rovnic. Je8t ovšem otázka, zda (45) a (46) jaou rovno-
cenné, zda mají stejná řešení (musíme si uvědomit, že řešení sy-
metrické soustavy jame definovali oklikou, pře8 soustavu pro 8ta-
cionámí pohyb. To vskutku dokážeme, ale muaíme si uvědomit jed-
nu drobnost, aby nedošlo k nedorozumění. 

Budiž 

(47) U * e 7 } 

řešení systému (46). Opětovně Jsme toto řešení (tj. zobrazeni 
intervalu od ) interpretovali jako množinu bodů 
v • 
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Tak to budeme Činit i nyní: pozor Jenom na to, 2e nezávisle pro-
měnnou kladu nyní jako /-tou souřadnici (obyfiejně jsme Ji dá-
vali na první mÍ8to. Tedy: Je-li (47) ayatém funkci, který vyho-
vuje systému řešení (46) (Jestliže do něho dosedím 
pro Á * j ) , potom toto řeSení interpretuji Jako množinu bo-
dů (48). PíSi-li nyní t místo a y.(ř)» t , je jaano, že . * v pro t € J jeat 

(49) = y7tU)) pro , 
a též 

" " f i 

tj. systém fUnkcí y1,...iyn (kde yAt) -t ) vyhovuje systé-
mu 

cLiíí, _r D cit4 
(50) - j f " I ^ , . . . , ^ ) P^o , « 1 , 

tj. trajektorie 

(51) [>,(*),..,, Yj-ftt),t , (teJ) 

je řešením systému (45)• Ale množiny (48), (51) jsou totožné -
každé řešení systému (46) je řešením systému (45)* 

Budiž naopak dáno řešení systému (45)» tj. je dáno řešení 

(52) Xfl*> Xi** { t e : j ) 

systému (50) a dané řešení systému (45) je množina všech bodů 

(53) [%/*>,..., *n(*>] ite?) 
cbcAt) t B 

Ježto — — = 1 , Je v = t + Ji w koniatantní). Položme 
s ty*-A) ( A = lt...tn ) , 

takže y(t) = t . Podle věty 33 Je systém funkcí 'i 
(54) y^t),..., y>3 jř) fy.tf), 

také ředením systému (50), a to v Intervalu , vzniklém z 7 
posunutím o Ji a trajektorie obou řešení (52) (pro t 6 J ) 
a (54) (pro teJ.Jaou totožné. Ježto yAt) = t , Jaou pro 
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JÍÁ e Jf splněny rovnice (píSi rovnice (50) pro A* 4 a písme-
no Jlj míato t ) 

- X-éW < v y*. 1> 

<-4- i,... • n ; ),což značí, že funkce f 

vyhovují rovnicím (46), tj. (podle naší interpre-
tace) množina bodů 

(55) t Y g - t ^ ^ r <•*/>••••• Y n ^ Ů u / e J * } 

je řešením ayatému (46). Ale (55) je totéž jako trajektorie systé-
mu (54) ) 9 tj. jako trajektorie systému (52) (t e J ) , 
což bylo dané řešení systému (45) • Tedy i naopak: každé řešení sys-
tému (45) je řešením systému (46). 

Vyslovíme to jako větu, ale ještě trochu obecněji. 
Věta 38. Budiž dán symetrický systém 

(56, = . . . = SÍT- -
Xji-̂ i f • • • 9 ̂ n ) , • • •, 

a necht pro Jistý index / je Xj spojitá v množině & c a 

XyíJT, ) * 0 

ve všech bodech množiny $ • Potom má symetrický systém (56) 6/ 

táž řešení ležící v «ST jako systém rv -1 rovnic 

cCtti • • • t^n) (57) —T* = — (^=1,...,^ ; ) . 

D ů k a z : Podle věty 37 má (56) táž řešení jako symetrický 
systém 

cu^ cUj _ _ cUj.i _ 
y = • • • ~ y , S 4 = • • • y _ — • • • — 1T • 

(58) "yT" v-. y. 

6/ Viz výklad u vzorce (48). 
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ale systém (58) má podle toho, co právě bylo vyloženo, táž řede-
ní jako systém (57). 

Necht funkce Xj ,..., X n ) (^ =1,...,^ ), spojité 
v S . vyhovují podmínce (39) ve všech bodech jiaté množiny 
ScEn. Budiž množina oněch bodů , . . . , S t í , pro 
než je 

> * 0 . Tedy 

(59) 

Podle věty 38 víme, že řešení symetrického systému (40), le-
žící v splývají s řešeními systému (57), ležícími v . 
Je nyní otázka, do jaké míry je možno každé řešení symetrického 
systému (40), ležící v 

, složit z tskových "kousků" , leží-
cích v jednotlivých . Tuto otázku zodpovíme ve větě 39, ale 
bude účelno napřed zavést jednu definici. 

Definice. Budiž dán systém (40), kde funkce JQ,...,-^^, 
spojité v & , splňují v «gTc E<n podmínku (39). Budiž dána množi-
na JTcS 

s těmito vlastnostmi: Existuje celé číslo ̂ (1 <y<n.) 
a kompaktní interval tak, že platí: 1) v každém bodě [Xi Je 

(60) 4-n ) * 0 . » 2 
2) Oč je množina všech bodů 

rW* » 

^ e % jfc., » je v intervalu <oct/3> 
řešením soustavy 1 rovnic 

(62) — = (J?= 1 , . ; 
^ ^ .X. j (^ ,.. •, ) 

Potom množinu budeme nazývat elementárním řešením (třídyy ) at* 7/ symetrické soustavy (40) (pro obor ) ' 
7/ JC je kompaktní,ježto Je spoji tým obrazem kompaktního inter-
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Poznámka 1. Budiž elementární řešení, které jame právě 
popsali v definici. Podle véty 38 je JC vskutku řešením syme-
trického systému (40), tj. JC je trajektorií jistého ředenl 
yi ,.. a f yj>n systému 

(63) = ) (<^ = 1,...,* ) , 

t j. JC je množina všech bodů 

(64) tteJ > i 

kde J Je jistý interval. Ježto množiny (64) , (61) jsou totož-
né, platí toto: v intervalu J Je 

ctyAt) 
% -» Xjlyt <*>,..., ̂ ( O ) * 0 ; 

tedy má derivace funkce y/j v J stále totéž znsmení9 y^ ( t ) 
je ryze monotonní. Z totožnosti množin (64), (61) dále plyne, že 
ryze monotonní a spojité fUnkce % ^ zobrazuje J na kom-
paktní interval <a,,y3> a Proto interval J je rovněž kom-
paktní (to budeme za chvíli potřebovat). 

Věta 39. Budiž <3TcEn otevřená. Nechí fUnkce 
Xj ( Jff ,..., ) ( j = 1,..., n ) splňují v $ lokálně 

Llpschltzovu podmínku vzhledem k a podmínku (39)• 
Tvrdím: Množina 

HcS je řešením aymetrlcké soustavy (40) 
tehdy a Jen tehdy, lze-11 psát 
(65) M * U Mp , 

přičemž 
1) A L 

(WD * 1,2,3, ••• ) je elementární řešení soustavy r (40). 2) Pro každé přirození f> je množina. 

(66) Mfu M2U....U 

aouvislá. 
Smysl věty Je tento: Řešení symetrického systému byla defl-
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afaá novéna oklikou přea ayatém = X ^ . Věta 39 říká, že Je 
možno toto řeSení definovat též přímo tímy že 8e složí z elemen-
tárních "kouaků", Jež Jsou řešeními systému tvaru (62) f kde ae 
parametr t nevyakytuje. 

D ů k a z v ě t y : OznaCme znakem množinu těch 
bodů -fcjeáf f pro které platí (60). Tedy 
( / s l M..,n ) Jsou otevřené množiny a platí (59). 

1. Nechl M má popsaný tvar; máme dokázat, že M je řeše-
ním symetrického systému (40), tj. že 

(A) M je trsjektorií Jistého řešení systému (63). Podle 
poznámky 1 je každé M^ trajektorií jistého řešení 

(67) y/A) (t) yn(Á) ( t ) 

systému (63) v jistém kompaktním intervalu Ofa , tj. je 
množina všech bodů 

(68) fy* (t) <í>] 

Definujme nyní funkce ,.••,^^ v intervalu ^ rovnicemi 
^ ( ř ) = Y t * ^ t) i budeme se snažit, 

r rozšiřovat postupně definici řešení 
systému (63) postupně na další kompaktní intervaly 

j^c^c.... = CTf) 

tak, aby trajektorií tohoto řešení v intervalu 
byla právě množina 

= M f u M 2 u U M p . 

Tím bude důkaz tvrzení (A) hotov, ježto yĵ  >***>% Je P o t o m 
00 

v intervalu řešením systému (63), jehož trsjektorie 
oo 

Je právě množina U ^ s M . 

(B) 
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Úkol, vytčený v (B), je rozřešen v s i budeme proto 
postupovat indukcí: Necht pro jlaté <p Je 

y,(t) ,..., yn(t) 

řešením systému (63) v kompaktním intervalu a jeho trajekto-
rii necht je množina Np . Ježto N^ , Jsou neprázdné 
kompaktní množiny a množina = Je ®ouvialát je 

Np. Mp+1 * 0 (jinak by totiž množiny Ňp , M\p+1 měly 
kladnou vzdálenost a tedy by byly oddělené). Zvolme bod 

[f< M 6 Nf> Mf+1' 

Máme předavším řešení systému (63) t ),...,%(t ) 
definované v , jehož trajektorie N^ prochází bodem 

(69) f,(ť) = j©, ,... , y^iť) = pn 

pro jisté * € . Za druhé máme řešení systému (63) 

(to) y / i ' * 1 ) ct) >• 
jehož trajektorie M rovněž prochází bodem Qoy jon] , 
tj. 
(71) = 

pro jisté . Pišme 

%xt) = y / f * n < *'> < — « ) ; 

potom funkce ýt^O podle věty 33 tvoři řešeni sys-
tému (63) v Intervalu 

, vznikajícím z posunutím 
o ť - ť (tedy ť = ť • Kť - t" ) , jehož trajekto-
rie je totožná s trajektorií řeáení (70), tj. s množinou 
Ze (71) plyne (72) ;£,(*') = /V jMf') « f>n , 
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takže (viz též (69)) obě řeSení yit...tyn a % f f * * X n 
jsou Sástí charakteristiky, určené bodem £ť, /V »• • •» fW^ ' 
tekže v průniku i je 

) - Xjit > - > • 
Můžeme tedy rozSířit definici fUnkcí yi, na kompaktní 
množinu 

^ f+i s 

rovnicemi 
yjit)*z/*) v™ J = i,....* . 

Přitom Je kompaktní interval, ježto průnik intervalů , 
není prázdny (obsahuje bod )e Zřejmě nyní funkce 

dávají řešení systému (63) v intervalu > «Je~ 
hož trajektorií je množina N^u M = ^p+1 • T í m Je indukční 
krok a p na f) + 1 provedené 

II. Nechl naopak množina je řešením symetrického sy8-
tému. To znamená: Exi8tuje řešení Yitf) , systému (63), 
definované v jistém intervalu 

7 i jehož trajektorií je právě 
množina M i máme dokázat, že M má tvar, popsaný v tvrzení věty. 

Především provedu toto: není-li D kompaktní, vyjádřím jej 
jako sjednocení posloupnosti kompaktních intervalů Jf 9 C^ ,... 
takto: 
Pro J . fc ^ 1 Ž , * 

Pro (*,*>: ) V * . ^ • ^ 1 ^ jH 

Pro 7 = KCL%Mx ^ I ^ • * I 
fy 

Rozklad je vytvořen tak, že u i je souvislá množina pro každé 
^ > o . r 

Nyní dokáži toto pomocné tvrzení: 
Je-li JC kompaktní interval, obsažený v našem intervalu J , 
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potom existuje <3 > 0 tak, že pro každý interval 
délky menší než <£ exlatuje index f ( 1 < j < n ) tak, že 

(73) Xjiyíit) y ^ U )) * 0 

pro všechna T é * . Tedy mohu rozdělit 
x na konečný pofiet kom-

paktních intervalů (označme Je £ ) tak, že v každém z těchto 
částečných intervalů platí (73) pro ji8té j . 

D ů k a z : Kdyby toto tvrzení nebylo pravda, existovalo 
by ke každému přirozenému v Intervalu n čísel /<*> / ( f f ) 9 • • • I 9 
vzdálených navzájem od aebe nejvýěe o tak, že by bylo 

(74) ,..., fa (tj(P) )) =0 pro . 
Existovala by dále posloupnost fy < f>2<... tak, že by existo-
vala lim t ^ ^ ; potom by ověem bylo též 

A oo 

lim tj^A* = Z pro 4 = 2,..., ti 
4-* oo ' 

a z (74) a ze apojitosti fUnkcí Xj , by plynulo 

XjiyiT),..., yn(T)) » o pro / = 1 , , 
což není možno, ježto ( t ),..., y^i Z ) J e A/c a v 
plati (39). Tím je tvrzení dokázáno. 

Vratme se nyní k našim obrázkům. Každý z Intervalů ^ , J^ , 
... rozdělím na konečný počet takových kompaktních intervalů 

, Jaké jsou popsány v našem tvrzeni; t j . ke každému vn 
existuje j; tak, že 

(75) Xjiy^it ) fakt)) * O 
pro všechna ťe a£m . Přitom zřejmě mohu dosáhnout toho, že pro 

každé m > O je množina D-řj. souvislá, např. v případě 4i «1 
otevřeného intervalu J7 « ( a ,^ ) : 
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Tím dostaneme „ 
sr - O * , 

pouze v případě kompaktního Zf rozdělují přímo J a dostanu Jen 
konečný počet sčítanců: 

7 - U 4 
- ale zde můžeme psát = * f = = • • • » takže máme 
vždy a, 
(76) J = 13 # ; množiny P jfc Jsou SOUVÍ8lé« 

Zřejmě Je nyní 

kde «Je ®nožina všech bodů 

(77) W > Ynltyi i t ^ C t ) • 

Vidíme, že ^ ^ je spojitým obrazem , tedy ^ je 

souvislá, Ježto Je spojitým obrazem souvislí množiny LJ ̂ J* ^ • 

Tedy M 
má vlastnost 2) z tvrzení naší věty a máme ještě doká-

zat, že je splněna též vlastnost 1), tj. že Mm jsou elemen-
tární řešení. 

Množina A/m leží podle (75) v ® js řešením aymetrické-
ho systému (63), nebot je to množina všech bodů (77). Podle věty 
38 (viz též výklad ke vzorci (48)) je M+n též množina všech bo-
dů (píši stručněji j místo j m ) 
9/ Číslu t přiřadím bod [yf (t ),..., ] . 
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(78) 

kde } je jistý interval a funkce % , 
dávají řeSení systému (62). Abych dokázal, že A/m je elementární 
řeSení, stačí dokázat, že ^ je kompaktní. Ježto množiny (77), 
(78) jsou obé totožné 8 Mm , je vidět: když t probíhá kom-
paktní interval probíhá 8pojitá funkce yj(t) nutně právě inter 
val jf9 tedy je jf vskutku kompaktní • 

Poznámka. Z toho, co bylo dokázáno o symetrickém systému 
(40) ^ e e e 

Xéf (A t • • • 1 ̂ n ) ^ ^ »• • •» ^ 

plynou nazpět některé důsledky pro systém 

(41) ^ 1 = X , ^ ),•••, - ^ 9 . *. 9 ) • 

Předpokládejme, že jsou splněny předpoklady věty 39. Každou funkci 
G ( mající v apojité parciální derivace 1. řádu 
která je kon8tantní podél každého řešení systému (40), nazveme ana-
logicky jako dříve (kap. III. § 5e) prvním integrálem systému 
(40) v & . Tvrdím, že tato fUnkce G (4^ »• • •, ) je také 
prvním integrálem systému (41) v EFX&. Neboí je-li 

(79) % (t ) U e J ) 

nějaké řešení systému (41), je množina bodů 

|>,<* ) Tn^t >] ite7) 

řešením symetrického systému (40), tedy Je G U),..., yn (t)) 
konstantní v J , tj. G ( <1* , •.., ) je konstantní podél řešení 
(79). Tedy: každý první integrál symetrického systému (40) je sou-
časně prvním integrálem systému (41), nezávislým na t 

Vyšetřujme nyní řešení systému (40), ležící v některém , 
např. v (tj. v každém bodě řešení je ) * 0 a 
necht X 4 Je spojité v 

. To jsou trajektorie všech řešení sys-
tému (41), ležících v E1xS1 . Současně ovšem jsou to řešení sys-
tému 
(so) 2k. xn ca, ' x, " x, -210-



(věta 38). Každé řeSení ayatému (40), ležící v ^ , je tedy 
jistým řešením 

(81) ^ - j J W ^ 

systému (80). Které řešení systému (41) mu odpovídají (tj. maji 
toto řešení za trajektorii)? Víme, že taková řešení existují; 
pro každé takové řešení musí být 

vpravo je funkce apojitá rdzná od nuly. Tuto rovnici lze řešit 
(volím JKF{0) € J ) : 

(82) t-Z = f — ^ {X^J > , 

Tím je ^ definováno jako fUnkce (pro / ) a to ryze mo-
10/ 

notonni spojitá funkce ; <#1 lze stanovit jako fUnkci inver -
sní - závislou ovšem na Z « Z tvaru rovnice (82) je jasno, že 

•*f = X O - Z ) (t -Ze 70 ) 9 

kde % 
je interval z pozn. ^ ^ pod čarou, odpovídající hodnotě 

Z = o . Dosazením do (81) dostáváme i Jako 

fUnkce t 
Je tedy vidět: dovedeme-li řešit systém (40), redukuje se 

řešení systému (41) na kvadraturu a na sestrojení inversní funkcc 
- ovšem pokud se omezují ns řešení JĈ  (ť),..., » pro něž 
bod [Jcj<t)%...% leží stále v téže množině . Jak 
to vypadá obecně, nebudu zde probírat. 

Příklad(Štěpánov, 195a úloha, str. 347). Vyřešme do všech 
podrobností systém 
(85) . 2*? 

10/ Když Xi probíhá interval J , probíhá t v (82) jistý inter-
vsl j lezným hodnotám T odpovídají intervaly J? , vznikají-
cí jeden z druhého posunutím. 
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a rovněž systém 
(84) = i* ), = - y U + = (y-Jr )(2*+ • 

Které jsou jednobodové trajektorie u systému (84)? Musí být 
X • ̂  = 0 s buáto ^ - -fc = 0 nebo 2f * 0 . Tedy buáto: 
A) = y = o , jakákoliv konstanta, nebo B) JT = - y * 
jakákoliv konstanta, íř = 0 • Tyto body (jsou to dohromady dvě 
přímky v E3 ) vyloučíme a řešíme dále. Z (84) plyne 

v -ar **it - 0 
= c, i 

= + _ t a k ž e ale ar-. ̂  s ^ ̂  , takže 2 ( = • 

+ * = 0 • 

(jr • (Jí Z = C £ . 

Každé řeSení systému (8?) leží tedy na množině, definované rovnice-
mi (pro některé C^ % ) 

Jcy = , ( x • ̂  )*+ (Jř + y) ? = . IV 

1) = 0 , tedy Xy - 0 . Kdyby v některém bodě přlsluáné 
charakteristiky bylo X(t) - o a v jiném X {t ) 40 a tedy 

s 0 » našli bychom snadno hodnotu t tak, že by bylo 
XU ) = y(t ) = 0 což bylo Již vyloučeno (viz A)). Budiž 

tedy např. stéle X - 0 , tedy y 4 O , tedy 

c* Z = - y , y > 0 (nebo y < o ). 

11/ Jinak řečeno: tyto rovnice platí podél každé charakterl8tlky 
X (O, y tf), 2 U ) systému (84). Tedy J8me zde naSli dva první 
integrály. 
12/ To plyne ze apojitoatl funkcí X(t), y(t) a z toho, že t 
probíhá Interval, tedy aouvialou množinu. 
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příslušná "největší" řešení (tj. charakteristické trajektorie) 
systému (83) musí tedy pro C1 a o ležet na nékteré z těchto Car: 

I. ir = 0 , ? = 1 - y , y > o . 

II. = 0 , z = Cz 
y -Y , y < 0 . 

III. V" 0 , * = Ca JÍ - JÍ , * >o . 

IV. y* 0 , ? s Ca 
- X , *< 0 . 

že pak tyto Sáry jsou vskutku řešeními systému (83), přesvědčíme 
se např. u I, II. takto: na těchto čarách Je - y + y) * 
= - y f 0 } tedy systém (83) Je pro teto řešení rovnocenný se sys-
témem Jf 

" V 
(V-JT )(2JI + 2y+ ar ) 

-y(Jt *y) 

ob 

načež dosazením z I., II. se ihned přesvědčím, že tyto rovnice jeou 
splněny. Podobně pro III., IV. 

. C< 
2) č, * 0 . Zde Je y - -j- , JC t 0 , y * 0 . Jestliže pro 

některý bod trajektorie Je ^ r + - y = 0 , t j . -j- = 0 , je 
Ci < o , JC = • v A a d á l e Je n u t n ě s 0 » tedy 

+ y ar ) = O podél celé trajektorie. Opět nemůže být 
v některém bodě takové charakteristiky: Jí(t) +y(t) - 0 a v jiném: 

* y(t) # 0 a tedy Jt (t) • y{t) + *(/) = 0 ježto bychom do-
stali bod, kde je JTTF) • y(t) = 0 , *(*) = 0 , což Je vyloučeno 
podle B). Jestliže v Jednom bodě je * + y * 0 , musí být stéle 
* • y = 0 a podle B) nesmí být nikdy 2T = 0 , takže máme tyto 
Hyři čáry: 

7. 

* a - y -
- y - V 7 ^ 
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(lze ovšem též jednodušeji psét • - D > & * 0 ). 
Podél těchto gar je (•* -y) (2 JC • 2y • z) * 0 ; dosazením do 
systému 

cfr JCU+y) 
{y-jl )(2& + 2y + z ) 

dy - y U+ y ) 
ch. {y-x ) (2jí* 2 y + z ) 

zjistíme ihned, že obě tyto rovnice jsou splněny (obě strany 
jsou 0). Zbývají ty charakteristické trajektorie, u kterých je 
Cf * 0 a stále Jí • y # 0 . Potom 

C1 ^ _ C2 , u . C1 
T T g 

4 
kde jsou vyloučeny hodnoty = 0 f Jf + -j— = 0 . Tedy máme ty-
to další možnosti: 

-ť • ti * 
~ C* „ Cf 

VII. týž vzorec, ale C, > 0 , Jí < 0 . 

VIII., IX.,X.,XI. týž vzorec, ale Cf< 0 a pro JC máme jeden 
z intervalů 

-oo < * ^ - M- C, 

-1Í-C,< X < O 

Y-ČT <-K 00 

Ježto podél těchto řešení je -t(Jr + y ) * O , přesvědčíme se 
dosszením do rovnic , 

afr y 
cU = " * 

= (y-JT)(2x» 2V•*• g ) ̂  
d* Jí{Jc+y ) 

že tyto rovnice jsou splněny. 
Tedy I. - XI., dávají vskutku všechns "největší" řešení sy-

netrické soustavy. Nyní snsdno najdeme všechny cherakteristiky 
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systému (84). Ježto každé řeěení I. - XI. leži v jedné z množin 
^ t ^ í . ^ (tj. buáto je atále (X + y ).X 4 O nebo 
_ y(X + y ) 4 0 nebo (y -X)(2X • 2y ) * O ), je řeSení vel-
mi jednoduché: nepotřebujeme žádné "slepování": podle každé 
charakteriatiky Je budto y , Sf funkcí X nebo ar , 
X funkcí y nebo X , y funkcí 2 . JTapř. u I., II. máme 

||r = - y (**y) = - y 2 (y> o resp. y < o ) , 

t - V - ~ J y ^ = "y~ * Z l i b o v o l n á konstanta), 

y = t _ (interval t >Z u I., t< T u II.) ; doaazením £ 

do 2ř = - y bychom dostali i H jako fUnkci t ; 
X - O .IV Podobně pro III., IV. 

U V. máme X- -y - D 4 0 ( 2 > 0 resp. * < 0 ), 

-ígL = (y - Jt) (2 X *• 2 y • Z ) = - 2 Z?* , 

t T S = ' 
? = t£-(*'*>2D (interval - co < í < + oo). 

U VI. - XI. máme 

** = x (x+y )= x* + Cf , * o . 

t - V = I 
J l t t , 

V případě Ci > 0 položme = D (jD > 0), takže v případech 
VI., VII. je 

t - V - -p- arctg ( X > 0 resp. -ť < 0), 

X - D t g D (t - V ) (interval 
277 < r + ^ r u VI. 

fC- ^ < t U VII.) 

13/ Toto (triviální) dosazování nebudeme provádět. 
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V případě Cf< O položme £f * -D2 ( D > O) , 

JLlŘ. 
JC + D 

= i 2 0( * - r ) 

V případě VIII., XI. Je UI > D , tedy 

* »Z? 

í + D 
2D(t-r) 

_ 2D(t-V) - -g » 

i • 
i - i 

interval * > T pro VIII.(Jř< -Z?) 
T pro XI. U > D )). 

V případě IX. a X. Je Mř| <J? , tedy 

_ ,2JH t - Z) 
JC + D 

1 - JÍ 
2DCt - zr) 

1 2D(t~z:) 
interval t>7 pro IX. {-D<X<0) 

ř < r pro X. (0<-t </?)). 

Mimoto máme ještě konatantní řešení (viz A),B)) 

(Ct O ) 

Jt a C , y * - C, i « 0 ( libovolné) 

Tím jame našli všechny charakter1atiky 8yatému (84). 
Přiklad. (Štěpánov, 194.úloha). 

(85) 
cU 

( y* - **) 
± cfa* 

- y (?•.**) Z y*) 

a k tomu dynamický ayatém 
dx . 
dt (86) = * (y*-2*), ̂  - - y = 2 y-) ^ cín * _ i 
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Konstantní charakteristiky: to Jsou body ns osách X = Y- 0 , 
JÍ - o , y = * = 0 . 

Ted ostatní. Podél každé charakteristiky je 

• 

tedy jr • y2 + z ' = ^ ( C> o ) , 

a rovněž , / z oU cOx. 
x 

tedy 

- a , 

z 
= i?. 

Ale to nesul být žádné souřadnice = 0 • Tedy pišme to radě-
ji tskto: 

yz jQfc X - * * . = 0 
l 7 <Ú * dt * dt 

tedy - ^ L (Z?-) = 0 
yz? 

a hořejší rovnice ^ • - Z? vskutku platí na každé trajekto-
rii, na které nikdy není X = 0 . 

Proto vyšetříme napřed, zda existují trajektorie, ležící 
celé v rovině Jf s o « Jde o systém 

* • o . g - - f * 

y2+ z2 * C* ( C > o) . 

To odpovídá kružnicím; ale je X ' 0 , tedy nesmi být y * O 
ani ž s o j největěí možné trajektorie jsou nejvýěe Čtvrtkruž-
nicemi (bez krajních bodů, tj. X « 0 , ar = 
(0<y<C nebo 0 > y > - C ). Pro Jr» 0, y # 0 , * • 0 
je vSak systém (85) ekvivalentní se systémem: 

cU _ n . JL 
"ST ' " " 2 ' 
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který je pro naše čtvrtkružnice vskutku aplněn (nebot na nich je 
Z* - C , y • » = 0 ) • Tedy tyto čtvrtkružnice jaou cha-

rakteristickými trajektoriemi systému (86) a spolu a konstantními 
trajektoriemi již vyplňují celou rovinu « 0 . Všechny oatatní 
charakteristické trajektorie leží tedy v nm«*tně X 4 O a podél 
nich platí 

Z2 = C , y * - D j í ( a buáto atále X >0 nebo atále 
M, < 0 ). 

1. Budiž D = 0 , takže podél příslušné charakteristiky je 
stéle ytf) « ď ) s o • Kdyby pro některé bylo y(*V) = O 
a pro jiné t% bylo y(ť?) • O , došli bychom jako v předešlém pří-
kladu k bodu, kde y (t) = x (č) = 0 , což není možno . Tedy je 
budto podél celé trajektorie y = 0 (a tady JC 4 0 , % * 0 ) 
nebo z » 0 . V prvním případě leží trajektorie celá v množině 

0 , ari 0 . 
To j80U opět čtyři čtvrtkružnice a ty opět aplňují vakutku ay8tém 
(85), který je zde možno psáti 

ty ^ J L 
= 0 ' cU s " * ' 

Podobně pro 2 = 0 , y * O . 

2. D 4 O . Teá už máme vyplněny trajektoriemi všechny 8ou-
řadnlcové roviny; Pro 08tatní charakteristické trajektorie syatému 
(86) Je tedy -Hyz 4 O . Na každé z těchto trajektorií mají tedy 
jt , y , Z stálá znamení. 

Pišme 
(87) -ť = ^jfi-+ Z* = C* { C > O ) , 
tady /-«í? ̂  i _ 

= 
f y* ^ r 

Systém (85) se nezmění, změním-li u *ť nebo y nebo Z znamení; 
tedy se stačí omezit ns oktant X > O , O f 2* > O ; potom 

D > O a tedy 
(88) 3f = f - r* n 2 -2 i? + y D • y y 
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Systém (85) mohu nyní psáti 

oU _ Jí ( y*) ak _ _ ar **) 
+ ' dy y 

a mohu se přesvědčit 9 že fUnkce (88) mu vskutku výhovu Je. Ale do-
sazování Je zde zdlouhavé, proto si můžeme pomoci též obecnou dva 
hou: Je-li dáno 4ř, y , 2 v prvním oktantu , Jaou tlm podle 
(87) Jednoznačně určena C , D . Ježto charakteristické trajek-
torie vyplňují celý oktant, existuje (při libovolně zvolených 

C > 0 , D > 0) aspoň Jedna charakteristické trajektorie, tvoří-
cí část křivky (88). Tato charakteristická trajektorie Je trajek-
torií jisté charakteri8tiky. 
(89) ji * <p(t)9 y= y>(t)f z =%rt) ía<t<£) 
8ystému (86); z druhé rovnice (86) je vidět, že < q . 
tj. roste-li t od A do i , probíhá y klessjíc jistý intervsl 
( p foc ) (0 </i<oc < C)i z (88) je vidět f že bod {JC 9y 9z} 
má pro y —a• /3 + i pro y —• oc - jistou limitu; a tato limi-
ta (viz větu 36, ̂ ^ tvrzení 2b) musí být bodem, v němž všechny 
tři pravé strany rovnic (86) Jsou rovny nule, tj. budto Jt> = 
= y s o nebo y = * = o nebo 2f s JT = o . Ale to podle 
(88) je možno jen pro p = 0 , # = C . Tedy trajektorii cha-
rakteristiky (89) je vskutku celá křivka (88). Křivky (88) pro 
všechna C > o , D > 0 dávají tedy vskutku všechny charakte-
ristické trajektorie 8ystému (86) v oktantu Jt> 0 , , 
? > 0 . 

Oba příklady byly poměrně jednoduché: podlé každé charakte-
ristické trajektorie byly dvě ze "souřadnic" i, y , 2 funkcemi 
třetí souřadnice, a to v celém rozsahu charakteristiky; tedy ne-
bylo třeba žádného slepováni charakteristik z elementárních řeše-
ní ve smyslu věty 39. 

14/ Zde je možno klásti áT = £"3 
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