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IX

DALSITI _VETY O UHLECH

i
V celé kapitole pfedpokléddme; Ze je déna rovina E,.

56. POJEM DUTEHO UHLU. V predchézejici kapitole jsme sice pro-
birali razné vzorce pro kosinus a sinus uhlu, ale teprve nyni pfistou-
pime ke studiu geometrického pojmu thlu.

Slovo uhel ma v geometrii rozmanité vyznamy, zikladnim pojmem
je viak pojem dutého thlu, ktery nyni budeme definovati. Budtez dany
t¥i rdzné body V, 4, B, které nelezi na p¥{mce. Rovina E, se skladd ze
viech bodil tvaru

(56.1) V+4d—VF)+ 5B -7),

kde ¢,, ¢, jsou libovolné reilna éisla. V roviné E, lezi polopfimka VA
sloZena z téch bodd, u kterych ¢, > 0, t, = 0, dile poloptimka VB
sloZend z téch bodd, u kterych ¢; = 0, £, = 0. MnoZinu t&ch bodi,
u nichz v (56.1) je ¢, = 0, t, = 0, oznaéime < X AVB nebo < BV A a na-
zveme ji duty thel; bod ¥V se jmenuje jeho vrchol, poloptimky VA, VB,
se jmenuji jeho ramena. Vrchol nalezi do obou ramen; ob& ramena jsou
asti Ghlu. KaZdy jiny bod ahlu & AV B, t. j. kazdy bod, pro néjz
v (56.1) je ¢; > 0, £, > 0, jmenuje se vnit#n? bod uhlu.

P¥imka VA se skliadé ze viech bodd, pro néz ¢, = 0 a ¢, je libovolné;
takovy bod nalezi do < AVB tehdy a jenom tehdy, jestlize ¢, = 0.
Tedy ze vSech bodi pfimky VA jsou to pravé body polopfimky VA4,
které nalezeji do X AV.B; podobné pro piimku ¥V B.

ViTa 56.1. Jestlife dva rizné body X', X" ndleeji do . AV B, potom
celd tsecka X'X" je &dsti < AVB. JestliZe mimo to neleZi oba body
X', X" na témZ rameni 4hlu X AV B (zejména tedy, jestliZe aspoii jeden
z obou bodd X', X” je vnitinim bodem pro <X AVB), potom kaZdy
vniting bod vsefky X' X" je vnitinim bodem pro < AVB.
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Doraz. Budiz

X' =V4+4(A—V)+6B—V), =0, 1>0,

X'=V+4A—-V)+t(B—V), {20, t; >0,
pii 8emZ nenf soudasné ¢, = |, {, = t,. Bod X tisecky X'X"” m4 tvar

X=X 4¢X"— X,
kde 0 < ¢ < 1, takie platf (56.1), pfi demi
to= (1 — o) t| + ct], t; = (L — c) £ + cty,

takZe t; > 0, £, = 0, t. j. bod X nalezi do < AV B. Pfedpoklidime-li,
-Zze X je vnittni bod Gsetky X'X", t. j., Ze 0 < ¢ < 1, bude zpravidla
t, > 0,1t > 0,t.j. X bude vnitfnim bodem pro <t AVB. Vyjimka na-
stane jednak pro ¢, = £, = 0, t. j. lez{-li oba body X’, X" na polop¥fmce
VA, jednak pro ¢, = £; = 0, t. j. lez{-li oba body X’, X" na polop¥imce
VB.

VEra 56.2. <L AVB se sklddd ze vSech polopiimek tvaru VC, kde C je
libovolny bod wseéky AB; je-li C vnitini bod polopFimky AB, potom celd
poloptimka VC aZ na bod V leff uvniti <X AVB.

Dioxaz. Bod C tsedky AB mi tvar

(56.2) C=A4coB—4),0<c< 1
poloptimka VC s skladé ze viech bodd tvaru
(56.3) X=V+HC—-V), t=>0,
" tedy tvaru

{‘ _ X=V+4+tl—c)(A—V)+ tc(B—V).
Potom jest ¢(1. — ¢) = 0, fc > 0, t. j. X ndlezi do < AV B; je-li C vniti-
nim bodem tusetky AB a je-li X £V, jest 0 <c <1, t> 0, tedy
Yl —c)>0,tc > 0,t.j. X je vnit¥nim bodem pro < AVB. Obracens,
jestlize bod X =+ V nalezi do <t AV B, potom X ma tvar (56.1), kde
t;, = 0, t;, = 0, neni vSak soudasné ¢, = ¢, = 0, takZe ¢, -+ £, > 0. Polo-
zime-li .

4ty =1t, ——=c,
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platf (56.2), takZe bod C' nalezf do tisetky 4B, a mimo to platf (56.3),
takZe bod X naleii do polopiimky VC.

Z véty 56.2 plyne: !

VETA 56.3. Je-li X + V bod 4hlu < AV B, potom celd polopfimka VX
je Cdsti uhlu x AV B; je-li X vnitfnim bodem pro < AVB, plati totés
o kaZdém bodé X' + V polopfimky VX.

ViETA 56.4. Budif p, ta polorovina vytatd pFimkou VA, ve které lesi
bod. B (a tudiZ celd polopfimka VB); budiZ g, ta polorovina vytatd pfim-
kou VB, ve které leZi bod A (a tudiZ celd polopfimka VA). Potom & AVB
je pranik (spoledna &ast) polorovin gy, g, wvnitfek < AVB je prinik
vnitFled, polorovin g4, p,. Nebot polorovina p; je mnoZina téch bodu
(56.1), pro né% je £, = 0 a jeji vnitfek je mnozina téch bodu (56.1), pro
néz je t, > 0, podobnd ¢, = 0 v poloroviné g,, £, > 0 uvnitt polorovi-
ny gs.-:

Z véty 56.4 se di snadno znovu odvodit véta 56.1. Mimo to plyne
z véty 56.4, ze thel < AV B se nezméni, nahradime-li bod 4 kterym-
koli bodem A’ # V polopfimky VA4, bod B kterymkoli bodem B’ + J
polop¥imky VB. Tedy: ‘

VETA 56.5. Duty whel je jednoznacné uréen svymi rameny.

'57. DVOJICE DUTYCH UHLU. Budte? dany dva duté thly < AV B,

X AVC se spoleénym ramenem VA. Oznaéme p p¥imku VA, dile pB
tu polorovinu vytatou pfimkou p, ve které lezi bod B, podobné pC tu
polorovinu vytatou pfimkou p, ve které lezi bod C. (Podle definice
dutého dhlu zadny z bodt B, C nelezi na pfimce p.)

Nyni jsou mozné dva p¥ipady. Budto poloroviny pB, pC jsou na-
vzijem opaéné, nebo.obé tyto poloroviny splynou. V prvém piipadé
pravime, Ze <X AVB, < AVC jsou styéné, ve druhém, Ze jsou v zd-
krytu.

Je ziejmé, Ze dva styiné duté thly < AVB, < AVC nemaji spoled-
nych bodi mimo body spoleéného ramene. Dilezitym zvlastnim pii-
padem stydénych uhla jsou #hly vedlejdi. Tak nazyvame dva duté Ghly
X AVB, & AVC se spoletnym ramenem VA tehdy, jestlize druhé ra-
mena VB, VO leki v tée piimce, . j. jestlize V.B, VC jsou dvé navzéjem
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opatné polopimky. K danému dutému thlu < AVB existuji pravé
dva vedlej$i Ghly; jsou-li poloptimky VA, VA’ navzijem opaéné a rov-
néz tak polopfimky VB, VB’, potom uhlem vedlejsim k < AVB je
jednak <X AVB’, jednak <X A'VB. Za téhoz piedpokladu, Ze polo-
piimky VA, VA’ jakoZ i polopfimky VB, ¥ B’, jsou navzijem opaéné,
pravime, Ze duté uhly < AVB, < A’V B’ jsou dhly vrcholové. Je patrné,
%e oba thly vedlej’i k tému# dutému dhlu jsou navzajem dva Ghly
vrcholové.

Jsou-li p, ¢ dvé riznobézky s priseéikem ¥V, potom bod ¥V rozdéli
kaZdou z obou pfimek p, ¢ na dvé navzijem opaéné polopfimky s po-
tatkem V. Kterdkoli z obou polopiimek obsazenych v p¥imce p spolu
s kteroukoli z obou polopfimek obsaZenych v pfimece ¢ dava dvojici
ramen dutého ihlu. Jsou celkem éty¥i takové uhly, které nazveme wihly
riznobéZek p, q. Tyto Etyfi piimky se rozpadaji na dvé dvojice navza-
jem vrcholovych hli. Kazdy thel prvni dvojice spolu s kazdym tthlem
druhé dvojice jsou dva navzijem vedlejsi ahly.

Jestlize polop¥imky VB, VC splynou, potom splynou také < AVB,.
X AYVC a jsou v zakrytu. RovnéZ tak jsou oba thly v zakrytu v tom
pfipadé, Ze polopfimka VC je vnit¥ni polopfimka pro < AV.B nebo
polopiimka VB je vnitini polopfimka pro < AVC.

ViEra 57.1. JestliZe polopfimka VC je vniting polopfimka pro <. AV B,
potom X AV B se sklddd z obou dutyjch ihls X AVC, X BVC, které jsou
navzdjem styéné a tudiZ nemaji jinych spoleénych bodi mimo polo-
piimku VB. ‘

Dtxraz plyne snadno z véty 56.2, nebot podle véty 56.5 miZeme
predpoklidati, Ze bod C lezi na Gseéce 4B a potom tusecka AB se sklada
z Usedek AC, BC, které majf spoleény pouze bod B. Jeito usecka AB
protne piimku ¥C, jsou body A, B od sebe oddéleny piimkou ¥VC
a proto < AVC, X BVC jsou navzijem styéné. Obricené plati:

VETA 57.2. Jsou-li X AVB, X AVC dva razné duté ihly, kieré jsou
navzdjem v zdkrytu, potom budto je VC vnitfni polopFimka pro < AVB
a X AVC je édsti X AVB nebo je VB vnitini polopfimka pro < AVC
a X AVB je éasti & AVC. Tyto dva p¥ipady se oviem navzijem vy-
luéuji.
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Doxgaz. Budiz

Bod C podle pfedpokladu le{ uvnit¥ poloroviny pB (je-li opét p
pfimka VA), takie t, > 0, a bod C neleii na polopfimce VB, takZe
t, = 0. Je-li ¢, > 0, je C vnit¥ni bod pro <X AV B a tudiz polopfimka
VO je vnitfnf pro < AVB. Je-li viak ¢, << 0, t, > 0, jest
B=V—2(A—V)+7(C—V), —2>0, >0,
’ t2 .tZ tZ t2

takZe B je vnitinf bod pro < AVC a tudiz polop¥mka V B je vnit¥ni pro
X AVC.

Budtez nyni VA, VB, VC t#i razné polopfimky s tymZ podatkem V
v na8i roviné E,. MiZe se stat, ze nékteré dvé ze t¥i pfimek VA, VB, VC
splynou. Splynou-li na p¥. ptimky VB, VC v jedinou p¥imku », potom
polopfimkys VB,VC jsou navzijem opacné, duté uhly < AVB,
< AV 0 jsou navzijem vedlejsi, a polopiimky VB, VC nejsou rameny
Zadného dutého uhlu. Z véty 56.4 snadno plyne, Ze oba vedlejsi Ghly
X AVB, & AVC dohromady vyplni polorovfnu r4 a Ze body obéma
spole¢né vyplni polopfimku VA.

Pfedpokladejme viak, Ze viecky t¥i ptimky VA4, VB, VC jsou na-
vzijem riizné. Potom méme tii duté dhly

(57.1) X AVB, & AVC, < BVC

se spoletnym vrcholem V, z nich% kaZdé dva maji jedno spoleéné ra-
meno. Vektory A — V, B — V,C — V roviny E, jsou mezi sebou linear-
né zavislé, takZze nékterd jejich netrividlni linedrni kombinace je
rovna o:
(57.2) a(A —V)+bB—-V)+¢(C —V)=o.

Jezto kazdé dva z naSich t¥{ vektort jsou lineidrné nezivislé, je jisté
abe + 0. Ve vztahu (57.2) miZeme jednak zmé&nit znameni vSech tif
koeficientt, jednak zménit pofadek séitanct. Mime tudiZ v podstaté
pouze dvé moZnosti:

(57.3) a>0,b0>0¢c<0;
(57.4) a>0,b6>0,c>0.

Tyto dvé moZnosti jsou geometricky popsany ve vétdch 57.3 a 57.4.
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ViTa 57.3. Jesthie ve vztahu (57.2) plati (57.3), potom jsou <X AVC,
< BVC dva styéné ihly, které dohromady vyplni X AVB. To plyne
z véty 57.1, nebot
b

C=v_%u—vy—2B_v), —%>0 —25,,
[ [ [ [

takzZe polopfimka VC je vnitini pro < AVB.

VETa 57.4. Jestlite ve vatahu (57.2)’pla,t15 (57.4), potom katdé dva ze
% dhle (57.1) jsow nmavzdjem styéné (a nemaji tudf? mimo spoleéné
rameno Zadny dalsf spoleény bod). Viecky tii «4hly (57.1) dohromady
- vyplnt celow rovinu.

DUxaz. Jezto ve vztahu
b

a
C=V—-2(4=V)—=(B=V)

o
koeficient — % fie zéporny, jsou body B, C od sebe oddéleny ptimkou

VA, takZe uhly < AVB; X AVC jsou stytné; totéz plyne obdobné
o kterychkoli jinych dvou ze t¥f thla (57.1). Zavedme bod ¢’ rovnici
(57.5) C'=V—(C-7)
Potom z (57.2) plyne
/
a(Ad —V)+ bB—-V)—c(C'—V)=o,

takZe podle véty 57.3 < AVC’, & BV(C' dohromady vyplni < AVB.

Avsak (viz obr. 4) poloptimky VC, V(' podle (57.5) jsou navzajem

opacné, takie g AVC, <&

A <L AV C' jsou navzijem ved-

lejsi a totéz plati o < BYC,

<X BV ('. Oznadme r pfimku

VC; z (57.2) a (57.4) plyne,

ze poloroviny r4, rB jsou

navzajem opac¢né. Oba duté

Y} uhly < AVC, < AVC' do-
hromady vyplni polorovinu
8 r4; oba duté ahly < BVC,

Obr. 4. <X BVC' dohromady vyplni
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opaénou polorovinu rB. Jeito, jak uz vime, & AVC’, ¥ BVC" dohro-
mady vyplni < AV B, vidime, %e duté iihly (57.1) dohromady vyplni
celou rovinu. ,

58. KRUZNICE. Zvolme v roving bod S a &islo » > 0. Mno#ina véech
bodt X roviny, pro néz SX = r, kterou oznadime (S;r), jmenuje se
kru#nice se stfedem S a s polomérem r. Slovem palomér se také oznaduje
ka%d4a tsedka 8X, kde X je libovolny bod kruznice. O bodu X pravime,
ze leZi vné kruznice, je-li SX > r a %e lesi wonits krugnice, je-li SX <
stfed S lezi tedy uvnit¥ kruZnice.

P#imka p prochizejici sttedem se jmenuje pramér kruZnice; z defi-
nice je jasné, zZe kazdy primér protne kruZnici ve dvou riznych bodech
A, A, tak, ze S je stfed dvojice 4, 4,. [Slovem primér se Sasto ozna-
Suje také tsetka A,4,, jako? i jeji velikost, kters se rovna 2r.]

JestliZe kruznice (S,; 7,) splyne s kruZnief (S,; 7,), musf byti S;= S,,
r, = 7,. Nebot kdyby bylo 8; +.8§,, potom by pfimka S8, byla pri-
mérem kruZnice, kterou by protala ve dvou bodech 4,, 4, tak, Ze’
stfedem dvojice 4,, 4, by byl zaroveii i bod S,1bod S,, coZ je nemoz-
né. Je tedy S, = S,, nadez oviem r, = 7,.

BudiZ nyni p libovolnd p¥imka. Prochdzi-li p stfedem S kruZnice
(S; r), vime, %e p protne (S; r) ve dvou bodech 4,, 4, tak, Ze S je stie-
dem dvojice A,, A,. Jestlize p neprochézi stfedem S, budiz B pata kol-
mice k p¥imce p vedené bodem 8§ a budiz SB = d, takie d je vzdilenost
stfedu S od p¥imky p. Nyni rozeznavime tii ptipady podle toho, zda
d<r,d=r,d>r.

Je-li ptedné d < r, potom podle vét 33.2 a 33.3 p protne kruZnici ve
dvou bodech 4,, 4,tak, %e B je stfed dvojice 4,, A,; vnitiek usecky
4,4, lezi uvnitf kruZnice a ty body pfimky p, které nenaleZejf do
aseCky A,4,, lezi vné kruZnice. P¥imka p se jmenuje secna kruznice,
Gsedka 4,4, tétiva krufnice. (P¥imky prochizejici bodem S poc1tame
mezi setny; bod B v tomto pi{padé splyne s bodem S.)

Je-li za druhé d = r, potom pfimka p mé s kruZnici spoleény jediny
bod B; viecky ostatni body pfimky p lezi vné kruZnice. Pravime, Ze p
je teéna kruZnice v bodé B, Ze B je jeji bod dotyku, Ze p se dotykd kruz-
nice v bodé B.
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Je-li za t¥eti d > r, potom viecky body p¥{mky p leZi vné kruznice;
pravime, Ze p je neseéna krufnice.

Ziejm¥ kaZzdym bodem B na kruZnici (S;r) prochazi pravé jedna
teéna; je to kolmice vedens bodem B na pi{mku SB; bod B je jejim
bodem dotyku.

Zvolme na kruZnici (S; #) dva razné
- body A,, A4, Jimi prochiz{ seéna
A, 4A,, kterd rozdélf rovinu na dvé polo-
Toviny @i, g5 oznatme c¢; tu dast krui-
nice, kterd leii v p,, ¢, tu &ast, ktera
lezf v p,. MnoZiny c,, ¢, se jmenuji ob-
louky nasi kruznice; body A, A4, se
jmenuji krajni body obou obloukd.
Kazdy jiny bod kruznice nileif do
jediného z obloukt ¢,, ¢, a pravime, Ze
je jeho vnitinim bodem. Jestlize p¥imka
Obr. 5. A, A,prochézistfedem S, potom oblouky
) €1, €, Se jmenuji polokruZnice.

Pfedpokladejme vsak, %e ptimka 4,4, neprochézi sttedem . Potom
volme oznaden{ tak, Ze S lez{ v_poloroving p, (a je jejim vnitfnim bo-
dem). Potom dokizeme, Ze bod X na kruznici ndlei do oblouku c, tehdy
a jenom tehdy, jestlize polopFimka SX ndlefi do dutého 4hlu < 4,S4,.
Stadi provésti dikaz za pfedpokladu, Ze X + 4,, X + 4,,t.j. Ze bod
X nele#i na piimce 4,4, (viz obr. 5). Necht nejprve bod X nalezi do-
oblouku ¢,. Potom X leZi uvnit¥ g,, S uvnitf p,, takZze body X, S json
od sebe oddéleny p¥imkou 4,4, To znamend, Ze uvniti dsetky SX
le#{ bod B ptimky A4,4,. Ztejmé SB < 8X, t. j. 8B < r, takie podle
véty 33.3 bod B lezi uvniti tsetky 4,4, a tedy podle véty 56.2 polo-
piimka SB neboli polopfimka SX ndalezi do <t 4,84,. Obricené pted-
poklidejme, %e bod X kruZnice (S; r) naleif do < 4,84,. Podle véty
56.2 polopfimka SX obsahuje bod B tiseéky 4;4,. Jeito 4, + X + A,»
jest A, + B + A,, takze B lezi uvnitf tisecky 4,4,. Podle véty 33.3 je
tedy SB < S84, t. j. SB < SX. Je#to B le#i na polop¥imce SX, plyne
z toho, Ze B leZi na tiseéce SX, t. j. body S, X jsou od sebe oddéleny
pifmkou 4,4, a b‘Qd X nalezi do poloroviny g,.
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Jsme nyni vedeni k zobecnéni pojmu thlu. Dosud jsme v této kapi-
tole zavedli pouze pojem dutého uhle. Duty tdhel < 4,84, jsme
v &lénku 56 definovali jako mnozinu bodd; podle véty 56.2 mizeme
vSak duty ahel < 4,84, definovat také jako mnoZinu polopiimek
s po¢atkem §. Definujme nyni ke kazdému dutému dhlu < 4,84,
s vrcholem v bodé §.a s rameny v polopfimkach S4,, S4, vypukly
tthel s tymz vrcholem S a s tymiz rameny S4,, S4, jako mnoZinu téch
polopfimek s poddtkem S, které nejsou vnitfnimi polopfimkami dutého
Ghlu < 4,84,. Duty xhel < 4,54, a vypukly thel s tymiz rameny ne-
maji tudiz mimo S4,, S4,z4dnou jinou spoleénou polopfimku; kazda ji-
na polopfimka SX s poéatkem S nalezi tedy do jediného z obou uhlii a na-
2y va se vnitFni polopfimkou tohoto thlu. Jsou-li 4,, 4, dva rizné body
na kruznici (8; 7), pfi dem% body 4,, 4,, S nele%i v téZe p¥imce, potom
mdme dva rizné ahly s rameny v polopf{mkéch S4,, S4,, jeden duty
a druhy vypukly. Tyto dva Ghly nazveme stfedové #hly kruznice (S; r)
uréené dvojici A4,, 4,. KaZdy z obou obloukl ¢, ¢, kruZnice \(S; 7)
8 krajnimi body A4, A, se skladd z téch bodd X kruZnice (S; ), pro
které polopiimka SX nale#i do p¥islusného z obou wihli.

Pfi tom jsme pfedpokladali, Ze body S, 4,, 4, neleii v téZe pifmce.
Jsou-li §4,, SA, dvé opainé polopfimky s poditkem S, které tedy leii
obd v téze piimce p, potom ¢ déli rovinu na dvé poloroviny g, .
Piimym shlem s vrcholem v bodé S a s rameny v obou polopfimkich
S84,, S4, nazveme mnozinu téch polopffmek SX s potitkem S, které
lez{ v jedné z obou polorovin p,, g,. Mdme tudiz pro dvé opaéné polo-
ptimky SA4,, SA4, pravé dva piimé ahly s rameny v polopfimkach S4,,
S4,; jeden z nich je ¢asti poloroviny g,, druhy je éasti poloroviny g,.
Lezi-li body 4,, 4, na kruZnici (S; r), potom ty body X kruZnice, pro
které polopfimka SX nilezi do jednoho z obou p¥mych thli, vyplni
jednu polokruZnici s krajnimi body 4, 4,.

Pojem dutého, vypuklého a pfimého ithlu miizeme shrnout v jediny
pojem jednoduchého 4hlu; nebudeme vySetfovat v této knize jiné nez
jednoduché thly. Dvé rizné polopfimky s tymz poc¢atkem S jsou ra-
meny pravé dvou jednoduchych thld; p¥i tom je z obou dhld budto
jeden duty a druhy vypukly nebo jsou oba pfimé.

’
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59. PRIROZENE USPORADANI UHLU. Definici styénych thli,
podanou v &lanku 57 pro dva duté dhly, zobecnime na jednoduché
ihly takto: Dva jednoduché uhly nazyvime styéné, jestlize maji jedno
spoleéné rameno (tudiZ i spoleény vrchol), ale mimo toto spoleéné ra-
meno nemaj{ Zddnou spolednou polopfimku. Z vysledkf &ldnku 57 je
totiZ patrné, e pro duté ihly nové definice je v souhlase se starou.

ViTa 59.1. BudiZ ddn jednoduchy dhel s rameny v polopfimkdch SA,
‘8B a budiz SC jeho vnitfni polopfimka. Potom existuje prévé jeden
jednoduchy vhel s rameny SA, SC a pravé jeden jednoduchy whel s ra-
meny SB, SC tak, Ze oba nové whly jsou Edsti pavodniho. Oba nové whly
jsou navzdjem styéné a dohromady vyplni whel pivodni. JestliZe pivodni
whel je duty nebo pfimy, jsou oba nové dhly duté. Jestlize véak pivodni
whel je vypukly, je z novych whls aspots jeden duty, kdefto druhy mute
bijti duty, pFimy nebo vg/pukly’.

Doraz. I. Dv8 rizné polopimky s poéitkem S jsou rameny dvou
jednoduchych uhli, které budto jsou oba p¥imé nebo je jeden z nich
duty a druhy vypukly. Tyto dva jednoduché uhly dohromady obsa-
huji kaZdou polopfimku s poddtkem S a proto nejvys jeden z nich mize
byti ¢isti daného jednoduchého thlu.

II. Jestlize dany thel je duty, plyne nase véta z véty 57.1.

III. Jestlize dany thel je p¥imy, potoin viecky tfi body S, 4, B leii
v téZe piimce p a existuje polorovina ¢ vytatd p¥imkou p tak, ze dany
thel se skldd4 z téch polopfimek s podatkem S, které lez{ v g. Jsou-li
61, 0, 0bé poloroviny vytaté ptimkou SC, plyne nase véta z véty 56.4,
pii ¢emZ jeden z obou novych uhli se skldda z téch polopiimek s po-
datkem S, které lezi zaroveli v obou polorovinich g, a,, druhy z téch,
které lezi zaroveni v obou polorovinach g, o,.

IV. Budiz posléze dén vypukly thel s rameny S4, SB a oznaéme
SA’ polopfimku opaénou k S4, 8B’ polopfimku opaénou k 8B. Je-li p
ta polorovina vyfatd piimkou SA4, kterd neobsahuje bod B, a je-ii o
ta polorovina vyfatd pfimkou SB, kterd neobsahuje bod 4, odvodime
snadno z vty 56.4, Ze dany thel se sklddd z dutého Ghlu < A'SB
a z toho pfimého thlu s rameny SA4, SA4’, ktery je ¢asti poloroviny .
P#i tom oba pravé zminéné thly jsou styéné; z toho plyne uZ spravnost
véty pro ten pfipad, Ze polopfimka SC splyne s polopfimkou S4°.
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Stejné se odvodi sprdvnost véty pro ten piipad, Ze pblopi‘imka SC
splyne s polopfimkou SB’; v obou pfipadech z novych dhli jeden je
duty a druhy p¥imy. Jestlize polopfimka -SC je riizna jak od SA4’ tak
i od SB’, potom z definice daného vypuklého tihlu plyne podle véty
56.4, ze SC je vnitini polopfimkou pro aspoil jednu z polorovin g, o
Jestlize (viz obr. 6) SC je vnitini polopfimkou pro g, ale nikoli pro g,
potom podle véty 56.4 je SC' vnitfni polopfimkou pro duty thel
< A’SB, ktery tudiz podle véty 57.1 se skldda z obou styénych hla
<X BSC, X A’'SC’. P¥i tom < A’'SC spolu s tim pfimym thlem s ra-
meny S4, SA’, ktery je éasti po-
loroviny g, dohromady vyplni vy- c
pukly thel s rameny S4, SC. , \
\
\

Z toho plyne snadno, Ze véta je 8
v daném piipadé spravna, pri

¢emZ z obou novych uhli jednim 1 /
je duty thel < BSC, druhym g A

pravé zminény vypukly thel. Stej- $
né se dokiZe spravnost véty pro

ten piipad, Ze SC je vnitini polo-

pfimkou pro g, nikoli v3ak pro o. 8’
Zbyvs jesté ten pripad, Ze polo-

piimka SC je vnit¥ni polopfimkou

jak pro g takipro ¢. V tomto p¥ipadé se snadno nahlédne, Ze jsou splnény
piedpoklady véty 57.4 (viz obr. 4 na str. 170) a podle této véty je nase
véta spravna i v tomto pifpadé, pfi éemz novymi thly jsou dute uhly
X ASC, < BSC.

BudiZ opét dan jednoduchy thel s rameny.S4, SB. Orientovat jedno-
duchy hel znamend rozlisit mezi obéma rameny S4, SB tak, ze jedno
nazveme politecnim a druhé koncovym ramenem.

Jsou oviem dvé rfizné orientace, které nazveme navzijem opacné.
UvaZujme na pf. tu orientaci, pfi které podateénim ramenem je SA.
Budeme definovat piirozené uspofiddini daného orientovaného jedno-
duchého thlu, sloZeného z polopfimek se spoleénym potatkem S. Aby-
chom mohli toto pfirozené uspofadani struéné popsat, zavedme pomoc-
né oznadeni: Je-li SX libovolnd vnitfnf polopfimka daného jednoduché-
ho 1ihlu, potom tento thel se podle véty 59.1 skldd4 ze dvou styénych

Obr. 6.
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jednoduchych uhhi se spoleénym ramenem SX, pii éemZ jeden z nich,
ktery oznatime «(X), mé ramena v polopfimkich SA4, SX, druhy,
ktery oznaéime f(X), mi ramena v polopfimkich SB, SX. Jsou-li
SX, 8Y dvé ruzné vnitfni polopfimky daného jednoduchého whlu, jsou
thly «(X), «(Y) navzdjem rizné; dokazeme, Ze jeden z nich je &asti
druhého, pfi dem? je-li na pf. x(X) Easti a(Y), je B(Y) Casti f(X). Dikaz
plyne snadno z véty 59.1, podle niZ je SY vnitinf polopfimkou jednoho
z obou dutych dhla «(X), f(X). Je-li 8Y vnitfni polopfimkou pro
jednoduchy thel «(X), aplikujeme vétu 59.1 na tento jednoduchy
thel a dostaneme, e existuje pravé jeden jednoduchy thel ¢ s rameny
SA, 8Y, ktery je ¢asti «(X) a tudiz také éasti pivodniho jednoduchého
uhlu s rameny S4, §B, protoZe viak «(Y) je jediny jednoduchy thel
s rameny SA, 8Y obsaZeny v puvodnim dhlu, musi byti ¢ = «(Y)
a z toho plyne, Ze x(Y') je dasti a(X); aviak B(X) se sklad4 z téch polo-
piimek s podatkem S, které nejsou vnitinimi poloptimkami pro «(X)-
a podobny vztah je také mezi S(Y) a «(Y); jeito «(Y) je Sdstf x(X),
vidime, Ze musi byti také g(X) éasti f(Y'). Je-li 8Y vnit¥ni polopfimkou
pro B(X), postupujeme podobné; nyni vyjde nejprve, Ze S(Y) je éasti
B(X) a z toho, Ze a(X) je 8asti «(Y). Na zakladé pravé dokondeného
dikazu miZeme slibenou definici pfirozeného uspofadini daného
orientovaného jednoduchého thlu s po¢iteénim ramenem SA a konco-
vym ramenem SB formulovati takto: Polopfimka SA je prvni, polo-
ptimka SB je posledni; jsou-li SX, SY dv& razné vnitfni polop¥mky,
jest SX pfed SY tehdy a jenom tehdy, je-li a(X) &éasti a«(Y) neboli
B(Y) casti f(X). Z definice plyne:

VETA 59.2. Pfirozené uspofaddni orientovaného jednoduchého hlu
a pfirozené uspotdddni opaéné orientovaného uhlu jsou navzdjem in-
versnt.

Je-li 8X vnit¥ni polopfimka jednoduchého thlu ¢ a rameny SA, SB,
potom &asti tohoto hlu je urdity jednoduchy thel y s rameny S4, SX.
Kazdé vnitini polopfimka SY thlu v je ziroveii vnitini polopfimkou
Ghlu ¢ a jeden a tyZz jednoduchy thel s rameny SA, SY je zaroven
casti v i Gasti . Z toho plyne, Ze to ptirozené uspofadani Ghlu ¢, pfi
kterém je SA prvni, uréuje to p¥irozené uspotadéni thlu v, p¥i kterém
je SA prvni. Podobné se nahlédne, Ze totéZ pfirozené uspofadani dhlu ¢
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uréuje pfirozené uspofadani ve ¢ obsazeného jednoduchého Ghlu s ra-
meny SX, SB, pfi kterém je SX prvni. BudteZ posléze SX, SY dvé
rizné vnitini polopfimky thlu ¢, pfi éemZ v pfirozeném uspofadani.
tihlu @, p¥i kterém je SA prvni, SY lezi pfed SX. Potom ve p je obsaZen
jednoduchy dhel w s rameny SX, SY; w je oviem tim spiSe obsaZen
ve @. Pfirozenym uspofddanim thh ¢, pfi kterém je SA4 prvni, je urde-
no pfirozené uspofadéni ahlu v, p¥i kterém je S4 prvni, a jim opét je
uréeno pfirozené uspofiddani Ghlu w. Tedy plati:

VEra 59.3. Budif din jednoduchy vihel @ s rameny SA, SB a budte
SX, 8Y dvé razné polopFimky ndleZejici do @. Potom Cdsti ¢ je urdity
jednoduchy 1hel w s rameny SX, 8Y a kaZdim z obou pFirozenyjch uspo-
Faddni whlu @ je urdeno jedno pfirozené uspofiddini dhlu . Mluvime
potom o pfirozeném uspofddani dhlu o souklasném s uvaZovanym
pfirozenym uspofidianim thlu ¢; také piisludné orientace uhli ¢,
nazveme navzajem souhlasné. Jestlize s danou orientact thlu ¢ je sou-
hlasné ta orientace hlu w, p¥i které je SX pocéiteénim ramenem, je
oviem SX pred SY v pFirozeném uspofsdani thlu p¥Hslu$ném dané jeho
orientaci.

Vsimnéme si blfZe piirozeného uspofaddani dutého dhlu. Budiz dén
duty dhel < ASB. Podle véty 56.2 maji vecky jeho vnit¥ni polopfim-
ky tvar SC, kde C probiha vnitini body useéky 4B. Jsou-li €y, C, dva
rizné vnitini body Gseéky A B, plyne z téie véty, Ze < ASC, je Gasti
& ASC, tehdy a jenom tehdy, jestlize tiseka AC, je asti isedky AC,.
Plati tudiZ (viz téz vétu 57.1), Ze jestliZe na tsedce AB leif bod C, pfed
bodem C, v tom pFirozeném uspofidani tsedky 4B, ve kterém bod A
je prvni, potom (a oviem také jen potom) polopfimka SC, lezf pFed
padopfimkou SC, v tom prlrozenem uspofddani dutého uhlu < ASB,
ve kterém polopfimka S4 jé prvni.

60. ORIENTOVANE JEDNODUCHE UHLY. Predpokla.dame %e ro-
vina E, jest urditym zplsobem orientovdna. Je-li tomu tak, potom
o orientovaném dutém thlu ¢ AVB s po¢iteénim ramenem V' 4 pra-
vime, Ze je kladné nebo zdporné orientovin podle toho, zda vnéjsi
souéin

(60.1) [A—-V,B—-V]
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je kladny &i zdporny: Z ebou moZnych orientaci{ dutého nhlu je tedy
jedna kladna a druhd ziporna.Jsou-li nyni < AV B, 4 BV C dva styé-
.né duté uhly se spoleénym ramenem V B, jsou podle definice body 4, ¢
od sebe oddéleny p¥imkou V.B a2 toho soudime, Ze oba vnéjsf soudiny
(60.1) a [B — ¥, C — V] maji totéZ znameni. Tedy plati:

ViiTa 60.1. Orientujeme-li dva styéné duté «hly tak, aby spoletné ra-
meno bylo pro jeden politeénim a pro druhy koncovijm, jsou oba oriento-
vény kladné nebo oba zdporné. .

BudiZ nynf din orientovany duty thel  AVB s podsteénim rame-
neni ¥ A a pfedpokladejme pro urditost, Ze zvolens orientace je kladna.
Je-li p ta polorovina vytatd pfimkou VA, ve které lezi bod B, potem
podle véty 56.4 cely < AV-B leif v poloroving g. Z toho plyne, Ze pro
‘kazdou vnit¥ni polopfimku VX naSeho thlu ta orientace v < AVB
obsaZzeného < AV X, p¥ikteré VA je poéateénim ramenem, je kladna.
Podlevéty 60.1 také ta orientace rovnéZ v <L AV Bobsazeného < XV B.
pii které VX je poéateénim ramenem, je kladna. Jsou-li nyni VX, VY
dvé rizné v X AV B obsazené polopfimky, pfi éemz pfi pfirozeném
uspofddani < AV B piislusném jeho dané orientaci je na pf. VX pred
VY, soudime déle, Ze ta orientace <t XVY, pfikteré je VX podatetnim
ramenem, je kladna. V celku tedy vidime, Ze je-li din duty thel
< AV B v kladné orientaci, potom pro kazdy v ném obsaZzeny <t X}VY
je kladna ta orientace, ktera je pfislusna dané orientaci ¢ AVB ve
smyslu véty. 59.3.

Snadnd avaha, pii které se stale opirame o vétu 60.1, vede k zobec-
néni ziskaného vysledku. Jeli dan jednoduchy tihel ¢, potom. existuje
urcitda jeho orientace tak, Ze pro kaidy ve ¢ obsaZeny duty uhel
< XVY orientace tohoto dutého thlu pfisludnd dané orientaci Ghle ¢
je vzdy kladna. Tuto orientaci (hlu ¢ nazveme kladnou. Snadno se také
zjistf, Ze plati:

Viira 60.2. Jsou-li VA, VB dvé polopFimky se spolecnym poéitkem V,
Ieteré neleZi obé v té%e piimce, potom orientace dutého thlu s poldtetnim
ramenem VA, koncovym VB je kladnd tehdy a jenom tehdy, jestlife vnéj&i
soutin (60.1) je kadny; orientace vypuklého dihlu s poldtenim ramenem
VA, koncovym VB je kladnd tehdy a jenom tehdy, jestlife vnéj&i soudin
160.1) je zdporny.
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Mimo to se snadno zjisti, Ze plati:

VETaA 60.3. Je-li ddn kladné orientovany jednoduchy thel ¢ a v ném
obsaZeny jednoduchy whel y, potom ta orientace whlu v, kterd pfislu¥i dané
ortentaci dhlu @ (ve smyslu véty 59.3), je rovné? kladnd.

61. VELIKOST DUTEHO UHLU. Budiz dédn ‘duty thel < AVB.
Ziejmé existuji vektory u, v tak, Ze

(61.1) ju =1, |v] =1;

(61.2) A=V +4au,a>0B=V 4+ bv;b>0.

Vektory u, v neziviseji na volbé bodt 4, B na ramenech, nybrZ jsou
danym dutym dhlem < A4V B jednoznaéné urdeny aZ na to, Ze pofadi
ramen a tudiZ i pofadi vektort v, v 1ze volit libovolné.

Vedle < AV B budiz nyni dan druhy duty thel <t A'V'B’, kterému
obdobné pritadime vektory u’, v' tak, Ze

(61.1) '] =1, |v|=1,

(61.2") A’ =V'+ a'u, a’ >0; B =V + v, b >0.
DefanJme nyni abstrakei (viz &lanek 5) po]em velikosti dutého whlu
takto: Nase dva duté tthly <. AVB, < A'V'B’ maji tous velikost, ]esth-
Ze existuje shodnd transformace f roviny tak, Ze obrazem <): AVB pii
fjest < A'V'B’. O dvou dutych Ghlech <t AVB,  A'V'B’, které maji
touz velikost, pravime také, Ze se l¢87 pouze polohou; o vla,striospech
dutych uhli, které se nezméni, nahradime-li je jinymi dutymi thly, jez
se od pivodnich 1i&f pouze polohou, pravime, Ze jsou nezdvislé na poloze.

ViTa 61.1. Duté dhly X AVB, X A'V'B' maji tou? velikost tehdy
a jenom tehdy, jestlize ’

(61.3) uv = u'v’..

Dokaz. 1. Piedpoklidejme nejprve, Zg plati (61.3). JestliZe pro libo-
volny bod .

\ X =V 4 zu+ z,v
jest :

f(X)': V' + zu' + zv,
je f afinni transfermace roviny, pii které obrazem x AVBje < A'V'B’.
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Jsou-li _
wy=cu + dv, w, = cyu + dyv

libovolné dva vektory, jest
fwy) = cqu” + dpv', f(wy) = cou’ + dyv’
a te_dy podle (61.1) a (61.1")
wWW, = ¢iCy + didy + (cyd, + cydy) - uv,
fwy) . f(ws) = c1¢3 + d1dy + (6185 + Cody) . UV,
takze ze (61.3) plyne podle véty 38.1, Ze f je shodn4 transformace.

II. Budiz ddna shodna transformace f roviny, pfi které obrazem
X AVB je < A'V'B’. Mame dokézati, %e plati (61.3). Z nasledujicf
véty 61.5 plyne, Ze obrazy- ramen thlu < AVB jsou ramena thlu
X A'V'B’. Jestlize.obrazem ramene V4 je rameno V'A’ a tedy obra-
zem ramene VB rameno V'B’, miZeme pfedpokladati, Ze f(4) = A4’,
f(B) = B’. Mimo to je f(¥) = V', tedy

(61.4) f(A—-V)=A4"—-V', (B—V)=B —V'.

Jezto zobrazeni f je shodné,jest A —V = A" — V', B—V = B"' - V',
takZe podle (61.1) aZ (61.2°) jest a’ = @, b’ = b. Z toho plyne podle
(61.4), Ze f(u) = u’, f(v) = v' a podle véty 38.1 plati (61.3). Jestlize
obrazem ramene VA je rameno V'B’ a tedy obrazem ramene VB ra-
meno V’'A’, dostaneme tymZ postupem nejprve, ¥e uv = v'u’ a podle
(7.3) opét plati (61.3).

Pozndmka. Jeito uv = vu, soudime z ¢asti I pfedchazejiciho dikazu,
%e pro kazdy duty dhel < AV B existuje shodna transformace roviny,
pii které <¢ AV B je svym vlastnim obrazem tak, Ze obrazem ramene
VA je rameno VB, obrazem ramene VB rameno VA. Z toho soudime
dale podle v&ty 38.3, Ze plati:

VETA 61.2. Maji-li duté 4dhly < AVB, X A'V'B' touf welikost,
existuje shodnd transformace roviny, kierd ramena prvého whlu pfevede
v pfedepsaném poradi-v ramena druhého dhlu.

ViTa 61.3. Budif din duty dhel X AVB a polopfimka V'A’. Dile
budi# ddna polorovina ¢ vytatd primkou V'A’. Potom existuje pravé jeden
duty sihel < A'V'B', jehoZ velikost je rovna velikosti <t AV B, jehoZ jed-
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nim ramenem je polopfimka V'A’' a jehof druhé rameno le#i v polo-
roviné g.
Duxaz. Existuji vektory u, v, u’ tak, Ze
ol = | = o = 1,
A=V +au,a>0,B=V+bv,b>0, A=V + a'y,
' a’ > 0.

Z dikazu véty 61.1 je patrné, Ze stadi dokazati, Ze existuje pravs ]eden
vektor v’ tak, Ze

(61.5) v|=1, uv =uv
a%e bod V' + v nélezi do poloroviny g. Uréeme vektor u, tak, aby vek-
tory u, u, byly orthonormalni a aby bod ¥V + u, néleZel do té polo-
roviny vytaté pHmkou V4, ve které lezf bod B. Potom jest

v=cu+tsu, c=uv, s>0 ¢4 s*=1.,

Uréeme vektor u] tak, aby vektory u’, u] byly orthonormalnf a aby
bod ¥V’ 4 u; nalezel do poloroviny o’. Je-li
v = au' + zu;,
mame ijistit, Ze lze pravé jednim zpusobem uréit &fsla z, z, tak, aby
bylo z; > 0 a aby platilo (61.5). Podetni podminky pro é&isla z, x, tedy
jsou
R4 ai=12=c¢c 2,>0

a je-patrné, Ze je jim vyhovéno tehdy a jenom tehdy, jestlize z =c,
Z, = s.

Velikost dutého thlu <t AV B oznadime | AVB|.Z véty 61.1 plyne,
Ze nyni zavedeny pojem velikosti dutého uhlu < AV B se kryje s po-
jmem Ghlu pploptimek VA, VB definovaném v kapitole VIIL, kde arci
nebyly vylouéeny piipady (nyni vyloudené), Ze polopiimky VA,VB
budto splynou nebo jsou navzijem opaéné. Velikosti dutych uhli
budeme znadit feckymi pismeny. Je-li |& AVB| = «, potom v sou-
hlase s kapitolou VIII za predpokla.du (61.1), (61.2) poloZzime

cosx = uv.
Véta 61.1 tedy pravi, Ze dva duté dhly maji touZ velikost tehdy a jenom
tehdy, maji-li tyZ kosinus.
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Nasledujici véta 61.4, ktera mohla byti umisténa jiz v élanku 56, je
potfebnd k dikazu véty 61.5, o kterou jsme se opirali v &asti IT dikazu
véty 61.1.

Viita 61.4. Splynou-li dva duté uhly { AlVlBl, X A,V ,B,, must
vrchol prvého splynout s 'vrcholem druhého a ramena prveho splynout
s rameny druhého.

Déxaz. I.Je-li V, + V;, potom z pimky V,V, nalezf do < AlV B,
pra.ve polopnmk& V.V, kdeito do ¥ 4.V ,B, prive polopnmka V,,Vl
Tznd od predeslé, takze da.né uhly nemohou splynout.

II. Méjme dva duté ahly @): AIVBI, < 4,V B, se spoleénym vrcho-
lem V. Jestlize poloprimka, VA, nesplyne ani s VA4, ani s VBI, jeV4,
vnit¥ni polop¥imka pro < AlVB 1 ktery tudiz (v1z vétu 57.1) vnikne
dovnitf obou polorovm vytatych pfimkou VA4,. Naproti tomu je
X A,V B, éastf jediné poloroviny vytaté piimkou VA, (viz vétu 56.4),
takZe dané Ghly nemohou splynout.

VETA 61.5. JestliZe pfi afinni transformaci .f roviny obrazem dutého
whlu X AV B je duty wihel ¥ 4'V'B’, potom obrazem vrcholu prvého whlu
je vrchol druhého a obrazy ramen prvého jsou ramena druhého.

Diraz. Jeli V)=V, f(4) = = A, f(B) = B,, tak¥e obrazy polo-
piimek VA, VB jsou poloptmky ¥ ,4,, V,B,, plyne z definice dutého
tuhlu, Ze obrazem <X AVB je X AV (B, takie < AoV Bya < A'V'B’
splynou a naSe véta plyne z véty 61.4. ,

62, POROVNAVANT VELIKOSTI DUTYCH UHLU. Budte? diny
dva duté uhly < AVB, x A'V'B’. Je-li
i | X AVB| = «, ]{AVB]—‘
vime, %p «. = f# tehdy a jenom tehdy, jestlize cosx = cos,B Je-li viak
cosx + cosf; pravime, ze x je mendinez f a Ze /3 je vét¥i nez o a piSeme
& < f nebo f > «, jestlize

cosx > cosf neboli cosf < cosx:’
Pravime také, Ze <¢ AVB je men5i nez X A'V'B’, jestlize x < B, t. j.
jestlize velikost <t AV B je mensi neZ velikost <t A'V’'B’. Tedy pro duté
ahly plati: mendi ihel md vétst kosinus, vétsi hel md men.é’?f kosinus.
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Abychom: poznali geometricky: smysl nerovnosti '
(62.1) &< B,

zvolme libovolné polopiimku Vo o @ polorovinu g vytatou piimkou
VoA,. Podle vty 61.3 lze urdit pravé jednim zpisobem duté uhly

(62.2) X AoV oBy, X AV Co
tak, Ze

{ <X AoV oBy| = o, | X AoV G| =8

a Ze ob& polopfimky VoB,,'V,C, leii v poloroving . Duté Ghly (62.2)
jsou potom navzijem rizné a jsou v zakrytu, takze podle v&ty 57.2
jeden z nich je dast{ druhého, p¥i SemZ oviem oba dhly (62.2) jsou na-
vzdjem rizné. Za téchto predpokladu pla.ti

VETaA 62.1. Nerovnost (62.1) znamend, Ze z - obou dutych uhlu (62 2)
prond je éasti. druhého.

Doxraz. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic (V; u,, u,> s podat-
kem V, tak, aby bylo 4; =V, + au,, a > 0-a aby bod Vy + u, lezel
v poloroviné g. Mimo to predpokladejme, coz neni na Gjmu obec-
nosti, Ze

VoBo = |Bo — Vo| = ]’ .V_oCTo =|Cy — Vo= 1.
Potom jest
(62.3) By = Vo + c1u1 + 81, O’0 =V,+ 02"1 _|_ Sqlly,
€1 = .€0Sx, €y = €OSP,

(62.4) 61——|—V1—01,82—+V1—C'.
Pii tom ]e ¢y =i= Cya bud1z na pr
(62.5) C1 > Cye

Podle véty 57.2 stadi dokazatl ‘%e bod B, lezi uvnit¥ { AOVOCO Podle
(62.3) je viak ‘
By="V,+ f’LzS__zil' u, + ﬁ (0.(‘) — Vo
R ,
a ]ezto 8; > 0, 8, > 0, ]e treba pouze doka,za,t1, Ze z (62 5) plyne _

(62 6) TR 0132 > CaSye -
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JeZto s; > 0, s, > 0, je (62.6) podle (62.5) jisté spravné tehdy, jestlize
jedno z &fsel ¢,, ¢, je rovné nule nebo jestlize ¢, > 0, ¢, << 0.
Budiz

(62.7) ¢y > ¢y > 0.
Podle (62.4) je potom
(62.8) 83 >8,>0
a znasobenfm nerovnostf (62.7), (62.8) vyjde (62.6). Zbyva piipad, Ze
(62.7') —Cy> —cy >0 ‘
podle (62.4) je potom
(62.8") 8;>8>0

a znasobenim nerovnosti (62.7’), (62.8') vyjde — c,8; > — ¢,8, neboli .
(62.6).
V souhlase s ka,pltolou VIII definujeme: Duty thel velikosti o« se

jmenuje

pravy, jestlize cosx = 0,

ostry, jestlize cosx > 0,

tupy, jestlize cosx < 0; '
o dvou dutych thlech, jejichZ velikosti: jsou «, §, pravime, Ze jsou
vypliikové, jestlize cosx + cosf = 0. Pojmy pravého, ostrého a tupého
thlu, jakoz i pojem vypliikovych uhli jsou tedy pojmy nezavislé na
poloze. Dile je patrné, Ze ke kazdému dutému dhlu existuje co do veli-
‘kosti (ne oviem co do polohy) pravé jeden vypliikovy thel. Mimo to
‘dva vypliikové Ghly jsou budto oba Ghly pravé nebo je jeden ostry
a druhy tupy.Z pfedchazejiciho je patrné: Viecky pravé thly maji touz
velikost. Uhel ostry je mensf nez tihel tupy. Uhel ostry je mensi nez
pravy a obricené ihel mensi nez pravy je ostry. Uhel tupy je vétsf nez
pravy a obracensé thel v&tif nez pravy je tupy. Uhel ostry je menii nez
tihel k nému vypliikovy a obricené ihel mensf nez thel k nému vyplii-
kovy je ostry. Uhel tupy je vétsi ne% tihel k nému vyplitkovy a obracené
thel v&t&f nez thel k nému vypliikovy je tupy. _

Jsou-li <t AVB, < AVB’ dva vedlejsi il uhly a volime-li body 4, B, B’

na polopiimkach VA4, VB, VB’ tak, 56 VA = VB = VB’ = 1, existuje
patrnd takova kartézska soustava soufadnic (V; u,, u,), Ze
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A=V +u, B=V +cu;+ su,, B =V — cu, — su,,
kde
4 s2 =1, ¢ = cosx, & = |<X AVB].

Potom jest/ cos| X AVB'| = — ¢ = — cosx. Tedy vedlejsi ihly jsou
uhly viplikové. JeZto ke dvéma vrcholovym 1hlim existuje duty ahel,
ktery je soudasné k obéma vedlejsi, plyne z toho, Ze dva vrcholové «hly
maji tout velikost.

Jsou-li didny dvé rdznobézky p, g, uréuji p, ¢ éty¥i dhly (viz ¢linek
57).Je-li & AV B jeden z nich, potom z ostatnich t¥i jsou dva k nému
vedlejsi a zbyvajici je k nému vrcholovy. JestliZe p a ¢ nejsou navzdjem
kolmé, mame co do velikosti dva uhly raznobézek p, ¢, které jsou na-
vzdjem vypliikové; jeden z nich je ostry a druhy tupy. Jestlize viak
P a g jsou na,vzé,jem kolmé, potom kaZdy ze éty¥ uhld riznobézek p, ¢
je uhel pravy. Velikost? dhlu dvou riznobéiek p, g rozumime velikost «
ostrého nebo pravého 1hlu; jsou-li {u}, {v} smery obou riznobézek,
jest

|uv]

lul - |v]"
Jsou-li v8ak riznobézky p, q orientovdny, potom jejich ihlem rozumime
ten < AV B, pro ktery polop¥{mka V4 uréuje (ve smyslu &ldnku 28)
danou orientaci ji obsahujici pfimky p a polop¥imka VB uréuje danou
orientaci ji obsahujici p¥{mky g¢. Jsou-li vektory u, v kladné vzhledem
k danym orientacfm pi{mek p, g, potom pro velikost uhlu <x AVB
orientovanych riznobézek p, g platf

(62.9) cosx =

(62.9’) cosx = | |uv| o

To vie ie v souladu s kapitolou VIII (viz ¢lanky 51 a 52).

63, VELIKOST JEDNODUCHYCH UHLU. V &lanku 60 jsme defino-
vali abstrakef pojem velikosti dutych. Ghla. Tym? zpiisobentmizeme
viak definovati obecnéji pojem velikosti jednoduchyjch hlia: Dva jedno-
duché ahly maji touz velikost, jestlize existuje shodna transformace f
roviny, p¥i které obrazem prvého tihlu je thel druhy.

t
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Dvé ruzné polopfimky VA4, VB se spoleénym podatkem V jsou, jak
vime, rameny pravé dvou jednoduchych @hld, které budto jsou oba
p¥imé nebo je jeden z. n.iéh duty a druhy vypukly. Takové dva jedno-
duché uhly se spolecnym1 rameny nazveme pro struénost whly sp#iz-
néné, Jestlize afinni (specidlnd shodna) transformace f roviny prevadi
jeden jednoduchy thel ve druhy, potom f pfevadi také tihel spiiznény
s prvym danym thlem v thel sp¥znény s druhym. Z toho plyne, Ze
véta 61.5 vyslovens a dokdzana pro dva duté uhly plati rovnéz pro dva
ahly vypuklé.

Nésledujicf véty 63.1 aZ 63.3 jsou.ziejmé.
VE ETA 63. L. Kazdé dva pFimé uhly\ma;n touz velikost.

VETA 63.2. Mayz -li dva jednoduché whly tout velzkost 7sou bud'to oba
duté nebo oba pFimé nebo oba vypulklé.

Vitra 63.3. Maji-li dva jednoduché dhly vedjemné tous velikost, potom
také oba jednoduché whly sp¥iznéné s progmi maji vadjemné tous velikost.

Velikosti jednoduchych whlt budeme znadit feckymi pismeny.
V-élanku 61 jsme v oboru dutych ahli definovali éislo cosx. Roz&it{me
nyni pojem kosinu na vSecky jednoduché thly takto: Kosinus primého
whlu je roven &islu —1. Kosinus vypuklého whlu je roven kosinu s nim
spFiznéného autého uhtu V ¢lanku 50 bylo dokézéno, Ze v oboru dutych
uhld plati nerovnost — 1 < cosx <laje ziejmé, Ze t4Z nerovnost
plati také v oboru vypuklych Ghli. Tedy pro vsecky Jednoduche ahly
mame nerovnost ,

(63.1) — 1< cosx < 1,
psi éemz znamenf rovnosti plati pouze pro uhly p¥mé.

v vz

Vedle &isla cosx zavedeme jesté ¢islo sinx takto:
(63.2) sine = :t Vl — cos?x

se znamenim plus pro thly duté, se znamenim minus pro thly vypuklé;
pro pfimé dhly je cosx = — 1, tedy sina = 0 a na znameni v (63 2)

nezalezi. Poznamenejme ze 'z (63.2) plyne
(63 3) . cosoc+s1n2a—1

Je utelné shrnout obé-rea,lna sla cosx, sinx v ]edme komplexni. élslo
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(63.4) cosx 4 isine,
které nazyvime komplexni mérou jednoduchého Ghlu.

VETA 63.4. Komplexni mira jednoduchého whly je komplexni jednotka
“riznd od &isla 4+ 1. To plyne z (63.1) a (63.3).

VEra 63.5. Komplexni mira pFimého dhlu je rovna &slu —1. To je
z¥ejmé. ‘

ViTA 63.6. Dva jednoduché uhly maji tou velikost tehdy a jenom
tehdy, maji-li tout komplexns miru, neboli, cof je totéZ, maji- lz oba zdrover
ty% kosinus a tyz sinus.

Dokaz. Podle definice mdme sino > 0 pro duté tihly, sinx = 0 pro
pkimé thly, sinx < 0 pro vypuklé uhly. Jestlize tedy dva jednoduché
ahly maji tyZ kosimus a mimo to jsou budto oba duté, nebo oba pfimé
nebo oba vypuklé, majf také ty% sinus. Z toho plyne podle véty 63.2, Ze
muiZzeme vySetfovati zvlast ahly duté, ahly pfimé, dhly vypuklé
a v kazdém ze t¥{ piipadd mame. zjistit, Ze dva thly uvazovaného
druhu maji tou? velikost tehdy a jenom tehdy, maji-li tyz kosinus. Pro
thly duté to bylo odvozeno jiz v 8lanku 61. Pro p¥inié thly je cosx =
= — 1, takie zadany vysledek plyne z véty 63.1. P¥{pad vypuklych
ihlu se pfevede na p¥ipad dutych hld podle vety 63.3.

Vira 63.7. Kaidd komplexm jednotka j. *1 je komplezm mérou
jednoduchého uhlu.

Dioxkaz. Budiz j = ¢ + si, tedy c® +. s = 1. -Jerli- §=20, jej=
== — 1, tedy 7 je komplexni mira p¥fmého thlu (viz v&tu 63.5). Je-li
s+ 0,je — 1 < ¢ < 1. Zavedme libovolnou kartézskou soustavu sou-
fadnic a polozme V = [0, 0], 4 = [1, 0], B = [c, s]. Snadno se zjisti,
ze duty thel < AVB ma,,komblexni miru ¢ + i|s| a vypukly thel s nim
spiznény komplexni miru ¢ — i|s|; jeden z obou mé tudiZ komplexni
miru j.

V danku 62 ]sme pro velikosti dutych @hla definovali, nerovnost
v < f. Zobecnime nyni definici této nerovnosti na velikosti vSech
jednoduchyjch whla takto: Kafdy duty ihel je mendi nef dhel primy; katdy
vypukly thel je vétsi neZ dhel primy; tedy katdy duty. dhel je menkines
kaZdy vypukly thel. Ze dvou vypuklych ©whli je prond mendi ne druhy
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tehdy a jenom tehdy, jestliZe duty whel spfiznény s pronim je vét¥inet -
duty dhel spiiznény s prvym. Jinak ¥edeno, nerovnost « < fznamend,
Ze nastane jeden z t&chto p¥ipadi: '

cosx > cosfl, sinx > 0, sinf > 0;

sinx > 0, sinf = 0;

sine = 0, sinff < 0;

sinx > 0, sinf < 0; )

cosx < cosfl, sine < 0, sinff < 0.

Vira 63.8. Budtet o, f dvé dané velikosti jednoduchyjch 4hli. Budi
ddn jednoduchy uhel s rameny VA, VB, jehot velikost je f. Potom je
o < P tehdy a jenom tehdy, jestliZe existuje vnitint polopFimka VC daného
dhlu tak, Ze ten jednoduchy dhel s rameny VA, VC, ktery je édsti daného
whlu, md velikost . .

DtxaAz. Rozezndvejme tii pfipady podle toho, .ida, g je thel duty,
pHmy &i vypukly.

I. Je-li  ihel duty, plyne nase véta z véty 62.1.

II. Je-li § tihel p¥imy, jest « < f tehdy a jenom tehdy, je-li & dhel
duty, a nase véta plyne z véty 61.3.

III. Je-li § Ghel vypukly, je naSe véta zfejma pro ten pfipad, Ze x je
Ghel duty nebo piimy. Je-li véak také « thel vypukly, prevede se
pifpad III snadno na pfipad I zavedenim spfiznénych thli.

ViETaA 63.9. BudteZ o, f dv€ dané velikosti jednoduchyjch whli, pFi éemZ
x < B. BudiZ ddn jednoduchy tihel s rameny VA, VB, jehoZ velikost je ﬂ
Potom existuje pravé jedna vnitini polopnmka Y C daného uwhlu tak, Ze
ten jednoduchy hel s rameny VA,V C, ktery je cdsti daného whlu, md veli-
kost .

Dtkaz. Ze existuje aspori jedna takovi polopiimka, plyne z véty
63.8. Jsou-li vSak VC,, VC, dvé rtizné vnit¥ni polopfimky daného ihlu,
uvaZujme to pfirozené uspofadani daného ihlu, ve kterém je V.4 prvni,
a predpoklidejme, Ze v tomto,pFirozeném uspofadani jde tfeba VC,
pied VC,. Je-li «,, Tesp. &,, velikost toho v daném thlu obsazeného
jednoduchému Ghlu, jehoZ rameny jsou polopiimky VA4, VC,, resp.
VA, VC,, je podle definice ptirozeného uspofadéni prvy z téchto dvou
ahla éasti druhého, takze podle véty 68.8 jest oy << &, a proto nemtze
byti zdrovei o; = o, a3 = .
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* 64. SCITANT VELIKOSTI UHLU. Budte? «, §, y t# dané velikosti
dutych ahld. Pravime, Ze velikost y je souétem velikost{ x, # a piSeme

(64.1) =+ B,

jestlize existuje jednoduchy 1hel s rameny VA4, VC, jehoZ velikost je
rovna y, a jeho vnit¥ni polopfimka V B tak, 7ze v daném tihlu obsaZeny
jednoduchy thel s rameny VA, VB, resp. s rameny VB, VC, mé veli-
kost «, resp. f. P¥i danych «, § soudet « + § nemusi existovat, ale
existuje-li, je jednoznaénd uréen. To by bylo snadné dokazati p¥imo,
ale je zbytedné to pfimo dokazovati, nebot je to diisledkem nasledu-
jici vty 64.6.

Je-li o« dané velikost jednoduchého Ghlu, oznadime o* velikost jedno-
duchého thlu spfiznéného s thlem velikosti «. Lehko se nahlédne, Ze
velikost a* je velikosti & jednoznalné uréena a ze (x*)* = «. Zfejmsé
plati:

VETA 64.1. Budtef o, B veltkosti jednoduchych whli. Existuje-li soudet
x + B, existuje také soulet f + « a oba soubty jsou si rovny.

VETA 64.2. Jsou-li «, 8 velikosti jednoduchiych 4hli, existuje soulet
* 4+ B tehdy a jenom tehdy, jestlife

(64.2) B < a*.

Doraz. I. Plati-li (64.1), existuji t¥i rizné polopi"imky VA, VB, VC
s tymZ poéitkem V a t¥i jednoduché thly tak, Ze prvni mé ramena
VA, VC a velikost y, druhy mé ramena VA4, VB a velikost «, tfeti ma
ramena VB, VC a velikost f, a Ze druhy a tfetf z danych ahla jsou éast-
mi prvého. Podle véty 59.1 druhy a tfetf z danych Ghld jsou navzajem
sty¢né, takze tfeti je Gasti jednoduchého thlu spFiznéného s druhym
a z toho plyne (64.2) podle véty 63.8.

II. Necht plati (64.2). Zvolme ]ednoduchy thel U, s velikosti «
a 8 Tameny VA, VB; oznadme U, jednoduchy thel spifznény s u,,
takze U, ma velikost o*. Ze (64.2) plyne podle véty 63.8, Ze existuje
vnitfni polopiimka VC dhlu U, tak, Ze v U, obsaZeny jednoduchy thel
U, s rameny VB, VC m4 velikost 5. Podle véty 59.1 uhel U, se sklida
zGhlu Uy a z ihlu U, s rameny VA4, VO styéného k U,. Ziejm¥ oba thly
U; a U jsou navzijem styéné a dohromady vyplni dhel U; spfiznény
s U,, takze platf (64.1), znamena-li y velikost ahlu Uj.
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VETA 64.3. Budtef «, f takové velikosti dutijch 4ihli, Ze existuje soudet -
y = o't B. Jestlize

(64.3) o Lo, <P,
potom existuje také soudet y’ = o’ 4 . Mimo to jest
(64.4) v <y

a v (64.4) plati znameni rovnosti tehdy a jenom tehdy, jestlize v (64.3)
pla,tz’ soucasné na obou mistech znament rovnosti.

' Dogaz. L Jezto existuje soudet « + B, je p < a* podle véty 64.2.
Jeito o < a, je zfejmd a* < (a')*; mimo to f' < B, takie f' < (a')*
a z v8ty 64.2 plyne existence soudtu «’ + §'.

I1. Podle definice soudtu existuje jednoduchy uhel U s velikosti y
a s rameny VA, VC a uvniti U polopfimka VB, ktera podle véty 59.1
rozdélf U na dva styéné thly U,, U,, z nichZ prvy ma velikost « a ra-
mena VA, VB, druhy ma velikost § a ramena VB, VC. Jeito o’ < a.
existuje podle véty 63.8 v thlu U, polop¥imka V4, + VB tak, ze v tom-
to thlu obsaZeny jednoduchy tihel Uy s rameny VA4, VB m4 velikost »';
podobné existuje v uhlu U, poloptimka VCy + VB tak, Ze v tomto dhlu
obsaZeny jednoduchy thel U, s rameny VB, VC, mé velikost 8. Jeito
thly U,, U, jsou navzajem styéné, jezto ihel U, je éasti thlu U, a jeito
thel U, je Gisti thlu U,, jsou také uhly U,, U, navzijem styéné. V p¥iro-
zeném uspo¥adani Ghlu U, ve kterém polopiiinka VA je prvni, jdou za
sebou polopHimky VA4, VB, VC, a proto oba thly U,, U, dohromady
dédvaji v U obsaZzeny duty thel '!J5 s rameny VA, V0, jehoz velikost
podle definice soutu je rovna «’ + f'. Jeito ahel Uy velikosti o’ 4 f
je casti thlu U velikosti « + B, plat{ nerovnost (64.4), pii demZ zna-
menf rovnosti plati pouze v pripads, Ze U, U; splynon a to vyZaduje,
aby splynuly poloptimky VA, VA, a zirovein i poloptimky VB, V.B,,
t. j., aby v (64.3) platilo na obou mistech znameni rovnosti.

VETA 64.4. Budif din lcladné’ orientovany jednoduchy tihel &« s poli-
teénim ramenem VA a koncovym ramenem V B. Existuje rotace roviny se
stiedem V, kterd pfevidi polopfimku VA v polopfimku VB. Komplexni
mira této rotace (ve smyslu &lénku 42) je rovna komplexni miFe whlu .

DtEAz. Mizeme predpoklidati, ze V4 = VB = 1. Existuje kladné
kartézskd soustava soutadnic-(V; u,, u,> s-podatkem V tak, Ze
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(64.5) o A=V +u,

Polozme . N
B =V + zu, + z,u,.

.Ieito VB =1, jest z =+ x% = 1. Jeito VA = VB =1, jest cosx =
= (4~ V)B ~ V) =z, a tedy sina = + z,. Podle véty 60.2 je viak
&y > 0, je-liihel & duty; x, < 0, je-li Ghel « vypukly a pro pfimy thel «
je oviem x, = 0. Tedy ve viech pfipadech sino = &,. Polozfme-1i

¢ = coSx, § = sina,

takZe ¢ + is je komplexni mira @hlu «, je tudiz

(64.8) B =7V + cu, + su,.

Pti uvaZované rotaci f je zfejmé f(V) =V, f(A) = B, takie podle
(64.5) a(64.6) snadno odvodime z véty 42.2, Ze f prevadi bod [z, x,]
v bod [z}, z,], kde , "
T, = T, — 8%y, Ty = ST, + €T,

Z toho v3ak plyne podle &lanku 42, Ze rotace f mé komplexni miru
¢ 4+ 1s. ' |

Z véty 64.2 plyne snadno:

VETA 64.5. BudteZ x, f dvé velikosti jednodychyjch uhlt a budtef

¢y + 18y, €5 + isy
pfislusné komplexni miry. Soulet o + B existuje tehdy a jenom tehdy,
jestlife nastune jeden z téchio t¥i pfipada:

\(a) 8, = 0. 8, = 0, ne véak soucasné s; = 8, = 0;

(b) .8, >0, 8, < 0, ¢, < Cy;

(€) 8, << 0, 8,>0,¢y < Cy.

ViTa 64.6. Budte? x, B dvé velikosti jedn_oduc_h‘g}dk dhld. Existuje-li
soulet « + B, je jeho komplexni mira rovna soubinw komplexnich mér
whlid «, f. '

DogrAz. Podle definice souétu existuje jednoduchy uhel s velikosti
o + pasrameny VA, VC a uvnitf ného polop¥imka VB, ktera jej roz-
klada na thel s velikosti « a s rameny VA, VB a na uhel s velikosti §
a srameny VB, VC. Muzeme predpokladati, Ze u prvého tihlu je kladna
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ta orientace, p¥i které je VA poSitednim ramenem. Podle véty 60.3 je
potom u druhého Ghlu kladné ta orientace, pii které je VA poéiteénim
ramenem, u tfetiho pak ta, pii které je VB poéiteénim ramenem.
Podle véty 64.4 je komplexni mira dhlu « rovna komplexni
mife rotace f, prevadéjici pelopfimku VA v polopfimku ¥V B, komplexni
mira uhlu § je rovna komplexni mife rotace f, pfevadéjici polopiimku
V B v poloptimku VC a komplexni mira thlu « + f je rovna komplexn{
mife rotace f, o f,. Nade véta plyne nynf z véty 42.5.

Poznamenejme, e véta 64.6 je vyjadiena komplexnf formuli-

cos(x + B) + isin(x + ) =
= (cosa 4+ isina) . (cosf + isinf)

ekvivalentni se dvéma redlnymi formulemi

(64.7)

(64.8) cos(ox + B) = cosx cosff — sin« sinf,

(64.9) sin(x - B) = sin« cosf + cosx sinf.

65.NASOBENT A DELENT UHLU. Dosud jsme mluvili pouze o soudtu
dvou jednoduchych @hl. Soudet vice nez dvou jednoduchych tihla defi-
nujeme rekurentni formuli

(65.1) 1A ee ey = (@14 ... + &) + dpr s

kterou jest chipati tak, Ze levd strana mé vyznam tehdy a jenom
tehdy, mé-li vyznam strana prava. Piipomeneme-li si definici soudtu
se dvéma séitanci, vidime snadno, Ze plati:

VETA 65.1. Jsou-li xy, ..., x, dané velikosti jednoduchych uhli, potom
soulet oy + ... + oy existuje tehdy a jenom tehdy, jestliZe existuje
orientovany jednoduchy vhel ¢ s poédteénim ramenem VA, a skoncovym
ramenem VA, a uvniti ného polopFfimky VA,, ..., VA,_, tak, Ze predné
v pFirozeném uspofaddini uhlu ¢ pFislusném dané jeho orientact jdou 2a
sebow polopFimky

VA,VA,....VA,-,, VA,

a Ze 2 druhé pro 1 < r < k ve ¢ obsaZeny jednoduchy dhel srdmeny
VA,_,,VA, md velikost o, Je-lt tomu tak, je velikost whlu @ rovna
souttu oy + ... + ap.
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Z vty 65.1 je patrné, ze existuje-li soudet o, + ... + x4, potom pro
1 £ r < s £ k existuje také soudet «, + ... + «,. Dile je patrné, zZe
plati obecny asociativni zdkon, ktery pravi, Ze existuje-li soudet &, +
4 ... 4 ay a rozdélime-li séitance na skupiny
- ST 0‘;:.+1 +1, ..., Kpyi Opyt1s == Oyys o oo
pfi Cemz nékterd skupina muZe obsahovati jen jednoho séitance, po-
tom existuji souéty
L=yt ooy,
ﬂZ =’an‘+1 + can + ocn.; sey
pii éemZ B, = o, pro n, =1, f, = &, pro n, + 1 = n, atd., mimo to
existuje soudet §, + f; 4+ ..., ktery je roven soudtu a; 4+ ... 4+ «,
Indukei se d4 dokdzati, Ze plati obecny komutativni zdkon, ktery
pravi, Ze existence a hodnota souétu &, + ... 4 «; jsou nezivislé na

potadi séftancii. Posléze lze dokazati, Ze existuje-li soudet o, + ... 4+ o
a je-li

(65.2) o Lay ey op < o
existuje také soudet «; + ..; + & a jest '
(65.3) a;—l—...—l—oc,lcéocl—i—...—kcxk,

pii demz znameni rovnosti v (65.3) platf tehdy a jenom tehdy, plati-li
ve viech & vztazich (65.2) soucasné.

Z véty 64.6 plyne, Ze existuje-li soutet «, + ... 4 &, a jsou-li
j1» ++v 7 komplexni miry séitancii, potom komplexni mira soudtu
xy + ... + arjerovna souéinu 7, ... §. Z véty 64,5 1ze odvodit podmin-
ky pro j,, ..., jr vyjadiujicf existenci souétu o«; + ... + a4

Je-li « dand velikost dutého thlu, potom pro k = 2, 3, ... symbol kx
znamend soutet k séftanch vesmés rovnych «, pokud tento soulet ma
vyznam; mimo to 1.x = «. Je patrné, Ze jestliZe pfi uréitém % m4
vyznam kx, potom pro 1 < A < k mé téz vyznam ho a jest hx < kx.

Jestlize p¥i danych «, k existuje ko, potom pro kazdé f < « existuje
kB a jest kB < ko.Z toho plyne, #e p¥i daném k = 2, 3, ..., je-li « dand
velgkost jednoduchého thlu, existuje nejvyd jedna velikost ¢ jednodu-
chého ahlu tak, Ze kp = «. Existuje-li ¢, poloZime
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(65.4) p= %‘a.

Teprve ve druhém svazku dokiZeme, Ze pro kaidé « a pro kazdé k > 2
existuje (65.4). Dulezity pfipad k = 2 probereme v3ak jiz nyni.

BudiZz ¢ dand velikost jednoduchého thlu. DokaZeme, Ze 2¢ existuje
tehdy a jenom tehdy, je-li ¢ Ghel duty. Za tim Gdelem poloZme

¢ = cosp, 8§ = sing,
takze
j=c¢+is
je komplexni mira Ghlu ¢. Podle véty 64.5 existuje 2¢ tehdy a jenom
tehdy, je-li s > 0, t. j. je-li ¢ hel duty. Je-li tomu tak, potom podle
véty 64.6 komplexni mira uhlu 2¢ je rovna ° .
% = (¢ + is)? = (c* — &%) 4 2ics

neboli: Pro kaZdy duty ihel ¢ jest:

(65.5) cos2p = cos’p — sin’p, sin2p = 2 sing cosqo.. .

Je-li nyni ¢ libovolna velikost jednoduchého thlu, jest — 1 < cosx <
< 1 podle (63.1), takZe existuji redlna cisla

_ l+cos_oc . 1 — coso
(65.6) “_V_z , b_V iy

Jest a = 0; b > 0, a® + b2 = 1. Definujme znamenf ¢ = + 1 takto:
je-li & Ghel duty, jest e = 1, je-li &« thel vypukly, jest e = — 1, je-lia
tihel p¥{my, nezdlezf na znameni e. V ka?dém p¥ipadé je potom sinx =
= eVl — cos?x. Jeito b > 0, a® 4+ b% = 1, existuje duty thel ¢, pro
ktery cosp = ea, sing = b. Podle (65.5) a (65.6) je viak cos2¢ = cosx,

sin2¢ = el/l — cos?x = sinx neboli 29 = «, t. j. ¢ = $«. Tedy pro
kazdy jednoduchy tihel « existuje duty thel 4« a jest

(65.7) cos o = + l/l * COSO‘, sin $o& = l/l_: cosx

2 ’
, 3
pii demZ v prvém vzorci (65.7) plati znameni plus, je-li « Ghel duty,
znameni minus, je-li x tthel vypukly; je-li « thel ptmy, je cosix 5= 0
a na znameni nezéle#i.
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66. UHLY V KRUZNICI. Pfedpoklddejme, Ze rovina E, jest oriento-
vina a zavedme v ni kladnou kartézskou soustavu soufadnic. Je-li
X =[z,, x,] libovolny bod, polozime z = z; + ix, a pifeme X = [2],
t. j. misto dvou redlnych soufadnic z,, z, bodu X budeme uZivat
jediné komplexni soufadnice x, + iz,. Je-li z = x; 4+ iz, libovolné
komplexni &islo, oznadime z* komplexné sdrufené &islo 2% = x, — ix,.

Budiz déna kruZnice se stfedem S a polomérem r. BudiZ S = [s],
kde s je tedy komplexnf &fslo. Dana kruZnice se sklada ze v8ech téch
bodu [z], pro nd% |z — s| = r neboli

(66.1) (2 — 8)(=* — s*) = 7%
Rovnici (66.1) miZeme napsati ve tvaru
(66.2) 2z* + az + a*2* +- b =0,
kde ¢ = — s* je komplexni ¢islo, a* = — s je ¢islo komplexné sdru-

7ené s a a b = ss* — 7* je redlné &islo. Obracend budiz ddna rovnice
tvaru (66.2), ve které a je komplexni é&slo, a* je éislo komplexn& sdru-
zené, b je realné Gislo. Oznadime-li s komplexni éislo

(66.3) s = — a*,
lze rovnici (66.2) uvésti na tvar 1
(66.4) (z —s8)(z* —s*)=D
neboli
(66.4") |z — sjt = D,
kde reilné éislo
(66.5) D=ss*—b=aa* —b=|a]>?— b

je t. zv. diskriminant rovnice (66:2), Je-li D < 0, je zfejmé ze tvaru
(66.4'), Ze rovnici (66.2) nevyhovuje Zddny bod [2]; je-li D = 0, potom
rovnici (66.2) vyhovuje jeding bod [z] = [s] = [— a*]. Je-li viak
D > 0, potom porovnani (66.1) a (66.4) ukazuje, %e bod [z] vyhovuje
rovnici (66.2) tehdy a jenom tehdy, le#i-li na kruZnici, jejiz stfed je
v bodé [s] = [— a*] a jejiZz polomér je ]/E; pravime struéné, ze (66.2) je
rovnice kruznice. Tedy rovnice tvaru (66.2) je rovnici krufnice tehdy
a jenom tehdy, md-li kladny diskriminant. Z pfedchizejici diskuse je
patrné, Ze jestlize zname dvé riiznd komplexni &isla z,, z,, ktera obé
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splfiujf rovnici (66.2), jest jisté D > 0, t. j. (66.2) v tomto pfipads je
jisté rovnice kruznice.

VETa 66.1. Dvé rizné kruinice kq, ky nemohou miti vice nef dva spo-
le¢né body. To je zfejmé, maji-li k,, k, obé tyz stied, Jsou-li viak stfedy
8., 8; kru¥nice k,, k, rizné, budtez
zz* + a2z + ajz* + b, =0,

22% + ayz + apz* + by =0

rovnice obou kruinic, takie a,, a, jsou komplexhi ¢isla, b,, by jsou
realné &isla. Bod [z], ktery je spoleény obéma kruinicim k,, &, splituje
obd rovnice (66.7) a tudi spliiuje také rovnici

(66.8) (@, — as) 2z + (a] — a3)z* + b, — b, ="0.

Obricend je patrné, ze ka#dy bod kruZnice k,, ktery spliiuje rovnici
(66.8), lezi také na kruZnici k,. PoloZime-li viak

(66.7)

;= %y + Y1, @y = Ty + %1, 2 =z + ¥i,

nabude rovnice (66.8) tvaru

(66.8) 20, — wp)® — 2(y, — Y)Yy + by — by = 0.
Podle (6¢.3) a (66.7) jest 8; = [— &, + yii], S, = [— 2, + .i]. Jeito
S, #+ 8,, je tedy (66.8’) rovnice piimky p a priseéiky kruznic &y, k,
tudiZ splynou s priseéiky p¥imky p s kruZnicf k,, jsou tedy nejvys dva.

V nésledujicim oznac¢ime <t I?Z—é duty dhel < PZQ oriento;la.njr
tak, %e poloptimka ZP je pocitetnim ramenem. Je-li < PZQ kladné
orientovdn, nazveme jeho komplexnt mérou komplexni miru neoriento-
vaného dutého uhlu <t PZQ. Je-li vak < PZ) ziporné orientovan, na-
zveme jeho komplexni mérou komplexnf miru neorientovaného vy-
puklého Ghlu spfiznéného s dutym thlem < PZ@ neboli ¢islo komplex-
né sdruZené s komplexni mérou neorientovaného < PZ@. Potom
plati:

Viira 66.2. Je-li Z = [2], P = [2,], Q = [2.] @ nent-ls &islo

§ = (2% — 2¥)(z, — 2)

redlné, potom body Z, P, nelez’i_ na pfimce a komplexni mira oriento-

vaného dhlu <t ﬁé je rovna s : |s|,
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DUraAz. Z véty 64.4 plyne snadno, Ze komplexni mira orientovaného

Yihlu < P_ZE)> je rovna komplexni mife rotace f roviny o stfedu Z,
kterd pievadi poloptimku ZP v poloptimku ZQ. Je-li ¢ tato komplexni
mira, potom se snadno dokdZe [viz (42.16')], Ze f pfevadi bod [{]
v bod [£'], kde

' —z=¢({ — 2).
Jezto f prevadi bod P v néktery bod poloptimky Z@, odvodi se snadno,
Ze existuje éislo k > 0 tak, Ze transformace ¢, kterd pfevede bod [{]
v bod [¢"], kde '

C” — 2= kS(C - Z),
prevede bod P = [z;] v bod @ = [2,]. Je tedy z, — 2z = ke(z; — 2)
a tudiz - ‘

s = ke(zy — 2)(z] — 2*) = kelzy — 2|%
jeito >0, |[¢| =1, je s:|s] = &.
VETA 66.3. Budtez P, @ dva razné body v roviné E,. Budiz ¢ komplexni

jednotka; ¢ & 1, ¢ + — 1. Potom existuje kruZnice k, kterd se sklddd

z 6bou boda P, Q, ddle ze vSech bodw Z, pro které <X PZQ md {complexni
miru rovnou £ nebo —e.

Dvgaz. Budiz P = [z,], @ = [2,]. Vyjdéme od rovnice

(66.9) e(zy — 2)(z} — 2*) = e*(z] — 2*)(z, — 2).

Jeito |¢| =1, e = 1, e £ — 1, &slo & neni reilné, takie ¢ + &*
a rovnici (66.9) 1ze uvésti na tvar (66.2). Jezto rovnici (66.9) je vyho-
v&no i pro z = 2,1 pro z = 2, a jeZto z; + z,, jest (66.9) rovnice kruz-
nice k, kters obsahuje oba body P, Q. Bod Z = [z] rizny od Piod
lez{ na kruZnici k tehdy a jenom tehdy, jestliZe komplexni ¢islo

(66.10) e*(z) — 2%)(25 — 2)
je rovné &slu komplexné sdruZenému, t. j., jestlize ¢islo (66.10) je
rovné redlnému &islu a; jeito z + z,, 2 + 2, jest oviem a + 0. JeZto ¢
je komplexni jednotka, jest ee* = 1 a podminka

e*(z] — 2*)(za — 2) = @

se da psati ve tvaru.
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(66.11) (2] — 2*)(z, — 2) = ae.
Jetto &islo @ + 0 je realné a jeito le] = 1, plyne z (66.11) podle v&ty

66.2, %e komplexni{ mira orientovaného Ghlu <t P—ZQ je rovna ¢ pro
a > 0,rovna — ¢ proa < 0. Tim je vie dokizéino.

ViTA 66.4. TFemsi riznymi body P, Q, R, které nelezi na pfimce, pro-
chdzi prdvé jedna krunice.

Dtraz. Podminka, aby body P, @, R neleZely na p¥{mce, byla nutna,
jezto piimka a kruZnice maji nejvys dva spoleéné body. Podle véty
66.1 staéi dokazati, Ze existuje aspoti jedna kruZnice obsahujici body
P, Q, R. To vsak plyne z véty 66.3, je-li ¢ komplexni mira orientova-

ného Ghlu & PRQ.

VETaA 66.5. BudiZ ¢ oblouk kruZnice k s krajnimi body P, Q. Potom
velikost orientovaného vihlu <X P—Zé je tdZ pro vdechny wvnitini body
Z oblouku ¢ a obrdcené kaZdy bod Z + P, Z + Q, pro kieryj < P_ZZ) md
tuto velikost, je vnitfnim bodem oblouku c.

Dtogaz. BudiZz Z, libovolné zvoleny bod vnitfnf{ bod oblouku ¢

—_——

a budiZz ¢ komplexni mira orientovaného Ghlu < PZ,Q. Podle véty
66.4 existuje pravé jedna kruinice k obsahujici vSechny tfi body
P, @, Z, a oblouk ¢ sklddajici se z téch bodu kruznice k, které lezi v té
poloroving vytaté pfimkou PQ, kterd obsahuje bod Z,. Je-li Zlibovolny
bod roviny E,, ktery nelezi na primce PQ potom podle véty 66.3

komplexni mira orientovaného thlu <t PZQ je rovna + ¢ tehdy a je-
nom tehdy, jestlize bod Z leZi na kruZnici k. Je-li Z = (2], P = [z,],

-

Q = [2,] a je-li n komplexni mira orientovaného thlu < PZO, potom
podle véty 66.2 existuje kladné ¢islo a tak, Ze

(2] — 2*)(22 — 2) = an;

pfi tom podle véty 66.3 jen = + etehdy a jenom tehdy, jestlize bod Z
lezi na kruZnici k. Av3ak snadno se odvodi, Ze ve vztahu n = 4 ¢ plati
znameni plus tehdy a jenom tehdy, jestlize [P — Z, @ — Z] ma totéz
znameni jako [P — Z,, Q@ — Z,); jeito viak @ —Z = (@ — P)+
+(P—2Z), jest [P—2,Q—Z]=[P—Z,Q— P], takie n=
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= + & tehdy a jenom tehdy, jestlie [P — Z, @ — P] m4i totéZ zna-
meni jako [P — Z,, @ — P] neboli jestlize oba body [2], [7,] jsou v téZe
poloroviné vytaté pfimkou P, Q, t. j., jestlize Z patif do oblouku c.

67. DYADICKE UHLY. K podetnimu vyjadieni velikosti x dutého
Ghlu jsme v ¢lanku 61 uzili défsla cosx, podrobeného podmince — 1 <
< cosx < 1. Algebraicky se jevi cosx jako nejjednodussi mozné poéetni
vyjadieni velikosti dutého thlu, jeito plati jednoduchy vzoree

CORX = ——v
SCHE

Také porovnani velikosti dutych uhld pomoci kosinu je snadné;
vime z &ldnku 62, Ze pro dvé velikosti «, f dutych dhld plati « < 8
tehdy a jenom tehdy, jestlize cosx > cosf. V&imnéme si séftani veli-
kosti dutych hli pomoci kosinu. V ¢élénku 64 jsme pro libovolné dva
duté Ghly «, 8 definovali soudet o + B, ktery je jednoduchym thlem;
nyni se vak omezime pouze na duté uhly a soudet & + 8 budeme po-
vaZovat za definovany pouze pro ten piipad, Ze o + f je duty thel.
Znamena-li viak «' thel vyplitkovy k dutému thlu «, plyne z definice,
Ze « -+ o' je ptimy tihel. Z véty 64.3 tedy plyne, ze v oboru dutych 1thls
soubet o -+ f existuje tehdy a jenom tehdy, je-li f < &', kde &’ je thel
vypliikovy k dhlu «. Jeito cosa’ = — cosx, miZeme podminku pro
existenci soudtu & 4+ § pomocf kosinu vyjadfit v jednoduchém tvaru

cosx + cosff > 0.

Aviak slo cos(x + B) je dano pomdrné slozitym vzorecem (viz 64.8)

.

cos(x + B) = cosx cosf — Vl — cos’x . l/l — cos?f.

P¥#i séitani velikost! vice nez dvou thla bylo by vyjadfovani pomoci
kosinu velmi nepohodIné. ’
Mnohem jednodu$$f je v otdzkdch séitini. velikosti ahld uzivati
komplexni miry definované vzorcem
£ = cosx + ising,

kde sinx = Vl — cos*o > 0. Jsou-li &, dvé velikosti dutych uahla
a jsou-li g, &, ptisluiné komplexni miry, plyne z véty 64.6, Ze v oboru
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dutych uhld soucéet & + f existuje tehdy a jenom tehdy, jestlize jest
Im. (e,&,) > 0 a Ze je-li tato podminka splnéna, potom komplexni mira
souétu & + f je rovna souéinu ¢;e, komplexnich mér sé¢itanci. UZiva-
me-li komplexni miry, nabudou podminky pro existenci souétu a vyraz
pro komplexni miru souétu jednoduchého tvaru. Jsou-li ¢, &,, ..., &,
komplexni miry séitanci, existuje v oboru dutych ahli soudet tehdy
a jenom tehdy, jestlize viecky komplexni jednotky

€1, E1€g,y +v. E1Eg o un Ep

maji imaginirni ¢ast kladnou a je-li; tato podminka splnéna, potom
komplexni mfra souétu je soudin e, ... &. Zejmépa: je-li o velikost
dutého uhlu a je-li ¢ pi{slu$nd komplexnf mira, potom pro k = 2, 3, ...
existuje & . « tehdy a jenom tehdy, jestliZe vSecky mocniny

£ ..., &k

maji kladnou imagindrni &4st a je-li tato podminka splnéna, potom kx
ma komplexni miru &*. \

Komplexni mira mé tu vlastnost, %e séitan{ velikost! dutého thlu
odpovida nasobeni komplexnf miry. V elementirn{ geometrii se misto
komplexni mfry uzivé pro vyjadieni velikosti hlu realného ¢isla, které
nazveme aditivni mérou, protoZe séitani velikosti dutého thlu od-
povidd séftani aditivni miry. K pfesnému vybudovini pojmu addi-
tivni miry je tfeba hlubsich vlastnosti pojmu reilného &isla nez v jiné
zde probirané latce; proto jsme odloZili aditivni miru az na konec
svazku.

Polozme
(67.1) 81 == i
apron2>1
: 1 4+ e,
67.2 Eapl = —————.
( ) +1 Il + Enl

Pron =1 jest I‘m e,=1, tedy Im.¢e,> 0. Je-li Im. g, > 0 pFi uréitém
n, jest 1 + e, + 0, takie &slo €,,, je jednoznadné definovano a jest
Im. €,4, > 0. Z toho plyne, Ze &sla ¢, jsou jednoznaéné definovana
pro viecka n > 1 tak, Ze

(67.3) Im. g, > 0.
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Ze (66.2) plyne snadno, Ze
(67.4) &1 = &,

takie podle (67.1) vsecka ¢&isla ¢, jsou komplexni jednotky. Podle
(67.3) je kazdé &, komplexni mérou uréité velikosti dutého uhlu,
kterou oznacime R,. Podle (67.1) R, znamen4 thel pravy; pedle (67.4)je

(67.5) R,.,= }B,.
Z (67.1) plyne, Ze pro n = 1 jest .
(67.6) &= —1;

n

plati-li v8ak (67.6) p¥i uréitém =, plyne ze (67 4), Ze obdobny vzorec
plati také pro n + 1; tedy (67.6) plati pro kazdé n > 1.

Viimnéme si nyni pfi urditém » > 1 komplexnich jednotek

2 2
& Epy vy £, = — 1.

(67.7) 1=2¢

Prvni a posledni z komplexnich jednotek (67.7) maji imaginarnf éast
rovnu nule; o ostatnich dokaZeme, Ze majf imaginarni é4st kladnou.
Pron = 1 je spravnost u¢inéného tvrzeni podle (67.1) zfejma. Pfedpo-
klidejme tedy, Ze pfi uréitém n uz vime, Ze

(67.8) Im. e, >0pro 1 < r 20 — 1.
Mame dokdizati, Ze
(67.9) - Im. &, , >0pro 1<s< 2% — 1,

ale pro s=1 je ndm to zndmo, takie miZeme pfedpokladati, Ze s = 2.
Je-li nejprve &islo s sudé, jest s = 2r, kde 1 < r < 2% — 1, takie
(67.9) plyne ze (67.4) a (67.8). Je-li za druhé &islo s liché, jest s = 2r 4
+ 1, kde 1 < r < 2n — 1, takie plati (67.8). Podle (67.4) jest

&1 = En . Epps
aviak podle (67.2) existuje redlné kladné &islo a tak, Ze £,4+, = a(l +
+ &), tedy

enyy = a(e, + &)

pii tom je .
Im. & >0, Im. &' > 0,
takZe opét platf (67.9).
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Z pravé dokézaného vysledku plyne, Ze duty thel k. B, existuje
tehdy a jenom tehdy, jestlize I < k < 2" — 1. Duty thel « tvaru

x=k.Ry, 1<k 27 — 1,

nazveme dyadickym dhlem Fddu n. Tento pojem’ se tedy tyka pouze
velikosti dutého ahlu, t. j. nezavisly na poloze. Z (67.5) plyne, Ze kazdy
dyadicky thel ¥adu 7 je zarovefi dyadickym thlem ¥adu # +1. Tedy
pro n, < n, kazdy dyadicky thel fddu n, je zéroveii dyadickym dhlem
fadu n,. Pravime prostg, Ze « je dyadicky thel, existuje-li takové n > 1,
ze & je dyadicky thel ¥idu n. Je patrné, Ze jsou-li «, § dva dyadické
tihly, existuje takové n > 1, %e «, § jsou oba dyadickymi ahly ¥adu =,
z ¢ehoz plyne dale, Ze jsou-li », f dva dyadické ahly a existuje-li duty
dhel x 4 8, je také o« + B dyadicky dhel.

Pro n > 1 nazveme dyadickym zlomkem fidu n kazdé racionalni &islo
tvaru

! k

P

k=1,2,.., 2" —1.

Je-li ny < m,, je kazdy dyadicky zlomek fadu n, zaroveii dyadickym
zlomkem fadu %,. Raciondlni éislo ¢ nazveme prosté dyadickym zlom-
kem, existuje-li takové n > 1, Ze ¢ je dyadicky zlomek ¥idu n. Pro
kazdy dyadicky zlomek ¢ plati 0 < ¢ < 1. Jsou-li ¢/, ¢” dva dyadické
zlomky, existuje takové n > 1, Ze ¢', ¢” jsou oba dyadickymi zlomky
fadu 7; je-li tomu tak, a je-li ¢/ + ¢” < 1, je také ¢’ + ¢” dyadicky
zlomek Fadu n.

Je-li nyni _ '
(67.10) a=k.R,, 1<k 20— 1
dyadicky dhel, nazveme jeho aditivni mérou é&islo

7
(67.11) o

Plati-li (67.10), potom podle (67.5) je ziroveii &« = 2k . R, . ; jeito
viak
2k k

govl = g

je patrné, Ze additivni mira dyadického thlu jest jednoznaéné uréena.
Aditivni mira kaZdého dyadického tihlu je dyadicky zlomek; obricené,

202



je-li ¢ libovolny dyadicky zlomek, existuje a je co do velikosti jedno-
znadné urden dyadicky thel «, jehoZ aditivni mira je rovna c.

Jsou-li x, # dva dyadické ahly a jsou-li ¢, ¢” jejich aditivni miry,
je z predchazejiciho patrné, Ze duty thel « + B existuje tehdy a jenom"
tehdy, jestlize ¢’ + ¢” < 1; je-li tomu tak, je také « + f dyadicky thel
a jeho aditivni mira je rovna ¢’ 4+ ¢”, t. j. je Tovna soudtu aditivnich
mér dyadickych uhla «, 5. Také je patrné, Ze jsou-li x, § dva dyadické
iihly, jest & < § tehdy a jenom tehdy, je-li ¢’ < ¢”, t.j. je-li aditivni.
mira Ghlu & mensi nez aditivni mira thlu 8.

‘68. ADITIVNI MIRA DUTYCH UHLU. V tomto &lénku podriime
viecky pfedpoklady a oznaéeni z predchézejiciho &lanku. Jezto R, je
ihel pravy, je B, = 1R, tihel ostry, takZe cosR, > 0. PoloZme

a =1+ cosR,, takie a > 1.
Podle (67.5) je R,., < R, pro n > 1, tedy cosRB,., > cosR,, takie
14 enrq] = Re. (1 + €nsq) = 1 + cosBpry > a > 1.
Podle (67.4) jest

1—€;+1=(1_En+1)(1+£n+1)=1_5n ’

neboli
1 —e¢ L= e
el 1+ énsa
takze
1 —
(68.1) 1 — gpa| £ l—a—ell

Jeito &, =1, jest |1 —¢g,| = VZ_,'takie z (68.1) plyne, Ze pro <1
jest _
al/2

|l — Eul é _‘lf,;‘"
Jeito a > 1, jest
(68.2) lime, = 1,
n—w
takze lim Re. ¢; = 1 neboli -
n—>rwm
(68.3) lim cosR, = 1.

n—ow !
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Jezto &, je komplexni jednotka, je |¢,)* = ¢, . ¢, = 1, takZe podle
(67.6) je ef = — &2, tedy

(68.4) cos(2® — 1) E,, = — cosR,,
t.j. B, a (2" — 1) R, jsou vypliikové thly.

Budiz nyni « libovolny duty thel. Jest — 1 < cosx < 1, takze
podle (68.3) a (68.4) existuje index »(«) tak, Ze pro viecka n = »{«)
jest ‘ '

_ cosR, > cosa > cos(2* — 1) R,
neboli
B, <a< (20— 1)R,.
Z toho plyne, Ze pro viecka n => »(x) existuje a je jednoznadné uréeno
celé &islo k,(x) tak, Ze

(68.5) 1< ko) < 20 — 1,

(68.6) o = ky(x) . B + oy,
kde

(68.7) 0< o, < R,

Je-li &, = 0, potom (68.6) znamend, 7e o« = k,(x) . R,; je-li &, > 0, je
o, duty ahel spliiujici (68.7). Vedle (68.6) a (68.7) mame oviem také

(68.6") & = knsy(&) . Bpsy + 0t qe,
(68.7') 0 < tars < Bory

Podle (68.6), (68.7) a (67.5) je viak
(68.8) o = 2k () . Rpvy + n,
{(68.9) 0L o, < 2R, 5.

Podle (68.9) jsou dvé moZnosti. Pfedné muiZe byti

(- .

v tomto p¥pads budiz 6,(x) = 0, &, = «, a je tedy
(68.8") & = [2ko(x) + 8n(a)] - By +
(68.9") 0< a, < Ryiys

za druhé miize byti
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) Rn+1_—é_“n < 2R‘n+lv
takZe lze poloziti
g =0ty + Bpiy,
kde op&t plati (68.9'); je-li 8,(x) = 1, platf také (68.8'). Jestlize (68.8')
a (68.9') porovname s (68.6') a (68.7'), dostaneme

(68.10) kst 0) = 2kq(x) 4 Oq(ax),
Ppii cemz
(68.10) budto 6,(x) = 0 nebo d,(x) = 1.

Podle (68.10) a (68.10") je pro viecka n = »(«)

knir(x)  kalx) 1
Oé on+l ~  9n -—<—‘2n+1’

tedy pro kaZdé n > »(x) a pro viecka p =11, 2, 3, ... jest

bnin(s)  Rala) _ 1 L
0»_£_ onir — gm =2n+1+"'+§'ﬁ<2_""

2 GehoZ plyme, Ze existuje limita

fen(ox)
(68.1}) i»w o = c(x),
pti emiz
’ Fen(2x) Fn(x) 41
(68.11%) T < cle) o

takie podle (68.5) jest
(68.12) 0 < c(x) < 1.
Viimnéme si toho zvldstniho piipadu, Ze « je dyadicky dhel. V tomto
pfipads existuje index u tak, Ze « je dyadicky uhel fadu 4; potom je
x=kR, 1<k 2" — 1

a pron > u je
& = 2"k | R,.
takZe pro n > u je
' k(o) &
2n 2w’
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tedy podlé (68.11) ¢(x) = —216—,‘, t. j. Vje-]i a« dyadicky thel, je ¢(x) adi-

tivni mfra thlu « ve smyslu ¢linku 67. MiZeme tedy definovat pro
kazdy duty Ghel « jako jeho aditivni miru realné &slo ¢(«x), definované
vztahem (68.11), které vyhovuje nerovnosti (68.12).

Obrécend budiZ diano realné &fslo ¢ splitujici nerovnosti

(68.13) 0<c<l.

DokiZeme, Ze existuje duty hel «, jehoZ aditivni mira je rovna c. Pro
n =1, 2,3, ... existuje a je jednoznaéné urdeno celé ¢islo k,, pro néz

. (68.14) by < 2% < kp + 1.
Podle (68.13) existuje index » tak, Ze
1 ¢ < 2y — 1
2r = P
pro n = v je tim spise
1 c o — 1
=< T
tedy podle (68.14) je pro n = »:
' (68.15) 1< by < 20— 1,

takZe pron => » e_ﬁcistuji duté dhly k,R,, (k, + 1) R,. Pron = » a pro
p=12,3,... je podle (68.14)

Pk, < 2P ¢ < 2° (K, + 1),

kn+1) é ontr . < k"_{_‘p + 1,
z tehot plyne

(68.16) 2k, < by < 2P(k, + 1),
Podle (67.5) je vSak 2° . B, = R, takie ze (68.16) plyne
k.R, Sk,,H, ntp < < (k,+ 1R,

a tudiz
cosk, R, > cosk, . R, . > cos(k, + 1) R

. n+p-n+p

Posloupnost {cosk,,R,,} je nerostouci omezend posloupnost realnych
¢isel, takze existuje limita -
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lim cosk,R, == 0

n—w

a jest pro n > v
cosk,R, > A = cos(k, + 1) R,,
tedy — 1 < 4 < 1, takze existuje duty thel «, pro ktery je A = cosx.’
Pro n > » je tedy
cosk,R, = cosx = cos(k, + 1) R,
tudiz
(68.17) kR, < o £ (k, + 1)R,.
Porovnime-li (68.17) se (68.6) a (68.7), vidime, Ze pro n = » je
budto k,(x) = k, nebo k,(«) =k, + 1.
Podle (68.14) je tedy pro n > »

k(o)
27l
takZe podle (68.11) je ¢ = c(a), t. j. aditivni mira dutého dhlu « je

skutedné rovna c. )
BudteZ nyni «, f dva takové duté uhly, Ze existuje duty uhel « + 8.
DokaZeme, Ze

(68.18) - e(x) + c(B) = c(x + B),
t. j. Ze soudet aditivnich ndér dutych Ghld «, f je roven aditivni
mife dutého thlu « + 8. Za tim Géelem uvazme, Ze pro viecka dosti
velka n jest

(68.19) Ea(%) . By < & < [kole) + 1] R,

(68.20) ka(B) - By < B < [k(B) + 1] Ry
Jeito kn(x). R, < «, ku(B) . R, < B a jeito existuje souet « 4 B,

existuje také soudet k,(x) . B, + k.(8) . B, = [k.(x) + k,(8)] B, a tento
soudet je < &« + B. Podle definice éisla k,(x + ) je tudiz

|kn(ax) — 27¢] £ 1 neboli —

1
B 21,,’

(68.21) kea(o) + kon(B) < Fonl + B)-
Predpoklidejme, Ze
(*) kn() 4 kn(B) + 2 = Enlx + f)-
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Jezto k,u(x + B) < 2%, je ku(x) + k() 4+ 2 < 2*, takie existuje duty
thel [kn(x) + %.(8) + 2] R,, ktery je soutétem dutych dhli [k,(x) +
+ 11 By, [ka(f) + 1] R,. Jeito o < [ku(x) + 1]R,, B < [ka(B) +
+ 1] Ry, je potom o + B < [kn(x) + kn(B) + 2] By < kn(x + B) B,
coz je nemoiné. Tedy vztah (*) je nespravny a mame

(68.22) balos + B) < kal®) + kn(B) + 2.
Z (68.21) a (68.22) plyne

ki) | En(B) - Fnlox + B) _kale) | ku(B) | 2
T =T m o <o T g Taw

z dehoZ podle (68.11) plyne (68.18).

Jsou-li &, y duté Ghly a je-li « << 9, je také c(x) << ¢(p). [Z toho plyne
zejména, Ze dva duté ahly razné velikosti nemohou miti touz adi-
tivni miru.] Nebof jezto o < y, existuje duty dhel § tak, Zey = « + B,
takie podle (68.18) c(y) = c(x) 4+ ¢(B). Aviak 0 < ¢(f) < 1, takZe
o(x) < ¢ly). '

Z (68.18) plyre, Ze jsou-li «, f dva duté ubly takové, Ze existuje
duty thel « + g, musi byti

(68.23) c(o) + ¢(B) < 1.

Obricené predpoklidejme, Ze pro dva duté thly «, 8 plati nerovnost
(68.23); mame dokazati, Ze existuje duty thel « 4 f. Ze (68.23) plyne,
Ze pro dosti yelka n je

3.

o) + olf) + o5 < L.

Podle (68.11°) je tedy pro dosti velkd »
ken(o) + kn(B) + 2 < 27,

takZe existuje soudet [k,(«) + 1] R, + [ka(f) + 1] R, a podle (68.19)
existuje také soudet &« -+ B.
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