
Integrální rovnice a jejich použití při některých
problémech mechaniky, matematické fysiky a techniky

Biharmonická rovnice (užití Greenovy funkce)

In: Solomon Grigorijevič Michlin (author); Otto Vejvoda (translator): Integrální
rovnice a jejich použití při některých problémech mechaniky, matematické fysiky
a techniky. (Czech). Praha: Přírodovědecké vydavatelství, 1952. pp. 174–217.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402774

Terms of use:
© Přírodovědecké vydavatelství

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/402774
http://dml.cz


znak rovnosti platí pouze tenkrát, když V = konst, což je opět možné 
pro V 4= 0 pouze tehdy, když B leží uvnitř Z. 

Normála v byla zvolena tak, aby byla vnější vzhledem k S. V tako-
vém případě bude vnější vzhledem k i a vnitřní vzhledem k D'\ odtud 
plyne, že integrál nalevo v (21) je nezáporný a integrál napravo ne-
kladný. 

Jsou možné tyto případy: 
a) Integrál napravo v (21) se rovná nule. Potom Ve = 0; protože 

dV dV V i = Ve na S, je Vt = 0 a p(M) = f-* == 0. Tento případ ne-
cv ov 

vede k charakteristickému číslu A. 
b) Integrál nalevo je roven nule a integrál napravo je různý od nuly-

Pak dostaneme známé charakteristické číslo A = 1. 
c) Integrál nalevo je kladný a integrál napravo záporný. K tomu je> 

nutné buď 1 — A < 0, 1 + A > 0 , nebo 1 — A > 0, 1 + A < 0„ t . j . 
buď A > 1, nebo A < — 1. 

K A P I T O L A 2 

B I H A R M O N I C K Á R O V N I C E 
( U Ž I T I G R E E N O V Y F U N K C E ) 

§39. Problémy, vedoucí na biharmonickou rovnicí, a) R o v i n n ý 
p r o b l é m t h e o r i e p r u ž n o s t i . O rovinné deformaci mluvíme, jestliže 
se elastická posunutí dějí pouze v rovinách rovnoběžných s rovinou 
(x, y) a složky posunutí nezávisí na z. Označíme-li ux, uv složky 
posunutí, ax, r ^ , av složky napětí, můžeme napsat soustavu diferen-
ciálních rovnic rovinného problému theorie pružnosti:1 

ČGx , djxv _ ft , dOy _ ft /, v" 
dx + dy - ' Sx + Sy - ' [ ' 

1 Rovnice (1) odpovídají případu, kdy na těleso nepůsobí žádné objemové síly. 
Viz [28a]. 
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= M + 2/.i
 T

„ = „ + ov = lů + 2„ (2) 

Zde jsou Aa/< Laméovy konstanty a 
ů = du£ d^ 

ex dy t . 
Počet neznámých funkcí v soustavě (1) — (2) lze snížit na jednu.. 
Rovnicím (1) lze totiž vyhovět, položíme-li 

_ c2W d*W_ _ dW • 
~~ dif' Xxv~ dxdy' dx2' ( ) 

Funkce W(x, y) se nazývá funkcí napětí čili Airyho funkcí. Dosadíme-li. 
výrazy' (4) do (2) a vyloučíme-li ux a uy, zjistíme, žé Airyho funkce 
vyhovuje biharmonické rovnici 

d*W d*W d4W 

Řešení rovinného problému theorie pružnosti lze tedy převést na 
integrování biharmonické rovnice za příslušných krajových pod-
mínek. 

Objasněme, jaké jsou to podmínky. Nejjednodušeji se formulují,, 
jestliže jsou na hranici pružné oblasti dána posunutí jejích bodů. 
V tomto případě, označíme-li hranici pružné oblasti L, máme na L 

= 9i(t), = g¿t), (6> 
kde t je parametr, určující polohu bodu na X, a gr1(í) a g2(t) jsou dané . 
funkce. 

Nechť jsou nyní dány vnější síly, působící na hranici L. Označíme-li 
jejích složky Xv a Yv, dostaneme na základě známých vzorců mechani-
ky deformovatelných těles 

ax coa(v, x) + tw 003(7/, y) = Xv, 
txv cos(r, x) + av cos(r, y) = Yv. 

Zde je v vnější normála k hranici L. Poznamenejme, že 
dx 

cos(v, x) = gj , cos(v, y) = ——, 

kde s je délka oblouku hranice. 
Dosadíme-li do (7)napětí vyjádřená pomocí Airyhofunkce, dostaneme 
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i - y 1 _ _ ds\dy}~ " ds\dxj~ 
odkud dW C 

-£ = - ] Y.ds + c ^ m + c» 

dw r (8) 

= J Xrás + C2 = f2(s) + C2. 
Rovnice (8) vyjadřují krajové podmínky naší úlohy pro případ, že 

jsou dány vnější síly působící na hranici. Jestliže je hranice L jedno-
duše souvislá, lze zvolit konstanty Cx a C2 pevně podle libovůle; jest-
liže hranice L je mnohonásobně souvislá, pak Cx a C2 mohou mít různé 
hodnoty na různých křivkách, tvořících L. V tom případě musí být 
určeny z požadavku jednoznačnosti posunutí. V tomto smyslu je ro-
vinná úloha theorie pružnosti obdobná modifikovanému Dirichletovu 
problému. 

Uvedené typy krajových podmínek nejsou jediné. Níže ukážeme na 
příslušných místech některé jiné typy krajových podmínek. 

Problémy, jež odpovídají podmínkám (6) a (8), budeme nazývat 
prvním, resp. druhým biharmonickým problémem.1 

b) U s t á l e n ý r o v i n n ý p o h y b v i s k o s n í n e s t l a č i t e l n é k a p a -
l i n y . Rovnice Navier-Stokesovy2 nabývají v tomto případě tvaru 

dv~ dvx . 1 dp 

dv,. , dvv . 1 dp 
v'HŠ + v'dil = v á v ' " W ( 9 ) 

^ _l_ ^ = o 
dx dy 

Zde vx a vv jsou složky rychlosti, p je tlak, Q je hustota kapaliny, v je 
koeficient viskosity. Rovníce (9) jsou napsány za předpokladu", že ne-
působí žádné objemové síly. 
1 V knize N. I. Muschelišviliho [28a] se prvým biharmonickým problémem na-
zývá krajový problém theorie pružnosti s podmínkami (8). 
2 Viz N. E. Kočin, I. A. Kibel', N. V. Roze, Těoretičeskaja gidromechanika, 
č. II, Gostěchizdat, 1948. 
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Třetí z rovnic (9) ukazuje, že existuje funkce 0(x, y), nazývaná 
proudovou funkcí, taková, že 

S& d0 
V* = W Vv = ~dx- (10) 

Dosadíme-li toto do prvých dvou rovnic a vyloučíme-li p, nalezneme 
rovnici, jíž vyhovuje proudová funkce: 

dA& d& dM>\ 
dx dx 3y 

Jestliže v rovnici (9) zanedbáme inerciální členy, je pravá strana 
v (11) identicky rovna nule; dostaneme, že 0 vyhovuje biharmonické 
rovnicí. 

V theorii viskosní kapaliny se předpokládá, že. viskosní kapalina, 
stýkající se s tuhým tělesem, k němu přilne, takže" se rychlosti tuhého 
tělesa a s ním se stýkajících částic kapaliny sobě rovnají. Odtud lze 
lehce odvodit krajové podmínky při problému obtékání. Jestliže viskos-
ní kapalina obtéká jedno nebo několik těles, o nichž budeme pro jedno-
duchost předpokládat, že se nepohybují, pak na hranici těchto těles 

S0 d0 

Jestliže osu x orientujeme rovnoběžně s rychlostí proudění v ne-
konečnu a velikost této rychlosti označíme U, má podmínka v nekoneč-
nu tvar 

lim [0{x, y) — Uy] = C, C = konst. (13) 

Níže uvidíme, že úloha o obtékání neomezeného proudu viskosní 
kapaliny okolo tuhého tělesa je neřešitelná, jestliže zanedbáme iner-
ciální členy. V tom spočívá t . zv. Stokesovo paradoxon. 

Na biharmonickou rovnici vede také mnoho jiných úloh matematic-
ké fysiky. Tak na př. na rovnici tvaru A2W = p(x, y) se převádí úloha 
o ohybu plastické hmoty vlivem zatížení, které je normální k jejímu 
povrchu. Na rovníce téhož typu se převádějí také některé úlohy océ-
anologie.1 

1 Viz V. V. Štokman, Uravněnija polja polnych potokov, vozbuždajemych 
větrom v něodnorodnom polje. Doklad AN SSSR, 1946, t. IV, č. 5. 
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§ 40. Komplexní vyjádření biharmonické funkce. K a ž d á b i h a r m o n i c k á 
funkce W{x, y) (t. j. integrál biharmonické rovnice) může být vyjádře-
na pomocí dvou analytických funkci komplexní proměnné z = x + iy. 
To lze učinit takto: Funkce P(x, y) = A W je harmonická, neboť 
AP = A2W = 0. Nechť Q(x, y) je funkce konjugovaná s P(x, y). 
Označme P + iQ = 4<p'(z). Funkce 

9?(z) = p{x, y) + iq(x, y) = \ f(P + iQ) dz 

je analytická funkce z. Výpočtem se lehce přesvědčíme, že A{W — 
— px — qy) = 0, t . j. že funkce Pi(x, y) = W — px — qy je harmonic-
ká. Položíme-li Pi(x, y) = Re{%(z)} a všimneme-li si, že px -+- qy = 
= Re{z9?(z)}, dojdeme ke G o u r s a t o v ě f o r m u l i , jež dává hledané 
vyjádření biharmonické funkce pomocí analytických funkcí komplexní 
proměnné <p(z) a %{Z): 

W{x,y) = Ke{l<p{z) + %{z)}. (1) 

Funkce cp(z) a f(z) = %'{z) budeme nazývat Goursatovými funkcemi. 
Je-li dána funkce W{x, y), nejsou Goursatový funkce určeny úplně 

jednoznačně. <p'{z) je totiž určena až na ryze imaginární aditivní kon-
stantu a <p(z) je tedy určena až na aditivní člen tvaru iaz -)- kde a je 
reálná a ¡i je komplexní konstanta. Funkce y>(z) není také úplně určena, 
avšak to je pro další méně podstatné. 

Z Goursatových vzorců lehce dostaneme dvě důležité formule, jež 
v definitivním tvaru vyslovil N. I. Muschelišvili. Prvá z nich dává 
vyjádření derivací biharmonické funkce pomocí Goursatových funkcí: 

dW dW 
— + l — =cp{z) + zcp\z)+W{z), (2) 

kde 
V(*0 = *'(*)• (3> 

Druhý vzorec se vztahuje k rovinnému problému theorie pružnosti; 
vyjadřuje posunutí pomocí Goursatových funkcí a má tvar 

2 f i ( u x = * <p(z) — z <p'(z) — ip(z). ( 4 ) 

Zde jsme označili 

_ X + 3/u 
x ~ T + f i ' 
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Poznamenejme, že x > 1. Vzorce (2) a (4) snadno dostaneme 
z Goursatova vzorce a z rovnic (2) a (4), § 39. 

Uveďme ještě dva vzorce G. V. Kološova, jež váží napětí s Goursá-
tovými funkcemi: 

ax + ay = iRe{<p'(z)}, (5) 

ay — ax + 2 i r „ = 2[i <p"(z) + f (z ) ] . (6) 

Vzorce (2) a (4) nám dovolují převést základní problémy theorie 
pružnosti v rovině na krajové úlohy theorie analytických funkcí. Prvý 
problém se převádí na sestrojení analytických funkcí q>(z) a y>[z), jež 
na hranici oblasti vyhovují rovnici 

* <p(z) — z <p'(z) — = 2fi(9\ + i>9z)- (7> 

V druhém problému je třeba sestrojit analytické funkce <p(z) a f(z),. 
jež na hranici vyhovují krajové podmínce 

na Lk <f{z) + z <p'(z) + f(z) = /x + i f 2 + bk, bk = konst. (8> 

Zde 
fi + »/. = »/ (X, + *Y.) ds, (9) 

kde Xv a Yv jsou složky vnějších sil působících na hranici ve směru os x 
a y. Konstanty bk je nutno zvolit tak, aby posunutí byla jednoznačná. 

Na tutéž krajovou úlohu, avšak bez libovůle při určení pravé stra-
ny,1 se v hydrodynamice převádí úloha obtékání viskosní kapalinou. 

Je užitečné poznamenat, že rovnici (8) lze uvažovat jako speciální 
případ rovnice (7) pro x = — 1. 

J indy bývá užitečné předběžně konformně zobrazit oblast, jež je 
vyplněna pružným prostředím nebo viskosní kapalinou, na nějakou 
jinou oblast. Vzorce (7) a (8) se potom poněkud mění. Nechť z — w(a) 
je funkce realisující zobrazení. Označme 

<p{z) = <p(co(o)) = 0{a)- f(z) = y>((o(a)) = W{a). 

1 A tedy bez dodatečných požadavků takového typu, jako je jednoznačnost 
posunutí. 
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Potom rovnice (7) a (8) jsou nahrazeny rovnicemi: 

* 0(a) - = MVx + ig,) (10) 
co (a) 

a 

+ + = h + + (11) 
co (a) 

Vyšetřme nyní analytický charakter Goursatových funkcí. Jestliže 
oblast vyplněná pružným prostředím je omezená, jednoduše souvislá 
a nepůsobí na ní ani bodové síly nebo momenty, pak <p(z) a yj(z) jsou 
prostě regulární v oblastí. Právě tak <p(z) a ip(z) jsou regulární v jedno-
duše souvislé omezené oblastí, vyplněné viskosní kapalinou, jestliže 
v oblastí nejsou ani prameny, ani propady. 

Zabývejme se nyní případem mnohonásobně souvislé oblasti. Jej í 
hranici označme jako obvykle L, vnitřní křivky, z nichž se skládá, 
Lv L2, ..., Ln a křivku omezující oblast z vnějšku (jestliže je oblast 
omezená) L0. Vlastní oblast označme písmenem D. 

Uvažme ta omezení, jež musí nutně splňovat Goursatovy funkce pří 
rovinném problému theoríe pružnosti. Ze vzorce (4), § 39 je patrno, že 

P(x, y) = AW = ax + av. 

Napětí je jednoznačná funkce stejně jako posunutí. Odtud plyne, že 
P(x, y) je jednoznačná. Při tom Q(x, y) vzroste o konstantu při oběhu 
kolem každé z vnitřních křivek Lv L2, ..., Ln proti hodinovým ručič-
kám. Označme onen přírůstek SizAk. Potom při uvedeném oběhu 
funkce cp'(z) vzroste o 2mAk. Jestliže zk je bod uvnitř křivky Lk, pak 
při tomtéž oběhu funkce Ak\g{z— zk) vzroste také o 2niAk. Odtud 
plyne, že 

<p'(z) = ZAklg(z-zk) + f(z), (12) 
k=l 

kde f(x) je funkce regulární v Z) a Ak je reálná konstanta. Není obtížné 
nahlédnout, že neurčitý integrál 

f f ( z ) dz 

může také obsahovat logaritmické sčítance. Integrujeme-li tedy rov-
nici (12), dostaneme 
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<p(z) = 2Akzlg(z - zk) + lg (z - zk) + <p*(z). (13) 

V tomto vzorci je cp*{z) jednoznačná funkce, regulární v D; Bk je 
komplexní konstanta a Ak jsou, jak již jsme viděli výše, reálné kon-
stanty. 

Obraťme se k funkci ip(z). Vzorec (12) ukazuje, že 9o"(z) je jednoznač-
ná. Nyní ze (6) plyne, že y>'(z) je také jednoznačná a její neurčitý 
integrál obsahuje logaritmické členy: 

W{z) = 7Gk lg (z - zk) + W*(z), (14) 
i=l 

kde y*(z) je funkce regulární v D. 
Při odvozování vzorců (13) a (14) jsme užili pouze jednoznačnosti 

napětí. Objasněme, jaká omezení klade na koeficienty Ak, Bk, Ck po-
žadavek jednoznačnosti posunutí. Vzorec (4) ukazuje, že při oběhu 
křivky Lk vzroste součet 2/u(ux + iuv) o 

2m[(x + 1) + xBk + Gkl 

. Tato veličina se rovná nule, neboť posunutí jsou jednoznačná. Odtud 
plyne, že 

Ak = 0, Ck=—xBk, (15) 

a tak konečně dostaneme následující výrazy pro Goursatovy funkce 
při rovinném problému theorie pružnosti: 

9o(z) = jBk lg (z - zk) + <p*(z), 
"(16) 

. w(z) = — X 2-Bfc lg(z — zk) + y>*(z). 
¡1-= 1 

Koeficienty Bk mají jednoduchý fysikální smysl: 

kde Xk a Yk jsou složky hlavního vektoru vnějších sil působících n a 
křivce Lk. Při druhém základním problému jsou tyto koeficienty zná-
my v důsledku krajových podmínek, při prvém však zůstávají nezná-
mými. 
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Poněkud jiný charakter má mnohoznačnost Goursatových funkcí 
v hydrodynamice viskosní kapaliny. Zde je třeba požadovat jedno-
značnost rychlostí, t . j. jednoznačnost derivací bíharmonické funkce. 
Vzorec (13) platí dále. Ze vzorce (4) je patrno, že při oběhu křivky Lk 

proti hodinovým ručičkám vzroste ip(z) o 2mBk, a tedy 
n 

V(z) = jBk lg(z - zk) + y>*(z), (18) 
k= 1 

kde ip*(z) je regulární v D. 
Formulujme ještě další problém, který budeme nazývat třetím 

bíharmonickým problémem: Jest určit biharmonickou funkci, jsou-li 
na hranici oblasti dány prvé derivace, za předpokladu, že tyto derivace, 
jakož i prvé derivace Goursatových funkcí jsou jednoznačné v uvažo-
vané oblasti. 

Při třetím problému tedy předpokládáme, že 93(2) může být vyjádře-
na vzorcem (16) a y(z) vzorcem (18). Poznamenejme, že pro jednoduše 
souvislou oblast je druhý a třetí problém totožný. 

Lze dokázat, že každá ze tří formulovaných úloh má jediné řešení 
(viz [27d]). 

Shora uvedené Stokesovo paradoxon je bezprostředním důsledkem 
jednoznačnosti řešení třetího problému. Skutečně, jestliže kapalina 
obtéká pouze jedno těleso, je oblast vyplněná tekutinou jednoduše 
souvislá, Goursatovy funkce jsou jednoznačné a problém obtékání 
splývá s třetím problémem, jejž je nutno řešit při těchto podmínkách: 
prvé derivace hledané funkce se rovnají nule na hranici a jsou omezené 
v nekonečnu.1 Z věty o jednoznačnosti plyne, že hledaná biharmonická 
funkce je identicky rovna konstantě. Avšak potom jsou její derivace, 
t . j. rychlosti, identicky rovny nule. Tak dostaneme, že viskosní kapa-
lina obtékající tuhé těleso je v klidu. 

Jestliže vískosní kapalina obtéká několik tuhých těles, dostaneme 
řešení, užijeme-li libovolnosti koeficientů Ak. V tom případě má pro-
blém obtékání jednoznačné řešení pouze tehdy, když je oblast dvoj-
násobně souvislá; jestliže je oblast více než dvojnásobně souvislá, pak 
je řešení nekonečně mnoho. 

1 To plyne z toho, že v nekonečnu vx = U, vy = 0. 
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§ 41. Greenova funkce a Schwarzovo jádro. Nechť D je omezená oblast 
roviny z = x + iy, jednoduše nebo mnohonásobně souvislá, a nechť z 
a £ = f + itj jsou libovolné .body oblasti D. Označme r vzdálenost 
mezi těmito body: r = |z — £|. Jak je známo, Greenovou funkcí 
oblasti D nazýváme funkci G(x, y, f , rj) dvou bodů této oblasti, jež má 
tyto vlastnosti: 

a) G(x, y, rj) = y\ rj) — lgr, (1) 

kde g(x, y, f , rj) je harmonická funkce v D proměnných f a ? ; pro daná x 
a y; 

b) Jestliže bod £ = f + ir\ leží na hranici oblasti D, pak 

G(x, y f , rj) = 0 . (2) 

Funkci g(x, y\ f , rj) lze sestrojit, jestliže řešíme Dirichletův problém 
při krajové podmínce: na hranici L oblasti D g = lgr. 

Z vlastností a) a b) plyne souměrnost Greenovy funkce: 

G(x, y f , rj) = G(Š, x, y). (3) 

Pomocí Greenovy funkce se řeší Dirichletův problém v uzavřené 
formě: Jestliže TJ(x, y) je harmonická funkce v D, rovnající se u(C) 
v bodě C hranice, pak 

U(x, y) = ^ f u(0 ™ do, do = |df| , (4) 
L 

kde v tentokrát označuje vnitřní normálu k L v bodě 
Ze souměrnosti Greenovy funkce plyne, že je nejen harmonickou 

funkcí f a rj, nýbrž také xa.yv celé oblasti D, mimo bod (f, rj). Zaveďme 
pro další důležitý pojem komplexní Greenovy funkce. Budeme uva-
žovat G(x, y\ f , rj) jako funkci komplexních proměnných z a f a ve 
shodě s tím ji budeme značit G(z, f). Sestrojme funkci H(z, £), konju-
govanou s G(z, £) vzhledem k proměnným x a y. Lze na př. položit 

z 

Biz>c) = f - d i d x + didí>' (5) 
a 

kde a je libovolný, avšak pevně zvolený bod uvnitř oblasti D. Funkce 
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H(z, f ) je reálná mnohoznačná funkce svých argumentů. Na jedné 
z jejích větví platí identita 

H(a, O ^ 0 . (6) 

Komplexní Greenovou funkcí nazýváme funkci 

M(z, C)-= G(z, f ) + iH{z, C). ( 7 ) 

M(z, £) je analytická, nikoliv však regulární funkce proměnné z v D 
a neanalytická funkce proměnné f . 

Komplexní Greenova funkce je mnohoznačná, neboť obsahuje člen 
— lg(C — z). Mimoto, jestliže je oblast D mnohonásobně souvislá, 
mění tato funkce své hodnoty při oběhu kolem libovolné vnitřní hra-
nice oblasti v rovině z. Označme jako dříve L0 vnější a Lv L2, ..., Ln 

vnitřní hranice oblastí D. Při oběhu kolem Lk proti hodinovým ručič-
kám vzroste funkce H(z, f ) o nějaký přírůstek, který bude obecně 
funkcí C- Označme jej 2n bk(Q: 

. . . . 1 í dG, , 9Q 

Lk 
Zde je f = f + irj vnitřní bod oblasti D a z = x + iy bod na křivce Lk. 
Označme n směr vnitřní normály k Lk v bodě z a položme |dz| = ds. 
Zřejmě d s . 

— = cos(s, x) = — cos(n, y), 
Clo 

^L = cos(s, ?/) = cos(n, x). 
Q.S 

Odtud plyne, že } f ?C 
= <

8

> 

Při oběhu kolem Lk proti hodinovým ručičkám vzroste komplexní 
Greenova funkce o 2TU bk(C). O totéž při témž oběhu vzroste funkce 
bk(C) lg(z — zk), kde zk je libovolný, pevně zvolený bod uvnitř Lk. 
Komplexní Greenova funkce může být tudíž vyjádřena takto: 

M(z; C) = M0(z; f ) + lg(* - zk) - lg(£ - z), (9) 

184 



kde M0(z; £) je regulární funkce proměnné z v D. Poznamenejme, že 
Ma{z] f ) jako funkce proměnné f je jednoznačná. 

Dokažme, že bk(C) je harmonická funkce f a rj v D, rovna jedné na 
Lk a nule na L}, j = 0, 1, ..., k — 1, k + 1, ..., n. 

V (8) proveďme substituci z v t a £ v z. Ve shodě s tímto změňme n 
v v a ds v der. Potom dostaneme 

Uvažujme funkci dk(£) bodu £ na hranici L, kladouce 

a tn — í1' J e s t l i ž 
Ó Á Q ) ~ [0, jestliž 

Potom lze napsat blc(z) ve tvaru 

jestliže C leží na L j t 

jestliže £ leží na Lj} j =f= k. 
(10) 

L 
Porovnáme-li toto se (4), přesvědčíme se o správnosti našeho tvrzení. 

Nechť nyní ve vzorci (9) značí z vnitřní bod oblasti D, f bod na hra-
nici L a v vnitřní normálu k L v bodě f. Položme 

^ = **(£) (12) dv 

94f(z; C) 
= T(z; £). (13) 3v 

Derivujeme-li (9) podle v, dostaneme: 

T(z; f) = ^ f i l ) + £ « , ( « M* ~ £ (14) 

Funkci T(z\ £) budeme nazývat Schwarzovým jádrem oblasti D. 
Určeme jeho nejdůležitější vlastnosti. 

Schwarzovo jádro je v D analytická funkce proměnné z a je mnoho-
značná, jestliže je oblast D mnohonásobně souvislá. Při oběhu okolo Lk 

proti hodinovým ručičkám vzroste o 2mak(£). Dále T(z; £) je jedno-
značná a neanalytická funkce Reálná část Schwarzova jádra je nor-
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mální derivace Greenovy funkce. Jedna z větví její imaginární části je 
identicky rovna nule pro z = a: 

Im{T(a- C)} = 0. (15) 

Nechť /(£) je spojitá reálná, funkce bodu na hranici L. Uvažujme 
integrál 

$(z)= ^ f f(t) T(z; Z) do; (16) 
L 

0(z) je analytická funkce z. Ze vzorce (4) je patrno, že její reálná část je 
jednoznačná v Z) a na hranici se rovná f(Z). Vzorec (15) dále ukazuje, že 
jedna z větví imaginární části 0(z) je rovna nule pro z = a. Vzorec (16) 
tedy určuje analytickou funkci z hodnot její reálné části na hranici za 
předpokladu, že tato reálná část je jednoznačná. 

Nechť F(z) = u(z) -f- i v(z) je analytická funkce, jež nemá uvnitř D 
singulární body. Předpokládejme ještě, že její reálná část u(z) je jedno-
značná v D a spojitá uvnitř i na hranici D. Jak jsme již viděli, integrál 

¿ / « ( í ) T(z\ Z) do 
L 

je analytická funkce z, jejíž reálná část se rovná u(z). Taková funkce se 
může lišit od F{z) pouze o imaginární aditivní konstantu. Jedna z větví 
imaginární části posledního integrálu se rovná nule pro z = a. Odtud 
-lze lehce nahlédnout, že 

^Ju(Z)T(z;Z)da = F(z)-iv(a). (17) 
L . 

V tomto vzorci je v(a) hodnota v bodě a jedné z větví funkce v (z). 

Jestliže funkce u(z) harmonická v Z) je jednoznačná, pak funkce v(z) 
s ní konjugovaná bude obecně mnohoznačná. Vzorec (17) umožňuje 
vypočítat z hodnot u(z) na hranicí veličinu, o niž vzroste v(z) při oběhu 
podél křivky L proti hodinovým ručičkám. Tento přírůstek je zřejmě 
roven 

Ju(Z)ak(Z)da. (18) 
L 
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Jestliže imaginární část v(z) je jednoznačná a spojitá v celé oblasti 
i s hranicí, platí vzorec analogický vzorci (17): 

£ J v(fl T(z, C) do = j F(z) - j u(a). (17x) 
L 

Přitom je přírůstek reálné části F(z) při oběhu kolem křivky Lk proti 
hodinovým ručičkám roven integrálu 

~Jv(C)ak(C)da. (19) 
L 

Jestliže F(z) je jednoznačná, rovnají se integrály (18) a (19) nule. 
Odtud lehce dostaneme vzorce, jež platí pro libovolnou analytickou 
funkci regulární v D a spojitou uvnitř i na hranici D: 

f F(C) ®fc(í) der = 0, (20) 
L 
fF(Č)ak(Oda= 0. (21) 
L 

Pro jednoznačnou funkcí F(z), regulární v D, platí současně vzorce 
(17) i (17i). Vynásobíme-lí (17J i a přičteme-lí a odečteme-li výsledek 
•od (17), dostaneme dva vzorce důležité pro vše další: 

^ JF(t) T(zi 0 do = F(z) - 1 F(a), (22) 

L 

^ JF(C) T(z\ C) do = j T(a). (23) 
L 

Zdůrazněme, že vzorce (22) a (23) platí pouze tehdy, je-li funkce 
F{z) regulární a tedy jednoznačná v D. 

Uveďme speciální případ vzorce (22), jenž se dostane pro F(z) = 1: 

^ J t ( Z ; f )d<x= 1. (24) 
L 

Komplexní Greenova funkce má vlastnost, kterou nazveme inva-
riancí vzhledem ke konformnímu zobrazení. Spočívá v tomto: 

Nechť funkce t = e(z) konformně zobrazuje oblast D roviny z na 
oblast D' roviny t a nechť M'(t\ r) je komplexní Greenova funkce 
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oblasti D'. Potom je komplexní Greenova funkce oblasti D dána 
vzorcem M { z . f ) = M ' { e ( z ) . e ( C ) ) . ( 2 5 ) 

Důkaz vzorce (25) se dostane jednoduše z definice Greenovy funkce. 
Diferencujeme-li obě strany poslední rovnice ve směru normály, 

nalezneme vztah mezi Schwarzovými jádry oblastí D a D'\ 

T(z; C) da = Z"(e(z); £(£)) do', do' = |dr | . (26) 

Na závěr dokažme několik vět pro Schwarzova jádra, jež jsou nutné 
pro další výklad. 

V ě t a 1 .Nechť f(£) je funkce bodu na hranici L, spojitá podél L a m-krát 
spojitě diferencovatelná podél jistého oblouku L' této hranice. Nechť 
mimo to úhel sevřený normálou v a reálnou osou je také m-krát spojitě 
diferencovatelný podél L'. Potom funkce 

= ¿ f m T(Z; 0 der 
L 

je m — 1 -krát spojitě diferencovatelná podél oblouku L", jenž leží 
uvnitř L'. 

Stačí uvažovat případ, kdy /(£) je reálná. Funkce 0(z) je analytická 
a regulární v každé jednoduše souvislé částí oblasti D. Její reálná část 
se na L shoduje s f(z). Vyjmeme z D jednoduše souvislou část Dx t ak , 
aby L' ležela na hranici Dv Zobrazme Dx na kruh. Potom, vyjdeme-li 
ze Schwarzova integrálu pro kruh, lehce zjistíme, že 0(z) je m — 1-krát 
diferencovatelná podél oblouku kruhu, odpovídajícímu oblouku L". 
Nyní, abychom dokázali větu 1, stačí užít známého faktu, že v dů-
sledku podmínek věty je funkce realisující zobrazení na kruh 
m — 1-krát spojitě diferencovatelná podél L". 

V ě t a 2. Nechť úhel sevřený normálou v a osou | je spojitý a má derivace 
až do řádu m-tého včetně vzhledem k o na celé hranici L. Potom platí 
vzorec , l rl ř 

- T { z ; C ) d o = - . l ^ z + P ( z U ) d o , (27) 

kde funkce P(z; £), jestliže nepřihlížíme k jejím logaritmickým singula-
ritám, je spojitá uvnitř i na hranici a m — 2-krát diferencovatelná na 
hranici vzhledem k z. 
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Funkce M(z\ £) + lg(C — z), uvažovaná jako funkce proměnné z, 
nemá singulární body uvnitř D; její reálná část je jednoznačná a na L 
splývá s lg|£ — z\. Na tuto funkcí lze užít vzorce (17), jenž dává: 

t\ T(z; ť) der, = 

L 

= M(z• C) + lg(£ - z) + i H(a; f) - iarg(C - a). 

V tomto vzorci z a £ jsou body uvnitř D, t je bod na hranici L. Protože 
H{a, C) = 0, platí 

M[z' =
 h flglc

 ~tl T { z ' ť ) d a t _ l g ( í ~z) + i a r s ( C ~a)-
L 

Derivujeme-li tuto rovnicí ve směru normály v(, procházející bodem £, 
necháme-lí £ konvergovat k hranici a užíjeme-li věty o normální deri-
vaci logaritmického potenciálu jednoduché vrstvy, dostaneme 

L 
Dále 

3 £ 
= cos(^f, f) + i cos(rc, ri) = cos(ff, r>) — i cos((T, f) = — i -j-. CVi • U <7 

Tak dojdeme ke vzorci (27), jestliže položíme 

L 

Zbývá dokázat, že P(z; £) je m — 2-krát spojitě diferencovatelná podle 
z v D + L. Avšak to přímo plyne z věty 1, neboť v důsledku podmínek 

věty 2 je funkce — m — 1-krát spojitě diferencovatelná po-
OV { 

dle a podél hranice L. 

V ě t a 3. Identita 
<7(0 = HO, m (28) 

ledě C je bod na hranici L a funkce g(£} a h(£) jsou spojité, je ekvivalentní 
soustavě identit 
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^ jg(C) T(z; C)da=Xjh(C) T(z; f) der, 
2/ i 

¡ ¿ f f f i č ) T(z; Oda = ~ J m T(z; £) da. 4?r 
i i 

(29) 

Je třeba dokázat, že (28) plyne z (29). Sečteme-lí obě identity (29) 
a převedeme-li všechny členy nalevo, dostaneme 

Re{g(Q-h(C)}T(z-, Z) da = 0. 
L 

Reálná část posledního integrálu je harmonická funkce v D, splývající 
na L s Re{0(£) — h{£)}. Odtud plyne, že Re{?(C) — h(£)} = 0. Úplně 
obdobně se dokáže, že Im{^(C) — M O ) = 0. 

§ 42. Převedení prvého a třetího problému na integrální rovnici. 
V § 40 jsme zjistili, že prvý a třetí biharmonický problém se převádí n a 
následující krajovou úlohu theorie funkcí komplexní proměnné: 

Určit analytické funkce <p(z) a ip{z), vyhovující těmto podmínkám: 
1. <p{z) a y>(z) nemají singulární body uvnitř oblasti Z); 
2. <p'(z) je jednoznačná v D; 
3. na hranici L oblasti D platí 

x V ( o - c W ) - v i O = g(C), . (i) 

kde x je konstanta a g(C) je daná spojitá a jednoznačná funkce bodu na 
hranici. Budeme předpokládat, že tato funkce je dostatečně hladká. 

V prvém problému 

» = M <7(0 = 2M«» + »«*); 
Á + fi 

v třetím je třeba položit 
* = g(Z) = - f ( C ) - b k . 

O oblasti D budeme předpokládat, že je omezená. 
Přistupme k řešení formulované krajové úlohy. 
Často bývá užitečné konformně zobrazit oblast D na nějakou oblast 

D*. Nechť z = co(t) je funkce, realisující toto zobrazení. Označme 

<p(co(t)) = 0{ť), V(w(t)) = V(t). 
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Dále nechť £ = co(t) a G(t) = g(co(t)). Úloha se tedy převádí na určení 
0(t) a W(ť) z krajové podmínky 

x 0(r) = G(r), (li) 
O) (r) 

jež má být splněna na hranici y oblasti D*. Všimněme si, že 0'(t) je 
jednoznačná v D*. Odtud plyne, že funkce x 0(t) — W(t) je také jedno-
značná v D*. v 

Skutečně z jednoznačnosti 0'(t) a G(t) plyne; že x 0(t) — W(t) je 
jednoznačná na hranici. Odtud plyne, že tato funkce je jednoznačná 
i uvnitř oblasti, kde 0(t) a W(t) nemají singulární body. 

Podle věty 3, § 41 rovnice (lj) je ekvivalentní těmto dvěma: 

^ 0(T) T(t, r) da = i - f G(r) T(t, r) da, 
Y Y (2) 

^ j {* - y(t)} T(t, r) da = i - j W ) T(t, t) da. 
Y Y (3) 

Zde je y hranice oblasti Z)*; T(t, r) je Schwarzovo jádro této oblasti. 
Rovnice (2) a (3) lze zjednodušit. Položme 

0(t) = p + iq, W(t) = pt+ iqv 

Harmonické funkce xp — pí = Re{>í 0{t) — a xq q1 = Im{x . 
. 0{t) — ^(í)} jsou jednoznačné v D*. Na ně lze užít vzorců (17) a (17,.), 
§41. Protož© 

xp — p i = Re{x 0{ť) — W(t)}, xq + qx= Im{x 0(t) + W(t)}, 

podle uvedených vzorců 

¿ f ( * P ~ Pi) ^)da = x 0(t) -W(t) - i[x q(a) - ?1(0)], 
v 

¿ f ( * V + ?i) T{t, t) d<r = i [x 0{t) + W(t)] - l [ x p(a) + pl(o)]. 
v 

Vynásobme druhou rovnici i. Přičteme-li a odečteme-lí ji od prvé, 
dostaneme: 

^ f[x 0{x) - W ] T(t, r)da = x 0(t) - j [ x 0{a) + ¥>)], 
v 
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0(x) - y(r)] T(t, x) da = - W(t) + 0(a) + y(o)]. 
y 

Protože 0(t) a !F(ř) jsou určeny až na aditivní konstantu, můžeme po-
loŽlt « 0{a) + W(a) = 0. 
Dosadíme-li nyní poslední dvě rovnice do (2) a (3) a označíme-lí pro 
stručnost 

X jG(x) T(t, x) da = A(t), i - j W ) T{t, x) da = - B(t), ( 4 ) 

y v. 
dostaneme i f ,.Jt\ 

« 0(t) - f - / 0'(x)T(t, x) da = A(t), (o) 
471 J co(x) 

Y 

m + à / ¿ ^ y t) = b(*)• (6) 
v 

Rovnice (6) přímo určuje íř^í), jestliže je známa 0 ' ( r ) . Obraťme se 
proto k rovnici (5). Přepíšme jí v tomto tvaru: 

« 0 ( 0 - - T{t, x) 0'W da -

T) do- = á̂(ť). 
( 7 ) 

j ci)'(r) J ci)'(r) 

Funkce je regulární v D* a podle vzorfce (23), § 41 máme 

± f m n t , x ) d a ^ - m . 

J o»'(T) 2o) ' (a) 

Dosadíme-li toto do (7) a derivujeme-li podle í, dostaneme: 

Určeme konstantu Z z rovnice 

Z _ J _ 7 = J _ S ( 9 ) 
2>e 2 * a>'(a) 
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a položme <£'(í) = &(t) + lco'(t). (10) 

Dosadíme-li toto do (8), dostaneme rovnici pro novou neznámou 

Budeme předpokládat, že hranice y je dostatečně hladká. Potom 

Á(t) a S- h T L T(t, r ) l jsou spojité uvnitř i na hranici oblasti. 
- d t l co'( r) J 

Předpoldádejme, že t konverguje k nějakému bodu r0 na hranici. Pro-
vedeme-li v (11) limitní přechod, dostaneme integrální rovnici 

y 
v níž neznámou je hodnota fimkce ů(r) na hranici, při čemž Ů(T) je regu-
lární v D*. 

Rovnici (12) lze zjednodušit. Užijeme k tomu vzorce (14), § 41, z ně-
hož lze lehce nahlédnout, že 

3= " ] ~ *«• <> J ™ 

kde K(t; r) je v D* regulární funkce t a tk je bod uvnitř yk\ yk je obraz 
ůií) 

Lk. Funkce — j e regulární v D* a podle vzorce (21), § 41 

/ "i. ( j) — — = 0, 1c = 1, 2, 
co'(r) 

Pro ů(r) nyní dostaneme rovnici 

- - F K(t0, T) der = -A'(r0). (13) 
H J H y 

Integrální rovnice (13) není Fredholmova, neboť za integračním 
znaménkem je ů(z) a nikoliv ů(r). Lze ji však převést na soustavu 
dvou rovnic Fredholmova typu, jestliže oddělíme reálnou a imaginární 
část a za neznámé považujeme Re{$(r)} a Im{#(r)}. Odtud plyne, že na 
rovnici (13) lze užít Fredholmovy alternativy. 
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§ 43. Vyšetřování integrální rovnice. Všimněme si především, že pravá 
strana rovnice (13) § 42 je jednoznačná v D*. Skutečně v důsledku 
vzorce (14), § 41 

Y Y 

a všechny tří členy napravo jsou jednoznačné a regulární v D*. 
Předpokládejme nyní, že rovnice (13), § 42 je rozřešena a hodnoty 

ů(r) na hranici jsou určeny. Táž rovnice dá potom analytické pokračo-
vání ů(t) uvnitř oblasti, totiž 

ů(t) = ^-A\t) + ~ K{t, T) ů[r) do. 
X J 

Y 

Určeme nyní konstantu Z ve vzorci (9), § 42. Položme v (10), § 42 
t = a a přejděme ke konjugovaným hodnotám. Potom dostaneme 
0'(a) = ů(a) + l a»'(a). Dosadíme-li toto do vzorce (9), § 42, dostaneme 
rovnici pro l: 

« i - Í ^ S . (1) 

V prvém problému x > 1 a l je jednoznačně určeno rovnicí (1). 
V třetím problému x = — l a rovnice (1) přejde v rovnici: 

z + r ^ - i S L ( 2 ) 

2 co'(a) ( ' 
Aby mohla být konstanta l v třetím problému určena, je nutné a stačí, 

aby veličina — ^ y byla reálná. Jestliže je tato podmínka splněna, pak 

a imaginární část l zůstává libovolnou. Funkce 0'(t) je určena až na 
sčítanec tvaru i<xco'{ť), kde m je reálná konstanta. 

Je-li určena 0'(t), nalezneme ze vzorců (5) a (6), § 42 0(t) a W(t) 
a lehce se přesvědčíme, že tyto funkce jsou řešením naší úlohy. 
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ů(a) 
Podmínka, že musí být reálná, je ekvivalentní podmínce:1 

Jf1áx+ ftdy = 0. (3) 
L 

Dokažme to. V třetím problému 

H=-\, <7(0 = - ( / ! + iU) 
a rovnice (12), § 42 nabývá tvaru 

ů(r0) + / i ř ( r 0 , T ) ^ ) d f f = l í m - i - f F(r) dT{*' T ) der, 

TO = h + »/,. 

Řešme pomocnou úlohu: Určit analytické funkce R(t) a S(t) s jedno-
značnou R'(t), které nemají singulární body. uvnitř D* a vyhovují na y 
rovnici 

m + 4 4 . ^ + š m = to+^ m . (5> 

FT) (T) * (¿J {CL) 

Upravujeme-li tuto rovnici obdobně jako rovnici (1), § 42, nalez-neme: 

m + ¿ f w ů R , { r ) T{t> T ) d(T = ¿ / w T ( í ' T ) d f f + 

o(o) fl(q) 

iž(í) + - - f d í l W(7) T(t, r ) d = - l f j(r) t(í, t) de -
451 J co (T) 

y y 

4 o/(a.) 2 „ ' (o ) ' 

z co (a) 
1 V problému II rovnice (3) značí, že se hlavní moment vnějších Sil působících na 
hranici L rovná nule. Viz [28a]. 
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Porovnáme-li (8) a (4),. vidíme, že rovnici (8) vyhovuje R'(t) = ů(t). 
Určíme-Ii takto R'(t), nalezneme z rovnic (6) a (7) R(t) a S(t). 

Řešení pomocné úlohy tedy existuje. Označme nyní R(t) = r(z), 
S(t) = s(z), kde z = co(t). Položme dále 

s(z) = ť(z), Re{š r{z) + ř(z)} = w*. 

Rovnice (5) potom nabude tvaru (viz vzorec (2), § 40) 

3w* , . dw* . , .. , 1 ů(a) 
+ 1 "aTT = /i + */« + te <>y 2 co'(a) 

Vynásobme ji di, zintegrujme podél L a na obou stranách nalezené 
rovníce vezměme pouze reálné částí. Potom dostaneme 

fdiv* = hh ds + h dy) —hmíip.) f ( y dx -xdy). 
L L * \ Ctí (a) IJ 

Avšak integrál nalevo se zřejmě rovná nule a druhý integrál napravo 
je dvojnásobná plocha S oblastí D. Odtud 

Mil)-t/ 
a naše tvrzení je dokázáno. 

Všechny úvahy tohoto paragrafu byly učiněny za předpokladu, že 
integrální rovníce (13), § 42 má řešení. Dokažme nyní, že tento před-
poklad je správný, že totiž rovnice je řešitelná, ať je na pravé straně 
cokoliv. 

Na konci § 42 bylo uvedeno, že na rovnicí (13), § 42 lze užít Fredhol-
mpvy alternativy. Stačí tedy dokázat, že příslušná homogenní rovnice 
riaá jediné řešení ů(r) = 0. 

Položme <7(í) = 0. Potom A'(ť) = 0 a rovnice (13), § 42 se stane 
homogenní. Nechť ů0(r) je libovolné její řešení. 

Všimněme si, že při třetím problému (pro x = — 1) bude veličina 

— r e á l n á , neboť podmínka (3) je zřejmě splněna pro + if2 = 0. 

Pomocí známé funkce $0(r) nalezneme příslušné funkce <p0(z) a ip0(z), 
jež řeší prvý nebo třetí problém s nulovými krajovými podmínkami. 
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Užijeme-li věty o jednoznačnosti, lehce zjistíme, že <p'0(z) = 0 v prvém 
problému a <p'0(z) = Ci (C je reálná konstanta) v třetím problému. 
V obou případech vzorce (9) a (10), § 42 dávají &0(z) = 0. Řešitelnost 
integrální rovnice (13), § 42 je tím dokázána. 

Jestliže jsme rozřešili třetí bíharmonícký problém, jsme s to rozřešit 
i druhý problém, t . j. problém theorie pružnosti při daných vnějších 
silách působících na hranicí. Jak to lze učinit, ukážeme níže na pří-
kladech. 

Týmž způsobem se řeší problémy theorie pružnosti i pro případ ne-
konečné oblasti. V § 46 na příkladu ukážeme, jak se změní shora 
uvedená methoda. Zde pouze poznamenáme, že podmínka (3) není 
nutná, jestliže oblast D je neomezená. 

§ 44. Případ jednoduše souvislé oblasti. Ob jasněme, j a k se změní 
integrální rovnice (13), § 42 v případě, že oblast D je jednoduše sou-
vislá. Nechť funkce z = co(t) konformně zobrazuje kruh |í| < 1 na 
oblast D. Položme ještě f = co(r). Potom se Schwarzovo jádro pro kruh 
|ř| < 1, jak známo, rovná 

T{t, r) = (1) 
T t 

Rovnice (5), § 42 nabývá tvaru 

471 J o/(T) 'r — t 4:71 J 'r—t 
Y V 

Všimneme-li si, že na kružnici y der = lehce převedeme poslední 
tT 

rovnici na tvar 

w 2ni J W'(T) r — t 2m J r — t 
Y Y 

kde C' a C" jsou konstanty, rovné 

f í m c 1 0 i r ) d ° -
Y Y 

Připočtěme a odečtěme <o(t) v čitateli integrálu na levé straně rovnice 
(2). Potom dostaneme 
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co(í) f0'( r) d r 
^ t - , * m - * f ^ l - ^ f Z 

2m J o)'(t)(t —ť) 2 ^ J co' 
= G(T) 

2TCÍ J 

Podle vzorce (23), § 41 v 

1 f 0TŤ) dr (F(0) 
) r—t~ ¡7(0) co'(T)* — t w'(r) 2ni J CO'(T 

a rovnice (3) nabude tvaru 

x m + C = A(t) + C". 
2711 J ^ ' ( ^ (T — í) w ' ( 0 ) 

(4) 
Tentokrát jsme označili 

A,« 1 C d T 

^ = Ttií J 
Y 

Zderivujme (4) a položme jako v § 43 

0'(t) = m + h>'(t), 
kde l je určeno rovnicí 

* co'(0)' 
Tak dojdeme k rovnici 

2nix J dt \_co'(r)(r —í)J 
v 

Jestliže v této rovnici chápeme t jako bod hraníce a A'(t) jako hod-
notu této funkce na hranici, pak je to integrální rovníce pro neznámou 
ů(t). Tuto rovnici odvodil N. I. Muschelišvili. 

Všimněme si důležité vlastnosti Muschelišviliho rovnice. Jestliže 
zobrazující funkce co(t) je racionální, pak jádro rovnice (3) je degenero-
vané. Vskutku, nechť co(t) = —nr, kde p(t) a q(t) jsou polynomy. 
Potom 

co(t) —a)(t) _ p(r) q(t) — p(t) g{r) 
r - t (r -t)q(t)q(r) 
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čitatel se rovná nule pro x = t a je proto dělitelný výrazem r — t. 
Podíl je polynom v proměnných t a r . Napíšeme jej ve tvaru 

P{r) Q(t) - p(t) q(r) 
r—t 

Jádro rovnice (3) má nyní tvar 

1 S 

: Íí*ff*(T). 
k=l 

o/(r) a t 
w - m O I = v A / t k \ 
L J Ádt\q(t)j q(r) oů'(r) 

(6) 

a je jasné, že toto jádro je degenerované. Podle toho, co bylo dokázáno 
v § 4, je rovníce (3) řešitelná v uzavřeném tvaru. 

Tak dostáváme větu N. I. Muschelišviliho: Jestliže je kruh zobrazen 
na oblast D racionální funkcí, je základní úloha theorie pružnosti pro 
tuto oblast řešitelná v konečném tvaru. 

§ 45. Oblast mezi dvěma konfokálními elipsami. U v a ž u j m e oblas t 
ohraničenou konfokálními elipsami 

- - + • .. 7 I r = i . aí — c 

při čemž aQ ><a1 (obr. 9). Nechť na hra-
nici oblasti působí vnější síly, jejichž 
rozložení je nám známo. Pro jednodu-
chost předpokládejme, že hlavní vektor 
vnějších sil působících na každou elipsu Obr. 9. 
zvlášť je roven nule. V tom případě 
jsou Goursatovy funkce <p(z) a xp(z) jednoznačné v oblastí (§ 40). 

Integrujeme-li složky vnějších sil podél oblouku, dostaneme hodnoty 
derivací funkcí napětí; jsou při tom určeny až na adítivní konstanty, 
různé na L0 a Lv Zvolme je libovolně na L0; na L1 zůstanou zatím ne-
určeny. Označme /(£) veličinu 

m = i f(xr + íy„) dS. 

Potom Goursatovy funkce splňují na hranici rovnici ^ 

^ \ m na Ln *<£) + tv'iC) + f(0 = + c n a L [ (1) 
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Oblast mezi konfokálními elipsami se zobrazí na mezikruží funkcí 

kde 

Po = — («o + U ~ c2). Qi = — ( a i + V«! — c2). 
O o 

Přitom LQ a přejdou v kružnice 

M = 
resp. 

|í| = Ml (3) 
kde 

eo 
Tyto kružnice označme y0 a yv 

Označme nyní 

í = oi(r), y(a»(ť)) = 0(t), V(a>(t)) = W{t), f(co(t)) = F(t). 
Kromě toho označíme B veličinu rovnou nule na y0 a C na yv Transfor-
muj eme-li proměnné v (1), dostaneme 

Typopi + i . - — 
<P(t) + + )=F(r) + B. (4) 

veoei- 2VeoQi 
Pro kruhové mezikruží je komplexní Greenova funkce známa,1 

totiž 

M(t, r) = - i lgq + ^ + l g ř + I l g T _ l g ( T _ t) -

~ | lg (l - f n " f ) - 1 lg ( l - <Z2" y ) + | l g (1 - 22"-1 ťí) + 

® / QfÍB-l \ 

. . . 

1 Viz na př. [4] a [24]. Ve výraze pro komplexní Greenovu funkci ve [4] je 
chyba. 
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kde oc(r) je třeba určit tak, aby se imaginární část M(t, x) v nějakém 
bodě á mezikruží rovnala nule. 

Z (5) plyne výraz pro Schwarzovo jádro: 

_ " q2n t dx » q2n 1 dx 
t x2 dv ^ x t dv 

n=i 1 q2n— n=1l q2n — 
x t 

» q2^ dř £ q2"-i 1 9Ť 
z i _ 3 2 „ - i ^ s„ -+- z „2„-i tfi d v • y > 

n-1 1 »=1 i ± 
tx 

Poznamenejme, že funkce 

^ ^ n hM 
2 + W = 6 l ( T ) 

je harmonická v mezikruží, rovna nule na vnější kružnici a jednotce na 
kružnici vnitřní; její normální derivace, kterou v souhlase s § 41 ozna-
číme a1(r), je orthogonální ke každé funkci, regulární v mezikruží. 

Vzorec (6) poněkud upravíme. Především 

der = i dr , der = — i dř. 
cv ov 

Oddělme nyní v (6) členy, jež obsahují rozdíl t — r ve jmenovateli. 
Uvažujme prvé sčítance ve třetím a čtvrtém součtu: 

A = — q dx q 1 dx . dx I 1 
1 — qtx 1 ~ ~jT tx2 Hv = iq do" \ 1 — qťx 

W 

Na kružnici y1 x = —, a tedy 

^ iq2 d r / tx 

x(tx—q)J 

x2 der Ir — q2t q\t 
x2 \ _ . I" 1 q2t 1 d r 
— x)J 1 [ r — t + T(T — q2t)\ der' 

Úplně obdobně nalezneme, že na y0, kde x = —, 
qx 
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\ _ ••[• 1 * 

[ r — t r(t — q2r) J da 

Definujme funkci p(t, r) vztahy 
_ — iqH 

p{t, r) = 

Potom 

r ( r — qH) 
it 

r(t—q2r) 

na yx, 

na y0. 
(?) 

Nyní 

A 1 dr dr 

T ( t , r ) = a 1 ( r ) l g t + 1 ( ^ l f p a + p ( t , r ) p a + 

+ + ( 8 ) 

" q2n d r " q2n+1t d ř . » g2" + 1 d ř 
1 „= i« — dg + * ^ 1 — gf2»+iťŤ dá — ^ ř ( í ř — <72n+1) ČHŽ 

Určeme nyní jádro K(t, r). Máme 

Odtud 

3 fg)(r) - co(i) . ] o)'(ž) , . . . . 2 Ť2' dr 

, ( T ^ ) ( e o g l < T - i ) ř 2 ^ a r(T —0(eogifT — J d r 
+ í M ^ - i ) a i ( T ) + a t [ t r ( e o e i T * - i ) r ) \ da + 

a r ( r - o ( e 0 e i t T - i ) i 2 ] a /1 \ 
+ ^ L M e o ^ - l ) — | ^ (-2- ^ - "<*>) + 

• 9 í ( T - < ) ( e 0 g A - i ) Ť 2 r - d r 
^ 8i l t T{Q0QŠ* - 1) [ ¿ J T(T - dff " r 

. » g2" d r . " q-n + 1t d ř . » q2n + 1 d ř i ) 
do + * „f i 1 - ?2n+ ^ ~ * n=i ť(íť - qin + dtrj( 
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* Jř(ť T)dff = - í - r — T-í- r rdT + 
2ni PTÍQOQ^2 — 1) 

i 1 (r — 0 ( g n g A — i) ť2 

+ i í ž - i =i r; ai(r) d (T + 
4TI Í2 tíQOQ^2 — 1) 

+ 4nTt [ t r(QoeiŤ2-l) V{t' T ) J d T + 

1 3 ["(T — Oteog^T — l)ř2~| 8 / I 
+

 4:71 3í [ í r(g
o e i

í
2

 — 1) J 3 ^ 2
 l g T 

1 3 í ( r - ž ) ( g o e i í r - l ) i 2 r - g « f d r 
471 dty ir(eoQ^-l) [ ¿x t(T-3

2«Í) 
. « g2» d r . » q2n + 1t d ř _ . » g2"+ 1 d ř I] 

Rozviňme r) v Laurentovu řadu vzhledem k t. Ponecháme-li 
v této řadě pouze konečný počet členů, nahradíme přibližně jádro 
K(t, r) degenerovaným. Tím najdeme přibližné řešení naší úlohy. 

Nedostatek místa nám nedovoluje podrobněji se zastavit u tohoto 
přibližného řešení. Poznamenejme pouze, že řešíme-li integrální rovnici, 
dostaneme <ř'(í) ve tvaru Laurentovy řady (konečné, jestliže jádro (9) 
bylo nahrazeno degenerovaným). Konstantu C ve vzorci (1) zvolíme 

nyn í tak, aby ve výrazu &'(t) zmizel člen obsahující Při takové 
Z 

volbě bude &{t) a tedy i <p(z) jednoznačná. Tím bude zajištěna jedno-
značnost posunutí. 

(9) 

$ 46. Vnějšek dvou oválů. V tomto 
paragrafu formulujeme a řešíme 
druhý problém theorie pružnosti Obr. 10. 
pro oblast D, kterou dostaneme 
z roviny odstraněním dvou oválů (obr. 10). 

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že se hlavní vektor vnějších 
sil působících na každé z křivek L1 a L2 rovná nule. Máme určit funkce 
<p(z) a y>(z), regulární vně vyňatých oválů Lx a L2 a vyhovující krajové 
podmínce ( f / n T 

^ ) + c W ) + f(0 = {tf\\\ + c l l L l ( !) 
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O oválech L x a L z učiníme předpoklad sloužící k zjednodušení řešení 
naší úlohy. 

Rovina, rozdělená řezy (— b, — a) a (a, b) na reálné ose, se zobra-
zuje na kruhovém mezikruží 

í í < \ t \ < y q 

pomocí funkce 

Zde jsme položili 

) I V 
D 

— a2)(z2 — 62) . 

1 r dz 

i / d - z2)(l — i2z2) ' 
i 

db 

(2) 

_ 2 xK 
q = e~ , K 

J 1/(1 — Z2)(l —/fc'2z2) 
o 

a k = k' = | / l — k2. Za ovály L1 a X2 zvohme křivky, ve které při 

zobrazení (2) přejdou kružnice |ť| = q ^ a |í| = gj, kde qx je číslo větší 
než q a jemu dostatečně blízké. Funkce (2) zobrazuje oblast D na 
mezikruží 

ti ^ |í| ^ í r * -

Rešíme-li rovnici (2) pro neznámou z, dostaneme 

z = . w(í) = a sn | ^ - l g ř | , 

kde sn je eliptická funkce Jacobího. Položíme-li v (1) £ = a>(ř) a uži-
jeme-li našich obvyklých označení, dostaneme tutéž krajovou pod-
mínku jako v předcházejícím paragrafu: 

1 Viz na př. [24]. Užíváme zde označení expu = eu . 
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yx a y2 značí kružnice | r | = 4 a | r | = q[. Obvyklým způsobem dosta-
neme rovnice 

0(t) + i - j * ) dor = i - J J (T ) r(ť, T) d(T + 
r .r 

+ Ž / T(t> T) (4) 
Yi 

+ i / ^ r ' d a = £ f ¥ ^
 t) d<T+ 

r r 

+ Ž / T) dCT- (5) 

Zde Z1 značí celou hranici mezíkruží. 
Jako v obecném případě rovnice (5) přímo určuje !F(í), jestliže í>'(í) 

je známa, a stačí vyšetřovat pouze rovnici (4). 
Poznamenejme nyní: Protože oblast D je neomezená, funkce z = co(t) 

nabývá uvnitř mezikruží nekonečné hodnoty (a to co(— 1) = oo) a je 
v něm tedy neregulární. Jestliže v rovnici (5) provedeme tytéž úpravy, 
jichž jsme užili v § 42, dojdeme nakonec k rovnici (viz (11), § 42) 

r 
Avšak řešíme-li ji, neřešíme tím naší úlohu. Vskutku určíme-li zě (6) 
hodnoty ů(r) na hranici, pomocí téže rovnice (6) analyticky pokraču-
jeme ů(t) dovnitř mezikruží. Přitom, vzhledem ke sčítanci — co(t) 
v integrandu, bude ů(t) obecně neregulární v mezíkruží a proto ne-
vhodná pro řešení problému z theoríe pružnosti. 

Rovnicí (4) upravíme tak, že v ní položíme t = — l a výsledek 
odečteme od (4). Dostaneme rovnicí: 

0
{ t )

 _ s> ( _ i) + 2 . f [T{t, t ) - T(- 1, r)] W{r) do = 
J a> (T) 
r 

F{r)mt,r)-T{-\,x)-\áa [T(t, r ) - T ( - l , r)] d«r. (7) 

r y. 

205 



V čitateli integrandu nalevo odečteme a přičteme co(t). Všimněme si, že 

Í [T(t, r) - T{- 1 , T ) ] S der = 0 . (8) 
4:71 J co (r) 

0'(t) 
Funkce —^-f- je regulární v mezikruží a podle vzorce (23), § 41 

co (t) 

t m J r j = i m 

CO'{T)  2 ca'{a) 

Tato identita je správná pro libovolné t uvnitř mezikruží. Speciálně pro 
t= — 1 

I f n - l . z j š d a ^ f f i . 
fl>'(T) 2 to'(o) 

Odečteme-li toto od předcházející rovnice, dostaneme rovnici (8). 
Rovnice (7) nabývá nyní tvaru: 

0{t) - 0 ( - 1) + ± f ft)(TlZ_ft)(<) [T(t, t ) - T(- 1, T)] 0^7) der = 
™ J co'(r) 

r 

= ¿ J " ^ W T O *) - i)] d a + £ c f W' T) T) ] d f f ' 
v« 

V této rovnici je jádro integrálu nalevo regulární v mezikruží. Derivu-
jeme-li podle t, dostaneme: 

r 

= F(t) T) da+rAf m T) (9) 

r . v, 

Schwarzovo jádro T(í, r) pro mezikruží je určeno vzorcem (8), § 45, 
v němž je pouze třeba místo q psát qv 

Stejně jako v případě omezené oblasti lze v (9) nalevo zanedbat 
v integrandu člen obsahující funkci 
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Zbývající část jádra označme K(t, r). Tak dojdeme k rovnici pro ne-
známou 0'(t): 

0'(t) + fK(t, r) dff = i - A J " F(r) T(t, T) do + 
r 

T ( t > r ) á a > ( 1 0 ) 

Vi 
jejíž jádro jako funkce t je regulární uvnitř r. 

Označme 

A £ F(r)T(t, t) der = ¿(ť). 

r 
Druliý integrál napravo v (10) se vypočte lehce, neboť integrál 

i f 
72 

je analytická funkce uvnitř T, jejíž reálná část se rovná jedné na y2 

a nule na Týmž podmínkám vyhovuje funkce 

igíi ^ 2 
a poslední integrál se od ní může lišit pouze čistě imaginární aditivní 
konstantou: 

A I m T ) d ^ | L + i + ť f l , ( 1 1 ) 

VJ 

Dosaďme toto do (10). Necháme-li í-»- r0, kde r0 je bod na T, dosta-
neme integrální rovnicí 

0'(ro) + fK(R0, T) ̂ ( 7 ) der = A'(r0) + ^ ^ • (12) 

Stejně jako v případě omezené oblasti lze dokázat, že rovnice (12) 
má vždy řešení. Při řešení je třeba zvolit C tak, aby v Laurentově roz-
voji funkce 0'(t) nebyl člen obsahující —-. Potom 0{ť) bude jedno-

t 
značná v mezikruží a naše úloha bude rozřešena. 
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Abychom prakticky řešili rovnici (12), lže rozvinout K(t, i) v Lau-
rentovu řadu a ponechat z ní konečný počet členů. Ve článcích [24] 
a [25] je rovníce (12) řešena v tom případě, kdy jsou q & q í velmi malé, 
takže lze zanedbat vyšší mocniny těchto čísel, než je prvá. V uvede-
ných článcích je funkce /(£) dána výrazem 

m = Í W + n ) C + ( l - n ) t ] , (13) 
kde h a n jsou konstanty. Na tento případ vede úloha o t laku horniny 
na nadloží dvou slojí. 

Naznačme stručně toto řešení. Nebudeme zde provádět podrobné 
výpočty a uvedeme většinou pouze výsledky. Především se dá co(t) 
uvnitř r rozvinout v řadu 

= + <"•<<>• ( 1 4 > 

Dále, klademe-li v (13) £ = co(r), dostaneme 

F(x) = P(1 + n) CO(T) + \h{\ — n) oí{r) 

a ¿(ť) = A ( 1 + » ) _ L J W o ( T ) r ( ř , T ) d a + 

r 

+ Y ( l - n ) ^ J ^ j T ( t , r ) d a - (15) 
r 

- w { ( 1 + n ) / i t ^ * ' t ) d a + (1 ~ n ) / r r ^ - t ) d a [ 
r r 

Funkce co0(t) je regulární uvnitř r a prvé dva integrály v (15) se vy-
počtou přímo na základě vzorců (22) a (23), § 41. Obtížnější je výpočet 
druhých dvou integrálů. Provedeme-lí t y to výpočty a ponecháme-li 
pouze členy s nižšími mocninami, dostaneme výraz pro pravou stra-
nu v (12) 

A\t) + - ^ { [ U + ») í + (1 - » ) ffi] + [(! + »)? + 

+ (1 - n) g j -i - 2[(1 + n)q2 + (1 -n)q\\ (í + + 3[(1 + n) q* + 

2t lgqx 2K 
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+ (1 - n) g?] í2 + 3[(1 + n) q3 + (1 - n) ?f ] - 1 + 

Ponecháme-li v jádře K(t, r) pouze nižší členy, nahradíme (12) 
rovnicí s degenerovaným jádrem: 

, , . J L [ l 2q q\ \ W{r) 
0 <*•> + 4 * ' J Í 7 + T + í ( 7 + i j j j f t d T -

ib f q\ <P'(T) *6 f / 1 1 _ 
4K' J t2(t'+ 1) ^ QT 4/f r0 lg?1 J \r + 1 2 + qX 

V. r 

r « T + r * + q T t« ) r^ť>aa 4Z'r2 J l t(t + 1) 
r 

2 ? 2 ( l - g ) , 2q3 + M i i í l I Í L 
r2(r + 1) ^ t 3 ( t + 1) ^ t 2 t -f- l | čt/(T) 

, ib f qq\ &F) , , »6 f / 4 g 2 ( l - g ) 
^ 4 i ř ' r 2 J r2 ^ + 4Z'r3 J ^ r ( r + 1) 

ys 
4g3 

r2(r + 1) / o)'(T) 4Jř TÍ J T(T + 1) 0,'(X) 
r 

Pro stručnost jsme označili -B(r0) veličinu (16). Z rovnice (17) je 
patrno, že 

<P'(T0) = 5(T.) + + ^ + ^ + ( 1 8 ) 
'0 lo 'o l0 

Dosadíme-li toto do (17) a porovnáme-li koeficienty pří stejných moc-
ninách T0, dostaneme soustavu pěti rovnic s neznámými D0, . . . , Z)4. 
K nim je třeba připojit šestou rovnicí 

^ hnb ., _ .• 

jež vyjadřuje, že &'(t) neobsahuje člen s 
Z 
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Rešíme-li uvedenou soustavu, najdeme 

Z>0 = D2 = Z»3 = Z>4 = 0, 

^ = K1 + ») í + í 1 - ») í J . 

a'6g[(l + n ) g + ( l - » ) g i ] 

• 2a(l+k)qi 

Odtud plyne, že přibližné řešení rovnice (12) zní: 

®'(t) = — U { [ ( 1 + ») í + (1 - n) g j j l + y ) - 2[(1 + n) g2 + 

+ (1 - ») ??](« + y ) + 3[(-l + ») 33 + (1 - n) ??](í2 + - I j J . 

§ 47. O konvergenci postupných aproximací. I n t e g r á l n í rovn ice (13), 
§ 42, jak už jsme uvedli, je ekvivalentní soustavě dvou rovnic Fred-
holmova typu. Abychom sestavili tuto soustavu, položme 

&{z) = p(z) + i q(r), K{z0, T) = R{z0, T) + i S(r0, z), 

— A'(z) = AAr) + i A,(z); — = X. (1) 

/C 
Oddělíme-li nyní v (13), § 42 reálnou a imaginární část, dostaneme 
uvedenou soustavu: 

P(t0) — A f{R(r0, z) p(z) + S{r0, r) g(r)} do- = ^ ( r , , ) , 
(2) 

q(z0) — A /{S(r0> r) p{z) — R{z0, z) q{z)} der = A2(T0). 
Y 

O soustavě (2) dokážeme následující větu.1 

V ě t a 1. Všechna charakteristická čísla soustavy (2) jsou reálná a jejich 
absolutní hodnoty jsou větší než jedna. 

Fredholmova alternativa nám dovoluje nahradit tvrzení vyslovené 
ve větě 1 tvrzením, jež také budeme dokazovat: 

Jestliže X je buď číslo komplexní, nebo číslo reálné, jehož absolutní 
hodnota není větší než jedna, má homogenní soustava 

1 Pro případ jednoduše souvislé oblasti dokázal tuto větu D. I. Šerman [37e]; 
jeho důkaz lze snadno přenést i na případ mnohonásobně souvislé oblasti. 
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P(ro) — A J[R(r0, r) p(r) + S(r0, r) g(r)] der = O, 

q(r0) - X / [5(r„, T) p(r) - iř(r0, T) g(r)] der = O ( 3 ) ' 
y 

pouze triviální řešení p(r) = 0, g(r) = 0. 
Předpokládejme nejdříve, že A je reálné. Potom |A| ^ 1. Vynásobme 

druhou rovnici (3) i a přičtěme k prvé. Označme ještě P(T) + iq(r) = 
= Ů{T). Potom 

Ů(T0) — XJK(X0, r ) ^ ( í ) d < r = 0 . (4 ) ; 
y 

Mohou nastat tyto případy: 

a) 0 < X < 1. Rovnice (2) potom odpovídá prvému biharmonické-

mu problému pro nulová posunutí na hranici a pro koeficient r. = A 
A. 

Podle toho, co bylo dokázáno v § 43, má rovnice (4) a s ní i soustava (3)' 
pouze triviální řešení. 

b) X = — 1. Rovnice (4) odpovídá třetímu biharmonickému pro-
blému s nulovými hodnotami derivací hledané biharmonické funkce na-
hranici a uvedená rovnice má opět pouze triviální řešení. 

c) Jestliže — 1 < X < 0 nebo X = 1, položme X = — X*, ů(r) = 
= i Ů*(T). Rovnice (4), jestliže krátíme i, přejde v 

#*(r„) — X* f K{r0> T) dtr = 0. . (5) 
y 

Zde je buď 0 < X* < 1, nebo X* = — 1. V důsledku a) a b) má rovnice 
(5) pouze triviální řešení ů*(r) = 0. Avšak potom Ů(t) = 0, p(r) = 
= Í ( T ) = 0 . 

Nechť je nyní číslo X komplexní: X = Xx + iX2 a X2 4= 0. Funkce 
P(T) a q[r) vyhovující soustavě (3) budou v tomto případě také obecně 
komplexní. Položme p(T) = px(R) -f i p2(r), q(r) = ga(r) + i q2{r). 
Oddělíme-li v (3) reálnou a imaginární část, dojdeme k soustavě čtyř 
integrálních rovnic: 

PI(TO) — H ¡[RITo. R) Pi(T) + S(T0, T) ^ ( T ) ] der + 
y 

+ X2f [R(r0, T) p2(r) + S(r0, T) g2(r)] do = 0, (6) 
y 

P2(r0) — K /[-R(t0, t ) Pi(t) + S(To> r ) ?i(T)] dff — 
y 
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— Ax /[-R(T0, Z) p2(z) + S(z0, z) qz(r)] dff = O, 
v 

?I(*o) — ¿1 /[£(*<>, Pi(f) — T) ^(T)] der + 
y 

+ / t ) P2M — R(r0, r) ffa(T)] der = O, (6) 
v 

^(To) — h z) ^ ( t ) — R{r0, r) g^r)] do- — 
y 

— / [ £ ( t 0 , t ) p2(r) — i?(r0, r) g2(r)] do- = 0. 
v 

Třetí a čtvrtou rovnici té to soustavy násobme i a přičtěme k prvé 
resp. k druhé rovnici. Zavedeme-li nová označení 

px(r) + i q^r) = ů^z), p2{z) -f i q2{z) = #2(r), 
dostaneme 

^i(To) — K ¡K(z0, R) do + A2 JK(Z0, Z) der = 0, 
^ > * (7) 

— A2 fK(r0, x) dff — Ai jK(Z0, Z) Ů2(Z) do = 0. 
y y 

Vyšetřujme podrobněji soustavu (7). Jádro K(t, z) je regulární 
v oblasti D*; odtud plyne, že funkce ŮJTO) a #2(T0), vyhovující sou-
stavě (7), lze analyticky pokračovat dovnitř D* a že jsou v té to oblasti 
regulární. Avšak v tomto případě jsou orthogonální k funkcím ak(z). 

Přípomeneme-li si vzorec (§ 42) 
1 8 r<a(r) — co(t) .1 a>'(t) » . 

přesvědčíme se o tom, že 

lK(t, z)W)do = ^ f l ^ l Z f Q T{t, r ) ] ^ dff, = 1, 2. 

Dosadíme toto do (7) a t ak to nalezené rovnice, na základě analytic-
kého pokračování, napíšeme pro vnitřní bod t oblasti D*: 

Ut) - ¿ ' f j t T { t , T)J [ A , - A2#¡(7)] dff = o, 
y 

u t ) r(ť, r ) j [A 2^(7) + A ^ ) ] dff = 0. 
v 
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Označme 0x(t) a 02(í) neurčité integrály funkcí ů^ť) a #2(í)- Integrujme 
poslední rovnice vzhledem k t. Zvolíme-li vhodným způsobem libovolné 
konstanty, až na které jsou určeny 0j(í) a 02(ř), dostaneme 

t) - i . f T(ř; t)[Ai 0 ^ ) _a2 0 ^ ) ] dff = o, 

(8) 

0 , ( 0 - ¿ f t ) [ A „ 0 ^ ) + ^ 0 ^ ) ] d<r = 0. 4 7 1 J co'(T) 
" Y 
Poslední rovnice lze zjednodušit. Vskutku podle vzorce (23), § 41 

j _ T) 
J o/(T) 

1 A 1 0 » - A 2 0 » 
2 ' ( ) 

i rx20Í(T) + ©;(T) , , i a 2 0 » + ^ 0 ^ ) / . . T) dg = — l ^ l ^ i v ^ / ^ i 2\ / ̂  ( 1 0 ) 
^ J co'(r) 2 to'(a) 

Y 

Konstanty na pravých stranách v (9) a (10) označme k1 a k2. Nyní lze 
rovnice (8) napsat takto: 

® A t ) - T - í - = T ( t , r)[At ě f c ) - A2 Šj(7)] der + h c o [ t ) = 0 j co ( r ) 
(11) 

Í • = T{t, x) [X2Wr) + KWr)] d* + h«>(t) = 0. 4 7 1 J a>'(r) 
Y 

Předpokládejme, že co(a) = 0. Tím je určena pouze volba počátku 
v rovině t. Definujme nyní nové analytické funkce W^Jt) a ¥^(2) vzorci 

w á t ) ~ i f -!!$)t{t>0í(t) _ a2<9*(t)] d a = 

Y 

TO - ¿ / ^ y T)[A,©í(r) + ^ ( T ) ] da = 0. 

(12) 

Lze přímo ověřit, že funkce 0x(í) + W^ť) a 02(í) + !f2(í) jsou jedno-
značné v D*. Dále z (11) a (12) plyne, že na y jsou splněny rovnice 
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co(r) 
« x ( t ) - - X20'2(r)] + y x ( r ) + co(r) = O, 

co (r) 
a t r ) _ (13) 

&2{r) -=Ll[t20l(r) + + W2(z) + k2 <o{r) = 0. 
co (r) 

O tom se lze okamžitě přesvědčit, aplikujeme-li na každou z rovnic 
v{13) větu 3, § 41. Potom dostaneme rovnici (11) a (12). 

Položme ^ = ^ + ^ ^ . = 1 2 ( u ) 

a zvolme aL a a2 tak, aby v (13) vymizely členy, jež obsahují a>(r). Aby 
tomu tak bylo, musí a1 a a2 vyhovovat soustavě rovnic 

a1 — k1a1+Áiai + k1 = 0, ^ 
cl2 — Ajdi — Aja2 k2 = 0. 

Není obtížné se přesvědčit, že pro 4= 0 je tato soustava řešitelná. 
Vrátíme se opět k proměnné z, kladouce co(t) = z a eo(r) = 

Označme ^ = ^ ^ = ^ • = ^ 2 

Rovnice (13) nyní nabývají tvaru 

9>i(0 - <PÍ(C) - h <p't{Z]\ + rpÁO = 0, 

<p2(C) - C[A2 + ^(C)] + Wi(C) = 0. 

¡Sečteme-li a odečteme-li poslední rovnice, dostaneme: 

<Pi(0 - (h + h) c <PÍ(C)+Wi(C) = — <pM) + 
+ ( A 1 - A 2 ) C v . ; ( í ) - V i ( O > (i6) 

9>i(o - (h - h) í = -
- (¿1 + h) t + 

Hovnice (16) platí na hranici L. 
Zaveďme reálné funkce u\(x, y), v\(x, y), ..., v\(x, y) definované 

v oblastí D relacemi 
u{ + iv{ = ^(z) — + Aa) z ^(z) 4- y i(z), 

«2 + = <Pi(z) — Ui — ¿2) z ^íí2) + Vi(z)> 
+ iv2 = — cp2{z) + — A2) Z y2(z) — y2(z), 

«1 + = ^ (z ) — Ui + ¿2) z <p'2{z) + y>2(z). 
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V tomto označení lze rovnice (16) napsat takto: 

n a l u\ + iv\ = u\ + iv\\ u\ + iv\ = u\ -f- iv\. 

Zaveďme dále označení 

9»iOO = P1 + iq1, <Pi(z) = p2 + iq2. 
Není obtížné se přesvědčit o platnosti rovnic: 

m + a í - 2 Í 1 - A X } — 
a* + ~ 4 1 ^ a* 

dx 

+ 2(1 

2(1 + ^ - ^ 

- 2(1 - ^ + A2) 

2a; 
dví 

dy 
dui 

dx 
du2 

dy 
eví 

dx dy 
df-
dx 

dv\ 
dx 

c x d y dy 
dv% dul 

Ze (17) zřejmě plyne platnost těchto rovnic: 

dq2 

dy' 

(29) 

(18) 

(19) 
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(19) 

L 
Integrály v (19) transformujeme podle Greenova vzorce na dvojné. 

Zaveďme označení: 

/ / ( ¥ ) ' • < " » > - / f { ^ f d x d " - s > - >=2' (20) 

j i? 
Užijeme-li rovnic (18) a Cauchy-Riemannových rovnic pro funkce p} 

a q1, dostaneme z (19): 

(1 + V+ *iMi + (1 — K — - ( 1 + Xx-X2)A12-
- (1 - Xx + X2) B12, 

(1 + Xx-X2)Ax + (1-Xx + X2)Bx = (l + Xx + X2)A12 + 
+ (1 — Xx — X2)Bn, 

(1 + Xx+ X2)A2 + (1 — Xx — X2) B2={1 + Xx-X2)A12 + 
+ (1 - Xx + X2) B12, 

(1 + Xx - X2) A2+( 1 - Xx + X2) B2 = - ( 1 + Xx+ X2) A12-

— (1 — Xx — X2) Bw 
Vyloučíme-li odtud .412 a dostaneme 

2X2(Ax + A2) = 0, 2X2(Bx + B2) = 0. 

Protože čísla A-, B- jsou nezáporná a X2 + 0, je 

Ax = A2 = Bx= B2 = 0. 
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Avšak v takovém případě 
dpl _ dp2 __ dg1 __ dg2 _ 
3a; 3a; 3a; 3a; ' . 

a t6dy <p[{*) = = 0. 
Vrátíme-li se opět k proměnné t, z = co(t), nalezneme, že 

= <Pá(«) ^ o 
cíli 

6>i(í) — co'(í) = 0, 02(t) — a2 co'(t) = 0 . 

Určíme-li odtud čísla ^ a k2 (vzorce (9) a (10)) a dosadíme-li je do 
(15), najdeme ax = a2 = 0, a tedy 0[(t) = 0'2(t) = 0. Uvědomíme-li si 
nyní' Že m = ůÁt) = p, + iq,, 
přesvědčujeme se, že px = p2 = qí = q2 = 0, a soustava (3) má pro 
komplexní A-pouze triviální řešení. Tím je věta 1 úplně dokázána. 

V ě t a 2. Posloupnost postupných aproximací pro rovnici (13), §42 
konverguje. • 

Parametr A v rovnici (13), § 42 je reálný a jeho absolutní hodnota 
není větší než jedna. Uvedená rovnice pro reálná A je ekvivalentní 
soustavě (3), pro kterou body kruhu |A| £ 1 nejsou charakteristické. 
Řešení soustavy (13), § 42 lze v tomto kruhu rozvinout v Taylorovu 
řadu podle mocnin A. To je ekvivalentní tomu, že posloupnost postup-
ných aproximací pro soustavu (3) čili pro rovnici (13), § 42 konverguje. 

Je třeba poznamenat, že užití methody postupných aproximací 
v praxi je ztíženo tím, že je při ní třeba vypočítat veliké množství 
kvadratur. 

K A P I T O L A 3 

z o b e c n ě n y s c h w a r z ů v a l g o r i t m u s 

§ 48. Dirichletův problém pro mnohonásobně souvislé oblasti v ro-
vině. Nechť D je mnohonásobně souvislá rovinná oblast, o níž budeme 
zprvu předpokládat, že je omezená. Stejně jako výše označíme křivky 
hranice L0, Lx, ..., Ln, při čemž L0 bude označovat křivku, omezu-
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