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3. Ř E Š E N É Ú L O H Y 

Úloha 1. Vyšetřte průběh funkce y = \x + 1| + \x — 1| 
a nakreslete její graf. 

Řešení. Funkce je definována pro všechna čísla x. Vi-
díme, že při jejím studiu jsou zvláště významné body 
x = — 1 a x = 1. Pro x = — 1 je totiž + 1| = 0 a pro 
x— 1 je — 11 = 0, takže v těchto bodech výrazy v abso-
lutních hodnotách mění znaménko. Rozdělíme osu x na tři 
části, intervaly (— —1>, <—1, 1>, <1, oo).Funkci 
budeme zkoumat v každém z těchto intervalů zvlášť, neboť 
v těchto intervalech lze funkci vyjádřit bez použití abso-
lutních hodnot. 

a) Nejprve si všimněme intervalu (— oo, — 1 >. Zde platí 
x + l á O a x — 1 < 0 . Je tedy \x + 1 [ = — x — í,\x — 
— 1| = — x + 1. Funkce y má v tomto intervalu tvar 

y = —x — 1 — x + 1 = —2x. 
Grafem dané funkce je tedy v intervalu (— «>, — 1 > polo-
přímka (jejíž počáteční bod je [— 1,2] a leží na ní např. bod 
[—3, 6]), neboť jde o lineární funkci (přímá úměrnost). 

b) Dále uvažujme interval < — 1, 1 >. Zde platí 
* + U 0 , ) c - l á 0 , takže je |x + 1| = x + 1» \x — 
— 1| = —x + 1. Funkce y má tedy v intervalu < —1,1 > 
tvar 

y = x + l - x + l = 2 
a je tedy v tomto intervalu konstantní. Jejím grafem je 
úsečka o krajních bodech [— 1, 2] a [1, 2], 

21 



c) Uvažujme konečně interval < 1, Zde je x + 1 > 0, 
x — 1 ž Oatedy \x + 1| = * + 1, |x - 1| = * - 1. Funk-
ce y nabývá tvaru 

y = .x+l + x—l = 2x. 
V intervalu < 1, «>) je tedy grafem funkce polopřímka 
o počátečním bodu [1, 2]; leží na ní např. bod [3, 6]. 

Tím je zkoumání průběhu funkce ukončeno. Graf je na 
obr. 8. 

Celý vtip řešení spočíval ve správné volbě intervalů tak, 
aby se v nich funkce projevila jako lineární. Tohoto po-
stupu užíváme i ve složitějších případech, kdy vyšetřovaná 
funkce je předepsána nějakým výrazem, obsahujícím 
absolutní hodnoty. Zde volíme intervaly tak, aby se v nich 
dala funkce vyjádřit ve tvaru bez absolutních hodnot, 
tzn., aby v těchto intervalech výrazy v absolutní hodnotě 
neměnily znaménko. Takovým případem se bude také 
zabývat úloha 7. 
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Úloha 2. Vyšetřte průběh funkce / (x) = 8X3 — 2x a na-
kreslete její graf. 

Řešeni. Oborem funkcey = 8X3 — 2x je zřejmě interval 
( — oo, oo). 

Sestavme si nejdříve tabulku některých funkčních hod-
not dané funkce. Protože jde o lichou funkci, stačí vzít 
nezáporné hodnoty proměnné: 

X 0 i 
J 1 3 

"2 2 

/(*) 0 0 6 24 60 

Tabulka je nápadná tím, že funkční hodnoty, které jsme 
vypočetli v intervalu < 1, velmi rychle rostou. Je proto 
přirozené tázat se, zda funkce / je rostoucí v intervalu 
< 1, oo) podle naší definice. Dokažme to! 

Použijeme metody nepřímého důkazu. Budeme před-
pokládat, že funkce / není rostoucí v < 1, oo). Existují tedy 
dvě čísla x l s x2 z tohoto intervalu taková, že xx < x2 a při-
tom neplatí / (xx) < / (x^). Platí tedy / (xx) ž / (x2) čili 

8x1 - 2Xl 2= 8x1 - 2x2. (1) 

Podaří-li se nám dokázat, že tento předpoklad vede k tvrze-
ní očividně nesprávnému, ke sporu, jak říkáme, bude tím 
dokázáno, že / je rostoucí v < 1, oo). 

Z nerovnosti (1) dostáváme postupně ekvivalentní ne-
rovnosti 

8x? — 8x1 S 2xj - 2 x 2 , 

4 (xi - xl) S *! - x2. (2) 

Výraz na levé straně nerovnosti (2) rozložme na součin 
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podle známého vzorce cř — = (a — b) (a2 + ab + ¿2). 
Nerovnost (2) tím přejde v ekvivalentní nerovnost 

4 (xx — Xj) (x? + *i x2 + X2) x2. (3) 

Protože je xx < x2, je x2 — x2 < 0. Z nauky o nerovnostech 
víme, že dělíme-li platnou nerovnost záporným číslem, 
přejde znaménko ^ ve znaménko š . Z nerovnosti (3) 
dostáváme tedy nerovnost 

4 (x? + Xj x2 + x2) S 1 
čili 

X? + *1 * 2 + xl š J . (4) 

Avšak zřejmě xxx2 2 1, x? + X2 i£ 0, takže x? + xx x2 + 
+ X2 ž 1, což je spor s nerovností (4). Je tedy funkce / 
rostoucí v intervalu < 1, 00). 

Jak jsme již poznamenali, je / lichá funkce. Proto mů-
žeme snadno dokázat ještě další tvrzení: Funkce / je 
rostoucí v intervalu (—«>,— 1 >. (To je zřejmé z názoru, 
uvážíme-li, že graf liché funkce je souměrný podle po-
čátku.) 

Jsou-li x15 x2 dvě čísla z (— 00, — 1 >, xx < x2, jsou čísla 
—xx, —x2 zřejmě z intervalu <1, 00) a platí pro ně ne-
rovnost —x2 < —xx. Protože funkce / je v intervalu 
< 1, 00) rostoucí, platí / (—x 2 ) < /(—xx) . Víme však, že 

pro Uchou funkci j e / (—x) = —/(x), takže tuto nerovnost 
můžeme psát ve tvaru — / (x2) < — f (x j ) . To je nerovnost 
ekvivalentní s nerovností f \xj) < / (x 2 ) a tato nerovnost 
podle definice znamená, ž e / roste v (— — 1 >, neboť 
x15 x2 byla libovolně zvolená čísla z tohoto intervalu 
(*i < *2)-

Pojmy, které jsme zavedli v článku 2, nám tedy umož-
nily posoudit charakter grafu funkce i tam, kde jej už 
prakticky nemůžeme nakreslit. Funkce / je asi rostoucí 
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dokonce ve větších intervalech, než jaké jsme uvažovali 
(např. v (—oo, —£>, <£, Přesné stanovení „nej-
větších" intervalů, v nichž funkce roste či klesá, je zpravidla 
obtížné a elementárními prostředky často nemožné. V na-
šem případě však můžeme tyto intervaly uhádnout po-
měrně snadno. 

Víme, že funkce / roste v < 1, <*>). Předpokládejme, že 
roste v nějakém intervalu / , který „obsahuje" interval 
< 1, oo). (Interval / bude tedy < a, «.), kde a < 1.) Pak 
pro každá dvě čísla xu x2 z intervalu / , pro něž je xx < x^ 
musí platit nerovnost 

8xf — 2x1 < 8x1 — 2X2, (5) 
z níž odvodíme 

X21 + xxx2 + xl > - i - (6) 

obdobně jako nerovnost (4) z nerovnosti (1). Protože 
x1 < x2, musí platit také nerovnost 

2 . 2 . 2 1 X2 + X2 + X2 > - r 4 
2 1 

čili x2 > • 2 této nerovnosti plyne odmocněním 

VT 
|x21 > Tuto nerovnost splňují čísla x2 z intervalů 

1/3" ť 3 
(— oo, — ^ r ) , ( i -g, oo). Protože rozdíl mezi čísly xv x2 

může být libovolně malý, dá se očekávat, že pro xx platí 
1/3" 

nerovnost l*^ ž Pokusme se tedy dokázat, že funk-
y j í / y 

ce / roste v intervalech (— oo, — L - >, < L 
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To znamená, že pro libovolná x1} x2 z intervalu např. 

< n> g j pro něž x± < x2, musí platit nerovnost (6), 

VJ 
ekvivalentní s (5). Protože ^ á x1 < x2, je 

, 2 , ri/3-)2 i 

a platí nerovnost (6). Podobně provedeme důkaz i v inter-

valu (— oo, — L >. (v tomto intervalu jsou obě čísla 

x2 záporná, takže součin xxx2 je opět kladný.) 
Vš" V3 

Vypočtěme funkční hodnoty v bodech — 

Dostaneme / ( - 3 ^ ) = 0,38, f ( f j ) = - 0 , 3 8 . Platí tedy 

1/3" 1/3" 
nerovnost /(— > což nás vede k domněnce, že 

1/3" 1/3" je klesající funkce v intervalu < — >. Dokažme o o 
to! 

Máme dokázat, že pro libovolná čísla xly x2 z uvedeného 
intervalu, pro něž je jcj. < x2, platí nerovnost 

8 * ? - 2xx > 8 j c | - 2X2> ( 7 ) 
z níž opět snadno odvodíme ekvivalentní nerovnost 

xí + *i*2 + xl < (8) 

1/3" 1/3" 
Protože xu x2 leží v intervalu < — i—- >, platí ne-

o o 

rovnosti 
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W s |*2| š (9) 
Jestliže aspoň pro jedno z čísel xv x2 platí tato nerovnost 
jako ostrá, potom 

xi + *j*2 + x\ á x\ + 1 + x\ < 3 . | ^ | - j = 

takže platí (8) a tedy i (7). Platí-li v obou nerovnostech (9) 
V3 1/T 

známem rovnosti, musí byt *2 = —i—^, x2 = a pro tyto 
hodnoty proměnné jsme již nerovnost (7) dokázali přímým 
výpočtem. 

VJ 
O funkci / j s m e dokázali, že je v intervalu (— «.,— > 

1/T 1/T 
rostoucí a v intervalu < — > klesající. Podle věty 

6 o 
na str. 14 článku 2 dostáváme, že funkce / má v bodě 

1/3" . w l / t s 
* = — ̂  maximum v mtervalu (— í—r >. 6 v 6 

1/3" 1/T Protože funkce je v intervalu < — L - r > klesající o o 
1/T 

a v intervalu < «>) rostoucí, dostáváme podobně, že 

1/3 
v bodě * = je minimum funkce / v intervalu 

Nyní již můžeme nakreslit graf naší funkce. Protože 
známe polohu nulových bodů, víme, kde graf protíná osu 
*. Je to právě v bodech — J, 0, což jsou všechny kořeny 
rovnice 
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8*» - 2x = 0. 
Abychom nakreslili graf co nejpřesněji, vypočteme ještě 
několik dalších hodnot funkce / : 

X 0 0,1 0,2 VT 
6 0,4 0,5 0,6 

0 - 0 , 1 9 - 0 , 3 4 - 0 , 3 8 - 0 , 2 9 0 0,53 

Graf je symetrický podle počátku (viz obr. 9). 

Obr. 9. 

Úloha 3. Vyšetřte průběh funkce y = — 
yx — 1 

a nakreslete její graf! 

ftešení. Abychom uměli vypočítat funkční hodnotu y, 
musí být jmenovatel různý od nuly, tj. x ^ 1. Dále musí 
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být i ^ O , aby existovala |/x. Jsou tedy oborem funkce 
intervaly < 0, 1), (1, - ) . 

Je zřejmé, že v intervalu < 0, 1) nabývá daná funkce 
záporných hodnot, v intervalu (1, hodnot kladných; 
nemá tedy žádné nulové body, takže její graf neprotíná 
osu x. 

Dokážeme, že vyšetřovaná funkce není ohraničená shora 
ani zdola. Důkaz provedeme nepřímo. 

Předpokládejme, že y á K pro každé * z oboru funkce. 
Protože naše funkce nabývá také kladných hodnot, je 
K> 0. 

Podobně jako v příkladu 6 pokusme se najit x0 tak, že 
příslušná funkční hodnota ya bude větší než K. Protože 

1 
yQ = ~rp — , musí být 

]/XO — 1 

1 
> K 

čili 
l f o - i 

- 1 

i 2 

Zvolme např. x0 = (1 H—«pr-) . Potom 

1 1_ 

= 2K> K, 
což je spor s naším předpokladem, že konstanta K ohrani-
čuje danou funkci shora. 

Podobně ukážeme, že funkce není zdola ohraničená. 
Označíme-li „ohraničující" konstantu opět K, lze předpo-
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1 / i v kládat, že K < — Zvolíme-li x = ^ 1 + j , je 

O < x < 1 a 

y = 1 =2 K <K, 

I / O + ^ T -
protože K je záporné. To je opět spor s předpokladem, že 
K ohraničuje danou funkci zdola. 

Nakonec ukážeme, že vyšetřovaná funkce klesá v inter-
valu < 0,1) i v intervalu (1, 

Uvažujme nejdříve interval < 0, 1). Je-li 0 ě < x2 < 
< 1, je < ]/x2 < 1 a tedy — 1 < ]/x2 — 1. Obě 
strany nerovnosti jsou záporná čísla. Dělíme-li tedy obě 
strany nerovnosti kladným číslem ( — 1) (\Jx2 — 1), 
dostaneme 

1 1 
—= < —z: 5 
Vx2 - i yX l - i 

což podle definice znamená, že daná funkce je klesající 
v intervalu < 0, 1). 

Podobně postupujeme v intervalu (1, «>). Je-li 1 < xr < 
< x2 < oo, je 0 < y*! — 1 < ]/x2 — 1; pro převrá-
cené hodnoty obou posledních čísel platí tedy obrácená 
nerovnost 

1 1 

y ^ - i Wi - i ' 
což opět znamená, že vyšetřovaná funkce je klesající v in-
tervalu (1, oo). 

Funkce je tedy klesající v obou intervalech, z nichž se 
skládá její obor. V celém svém oboru však klesající není. 
Stačí vzít napr. za xí} x2 taková dvě čísla, pro která platí 
0 < xt < 1, 1 < x2. Pak je zřejmě xt < x2. Kdyby byla 
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daná funkce v celém svém oboru klesající, platila by nerov-
nost 

1 > 1 

\x! - 1 l f e - 1 
Tato nerovnost však pro výše zvolená čísla x1} x2 neplatí, 
neboť na levé straně je zřejmě číslo záporné a na pravé 
straně číslo kladné. 

Pro přesnější nakreslení grafu sestavíme ještě tabulku 
funkčních hodnot: 

X 0 i 
4 

4 3 
2 2 

9 
4 4 

- 1 - 2 - 3 4,6 2,5 2 1 
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1 4- x2 

Úloha 4. Vyšetřte průběh funkce /(x) = ^ _ a na-

kreslete její graf! 
Řešení. Oborem vyšetřované funkce je množina reál-

ných čísel s výjimkou čísla x = 1, pro něž je jmenovatel 
zlomku roven nule. 

Pro každé x z oboru funkce je 1 + x2 > 0,(1 — x)2 > 0, 
a tedy také /(x) > 0. Je tedy vyšetřovaná funkce ohraničená 
zdola (např. číslem nula) v celém svém oboru. Naproti 
tomu není daná funkce ohraničená shora; dokázali bychom 
to podobně jako v předešlé úloze. 

Nyní nás bude zajímat, v kterých intervalech funkce / 
roste a v kterých klesá. Na první pohled je těžké tyto inter-
valy uhádnout; budeme proto postupovat obráceně. Před-
pokládejme, že v nějakém intervalu I je funkce / rostoucí. 
Pak pro libovolná dvě čísla x l5 x2 z tohoto intervalu, pro 
něž je xx < x2, musí platit nerovnost 

1 + * ? ^ 1 +xl 
( 1 - x J 2 < (1 - x2)a * 

Protože interval I je částí definičního oboru funkce / , 
nepatří do něj číslo x = 1. Je tedy také xx 1, x2 1 
a naše nerovnost je ekvivalentní s nerovnosti 

(1 + X?) (1 - x2)2 < (1 + x|) (1 - X l) \ 
kterou dále upravíme na ekvivalentní nerovnosti: 

(1 + x?) (1 - 2x2 + x!) < (1 + x f ) (1 - 2xx + xí), 
(1 + x f ) (1 + x f ) - 2x2 (1 + x?) < 

< (1 + x f ) (l + x f ) - 2x1 (1 + x f ) , 
*2 (1 + x f ) > (1 + x f ) , 

x2 (1 - xxx2) > Xj (1 — XjXa). (1) 
Tato nerovnost platí právě tehdy, je-li 1 — xxx2 > 0, neboť 
pak můžeme obě strany nerovnosti dělit tímto číslem 
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a dostaneme nerovnost (stále ekvivalentní s původní) 
x2 > která platí podle našeho předpokladu. Je-li 1 — 
— xxx2 < 0, dostaneme z nerovnosti (1) nerovnost 
x2 < která je ve sporu s naším předpokladem. Je-li 
1 — xlx2 = 0, má (1) tvar 0 > 0, což je opět spor. 

Nerovnost 1 — x1x2 > 0 platí jJro libovolná dvě čísla 
xi> x2 (pro něž je < x2) z intervalu < — 1,1), což snadno 
dokážeme. Je-li bud — 1 á < x2 á 0 nebo 0 S xt < 
< x2 < 1, je 0 á xtx2 < 1, takže 1 — x^2 > 0. Je-li 

< 0 < x2, je xtx2 < 0 a platí dokonce 1 — xix2 > 
Jiný případ už nastat nemůže. 

Pro čísla x2 z intervalu < — 1, 1) je tedy nerovnost (1) 
ekvivalentní s původní nerovností. Obrácením našeho 
postupu plyne tedy z nerovnosti *x < x2 nerovnost 
f(xi) <f(x2). Dokázali jsme, že vyšetřovaná funkce je 
rostoucí v intervalu < — 1, 1). 

Podobně dokážeme, že funkce / je klesající v intervalech 
(— oo, — 1 > a (1, o°). Výchozí nerovnost bude v obou 
těchto případech obrácená než prve (za předpokladu, že 
*i < x2): 

l+xj l+xl 
(1 - Xly (1 - *2)

2 • 

Zcela obdobně jako v prvním případě dostaneme pak ekvi-
valentní nerovnost 

X2 (1 — *1*2) < X1 (1 — XlXi)-
V obou zkoumaných intervalech je xxx2 > 1 čili 1 — 

— x±x2 < 0. Dělením obou stran nerovnosti tímto zápor-
ným číslem dostaneme tedy správnou nerovnost xl < x2. 
Protože náš postup je možno obrátit, dokázali jsme, že 
funkce / je klesajíd v intervalu (— — 1 > i v intervalu 

Tím jsme zároveň našli minimum vyšetřované funkce 
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v intervalu (— <*>, 1). Je jím (podle věty na str. 14 článku 2) 
číslo/(— 1) = Protože pro x > 1 je 

FÍ \ - 1 + *2 ^ L - 2 X + X* _ J _ 
JW (1 - xf > (1 - x)3 ~ l > 2 ' 

je číslo | minimum funkce / v celém jejím oboru. 
K nakreslení grafů funkce / vypočteme ještě některé její 

hodnoty, zejména v blízkosti bodu x = 1. 

* -4 -3 -2 -1 0 1 
2 

3 
4 

5 
4 

3 
2 2 3 4 

17 
25 

10 
16 

5 
9 

1 
2 1 5 25 41 13 5 5 

2 
17 
9 

Graf funkce je na obr. 11. 

-A -3 -2 -1 12 3 4 Obr. 11. 

1 - tg2* 
Úloha 5. Vyšetřete průběh funkce y = —j-

a nakreslete její graf! 
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Řešeni. Stanovíme nejprve obor dané funkce. Funkce 
není definována předně tam, kde není definována funkce 
tg *, a dále tam, kde jmenovatel je roven nule. 

a) Funkce tg x není definována pro x = 90° + k. 180°, 
kde k je libovolné celé číslo. 

b) Je-li * 90° + k. 180°, platí tg2 í ž O , takže 
1 + tg2 x > 0 a jmenovatel vyšetřované funkce je různý 
od nuly (kladný). 

1 — tg2* 
Funkce y = ^ tg2 x

 n e n * tedy definována pouze pro 
x = 90° + k. 180°, kde k je celé číslo. Je-li x 90° + 
+ ¿.180°, platí 

j sin2x 
1 — tg2* cos2* cos2* — sin2* 

y = ^—•—2
5-= ¡-5— = -—5—;—t-z— = cos 2*. 

J 1 + tg2* j srn18* cos2* + sin2* 
cos2* 

Grafem dané funkce je tedy graf funkce y = cos 2* s vý-
jimkou bodů, jejichž první souřadnice je * = 90° + k. 180° 
(k celé číslo). Nulové body funkce jsou body, pro něž 
cos 2* = 0, t j . * = 45° + ¿.90°. 

Grafem funkce cos 2* je kosinusoida, jejíž nulové body 
jsou proti „obyčejné" kosinusoidě dvojnásobně „zhuště-
ny". Graf původně dané funkce je na obr. 12. Body v krouž-
cích do grafu nepatří. 
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Při zkoumáni funkci se často setkáváme s případy, kdy 
se ve vyjádření dané funkce vyskytnou čísla označená pís-
meny, která mohou nabývat různých hodnot. Volba těchto 
čísel (tzv. parametrů) má často značný vliv na průběh 
dané funkce. Vyšetřování tohoto vlivu se říká, jak víte, 
diskuse. 

Úloha 6. Buď dána tzv. kvadratická funkce f(x) = 
= ax2 + bx + c, a =?t 0. Jaké podmínky musí splňovat 
čísla a, by c, aby funkce/ nabývala pro všechna * jen klad-
ných (nebo jen záporných) hodnot? 

Řešeni. Je-li b = 0, umíme již něco říci o chování 
funkce (x) = ax2 + c. Například, je-li a > 0, c > 0, pak 
funkce nabývá jen kladných hodnot. Pokusme se tedy 
napsat funkci / také ve tvaru součtu konstanty a součinu 
čísla a s druhou mocninou nějakého výrazu, obsahujícího 
proměnnou x. Platí: 

/(*) = ax2 + bx + c = ax2 + — x) + c = 

r 2 , b . bi > ^ 62 

= + (1) 

Zkoumejme nyní, jak závisí znaménko hodnoty f(x) na 
b2 

znaménku čísel az.c — — . Budou nás přitom zajímat ty 
případy, kdy znaménko f(x) je pro všechna x stále kladné, 
nebo stále záporné. 

Snadno zjistíme, že je vyloučen případ, kdy a > 0 a 
b2 

c — 0- To je patrné z následující úvahy: Kvadratická 

rovnice ax2 + bx + c = 0 má diskriminant rovný číslu 
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D = b2 — 4ac = -4a (c - (2) 

a je tedy v našem případě zřejmě Z) ž 0. Kvadratická rov-
nice má tedy aspoň jeden reálný kořen xa, pro nějž platí 
/(*o) = 0. Funkce / tedy v tomto případě nenabývá stále 
kladných nebo stále záporných hodnot. 

Stejnou úvahou se čtenář přesvědčí, že je vyloučen i pří-
čí2 

pad, kdy a < 0 a c — ^ ž O . Také v tomto případě exis-
tuje bod x0, pro který je f(x0) = 0. 

Zbývají tedy již jen dva případy: 
bz b2 

1. a > 0, c — -¡—> 0, 2. a < 0, c— - ¡ - < 0 . 4a 4a 
V prvním případě plyne z (1), že funkce / nabývá pro 

všechna x jen kladných hodnot, neboť a (x + -J^)2 0 

a součet nezáporného a kladného čísla je číslo kladné. 
Stejně v druhém případě plyne z (1), že funkce / nabývá 

pro všechna * jen záporných hodnot. 
Protože pro diskriminant D kvadratické rovnice 

ax% + bx + c = 0 
platí vztah (2), je v obou těchto případech D < 0. 

Všechny výsledky můžeme tedy shrnout do závěru: 
Kvadratická funkce f(x) = ax2 + bx + c {a 0) nabý-

vá pro všechna x hodnot se stejným znaménkem (tj. buď 
jen kladných nebo jen záporných) právě tehdy, je-li diskri-
minant kvadratické rovnice ax2 + bx + c = 0 záporný. 
Je-li přitom a > 0, jsou také všechny funkční hodnoty 
kladné. Je-li a < 0, jsou také všechny funkční hodnoty 
záporné. 

Úloha 7. Vyšetřte průběh funkce/(*) = ax2 + |foc2-l|. 
Proveďte diskusi vzhledem k různým hodnotám para-
metrů a, b. 
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Řešení. Podobně jako v úloze 1 se budeme snažit od-
stranit absolutní hodnoty ve vyjádření funkce. Body, 
v nichž dvoj člen v absolutní hodnotě mění znaménko, 
dostaneme řešením rovnice bx2 — 1 = 0. Odtud pijme, že 

x2 = I-. Tato rovnice má reálné kořeny právě tehdy, je-li o 
b > 0. Budeme proto rozeznávat dva případy: 1. b á 0, 
2. b > 0. 

1. Je-li b á 0, je bx2 — 1 < 0 pro každé číslo x. Je tedy 
|bx2 — 11 = 1 — bx2, f(x) = (a — b):c2 + 1 pro všechna x. 

Nyní musíme vyšetřovat ještě tři různé případy podle 
hodnoty parametru a. Je-li a ^ b, je grafem funkce / para-
bola, symetrická podle osy y, s vrcholem v bodě [0, 1]. 
Je-li a > b, je parabola „otevřena" směrem kladné poloosy 
/>• (obr. 13 a), je-li a < b, je parabola „otevřena" směrem 

záporné poloosy y (obr. 13/9). Je-li a = b, je f(x) = 1 pro 
všechna x a grafem je rovnoběžka s osou x, procházející 
např. bodem [0, 1] (obr. 13y). 
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0 

Obr. 13y. 

2. Budiž nyní b > 0. Výraz v absolutní hodnotě je ne-

kladný, tj. bx2 - 1 ž 0, jestliže x2 á^-či l i |*| S Je-li 

x2 S je bx2 — 1 > 0. Z toho plyne závěr: 

f(x) = (a + b)x2 — 1 pro * z intervalů 

~ > ~ Y B < Y R 
/(*) = (a — ¿)*2 + 1 P r o x z intervalu 

J _ J _ 

Je jasné, že graf bude záviset na znaménku výrazů a + b, 
a — b. Protože b je kladné, je a — b < a + b. Musíme 
tedy rozeznávat následující případy: 
a + b < 0 a + b = 0 a + b > 0 a + b > 0 a + 6 > a 
a — b< 0 a — b < 0 a — b < 0 a — b= 0 a — b> 0 
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Vzhledem k tomu, že platí —b<b, můžeme tyto podmín-
ky zapsat jednodušeji: 
a < —b; a = ——b < a < b; a = b\ a> b 
(obr. 13.5-0). 

Podle různých hodnot parametrů a, b máme tedy celkem 
osm podstatně různých případů.*) Grafy všech těchto 
funkcí jsou na obr. 13. 

b CL Úloha 8. Dokažte, že funkce y = 1 ¡-j kde x — a x — b 
0 < a < b, je klesající v intervalech (— <®, a), (a, b), 
(b, ~) . 

*) Mohli bychom ještě rozeznávat jisté podskupiny v případě 
b > 0, —b<a<b podle toho, zda a > 0, a = 0 nebo a < 0. Pak 
průsečíky parabol leží nad osou x, na ni nebo pod ni. 
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Řešení. Uvažujme nejprve interval (— a). Máme 
dokázat, že pro libovolná xu x2, pro něž je Xy < x2 < a, 
platí 
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*x — a xx — b x2 — a x2 — b 
Z nerovnosti (1) dostáváme ekvivalentní nerovnosti 

b b a a 
x1 — a xa —a x2 — b xx — b ' 

b(xa - Xj) —a(x8 -
fv _ _ AS- W (*i - a) (x2 - a) (xx - (x2 - b)' 

Protože je xx < x2, je x2 — x2 > 0 a nerovnost (2) můžeme 
dělit číslem x2 — xx. Dostaneme 

b —a . . 
TřTrZ. C3) (Xj - a) (x2 - a) (Xi - b) (x2 - b)' 

Protože platí xx < x2 < a < b, jsou oba jmenovatele 
kladná čísla, takže na levé straně nerovnosti (3) je kladné 
číslo a na pravé straně záporné číslo. Nerovnost (3) tedy 
platí. Protože nerovnosti (1), (2), (3) jsou ekvivalentní, platí 
i nerovnost (1), což jsme měli dokázat. 

Uvažujme nyní interval (a, b). Máme dokázat, že pro 
x l5 x2, pro něž a < xx < x2 < b, platí nerovnost (1). 

Zjistili jsme však, že nerovnost (1) je ekvivalentní s ne-
rovností (3). Protože x2 > a, x2 > a, xx < b, x2 < b, jsou 
oba jmenovatele kladná čísla, takže nerovnost (3) a tedy 
i nerovnost (1) platí stejně jako v prvním případě. 

Uvažujme konečně interval (b, °o). Máme opět dokázat, 
že platí (1), tj. že platí (3) pro b < xx < x2. Protože je 
b < x15 b < x2 a tím spíše a < x15 a < x2, jsou opět oba 
jmenovatele kladná čísla, takže nerovnost (3) a tedy i (1) 
platí. 

Funkce je tedy klesající v každém z intervalů (— a), 
(a, b), (b, =°). (Viz obr. 14.) 

ťJloha 9. Dokažte, že funkce /(x) = 1 2 + 2 ) je 
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minimum! 

Řešení. Daná funkce je definována pro všechna reálná 
čísla s výjimkou nuly. Jsou tedy jejím oborem intervaly 
( - 0 ) a (0 , oo). 

Dokážeme, že funkce / je ohraničená zdola. Jmenovatel 

zlomku ^ ^ je pro x ^ 0 vždy kladný. Je-li x > — 2, 

je i čitatel kladný, takže f(x) > 0. Jestliže platí * á —2, 
platí také 

„ 12 (x + 2) 12 24 12 12 

Pro x > —2 (a ovšem x ^ 0) je funkce / ohraničena 
zdola nulou, pro * á — 2 číslem —6. Pro každé x z oboru 
funkce platí tedy f(x) ž —6 (platí dokonce ostrá nerovnost). 
Podle definice je tedy funkce / ohraničená zdola. 

Důkaz tvrzení, že funkce / není ohraničená shora, pro-
vedeme nepřímo. Předpokládejme, že pro libovolné číslo x 
z oboru funkce platí fix) á K, kde K je dané číslo. Nechť 
K je kladné číslo, což můžeme předpokládat, aniž náš 
důkaz ztratí na obecnosti. 
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Pro libovolnou hodnotu proměnné * z oboru funkce / 
platí 

. . . 12 . 24 12 

neboť pro * =*= 0 je *2 > 0. Z této nerovnosti však plyne, 

že / ( 4 f ) > 12ÍT, neboť číslo ~ patří zajisté do oboru funkce K. A 
/ . To je však ve sporu s předpokladem, že funkce/ je shora 
ohraničená číslem K. 

Nyní zbývá hlavní úkol: Najít m i n i m u m funkce/. Před-
pokládejme, že m i n i m u m existuje a označme je m. Protože 
pro x < —2 je /(*) < 0, je zřejmě také m < 0. Protože m 
je minimem, platí 

12 (* + 2) 
• — ^ 2= m (1) 

x2 
pro všechna čísla x 0. Protože x 0, můžeme nerovnost 
(1) zapsat ve tvaru 

12 (x + 2) £ mx2 

čili 
-mx2 + 12* + 24 ^ 0. . (2) 

Všimněme si kvadratické rovnice 
-mx2 + 12* + 24 = 0. (3) 

Má-li platit nerovnost (2), nesmí mít tato rovnice dva různé 
reálné kořeny. Kdyby totiž měla reálné kořeny *15 *2 a pla-
tilo by např. *x < *2, platila by v intervalu (*13 *2) opačná 
nerovnost 

- m x 2 + 12* + 24 < 0. (4) 
O tom se snadno přesvědčíme, uvážíme-li, že mnohočlen 
na levé straně rovnice lze psát ve tvaru součinu 

—m (* — Xj) (* — *2). 
Je-li * číslo z intervalu (*l5 *2), je * — xx > 0, * — *2 < 0 . 
Protože — m > 0, platí nerovnost (4). 
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Kdyby rovnice (3) neměla reálné kořeny, pak by platila 
nerovnost (2) dokonce jako ostrá (srov. úlohu 6). Potom by 
však číslo m nebylo minimem funkce / , neboť pro žádnou 
hodnotu proměnné * by nebylo /(*) = m. Tato rovnost 
nastane totiž právě tehdy, platí-li pro x rovnost (3). 

Zbývá nám tedy případ, kdy rovnice (3) má jediný reál-
ný kořen x0 (který bude zřejmě různý od nuly). Pak sku-
tečně bude platit nerovnost (2) pro všechna * 0, neboť 
levou stranu této nerovnosti můžeme napsat ve tvaru 
—m (* — Xo)2. Pro kořen x0 (a jen pro něj) bude platit 
rovnost, a tedy f(xa) = m. Protože nerovnost (1) platí 
(pro x =jt 0) právě tehdy, platí-li nerovnost (2), bude m 
minimum funkce / . 

Diskriminant rovnice (3) je D = 144 + 96m. Má-li rov-
3 

nice (3) jediný kořen, je D = 0 a tedy m = — Kořen 

rovnice (3) je potom x0 = —4. Dokázali jsme tedy, že 
3 

m i n i m u m funkce / je m = — y. Funkce je nabývá v bodě Z 
* = - 4 . 

Úloha 10. Stanovte maximum a m i n i m u m funkce 
x 

f(x) = 1 + 2 (cos 2x + cos x + 2cos2 v intervalu 

< 0°, 360° > ! Jaké je minimum a maximum této funkce 
v celém jejím oboru a v kterých bodech jich nabývá ? 

Řešení. Upravme nejprve funkci / (definovanou zřejmě 
pro všechna x) podle známých vzorců pro kosinus dvoj-
násobného a polovičního úhlu. Pro každé x platí 

f(x) = 1 + 2 (cos2* - sin2* + cos * + 2 1 + ^ O S 3 C ) = 

= 1 + 2 (cos2* — 1 + cos2* + cos * + 1 + cos *) = 
= 4 cos2* + 4 cos * + 1. 
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Protože |cos x\ S 1 pro libovolné x, je f(x) š 9; přitom je 
/(O) = 9, takže číslo M = 9 je maximem funkce / v inter-
valu < 0°, 360° >. 

Stanovme nyní minimum funkce / v intervalu <0°, 
360° >. Snadno vypočteme, že kvadratická rovnice 

4y2 + 4y + 1 = 0 

má jediný kořen y0 = — j . Platí tedy pro každé číslo y 
4yz + 4y + 1 = 4(y + i)*. 

Položíme-li y = cos x, platí tedy také (pro libovolné x) 
4 c o s 2 j c + 4cos x + 1 = 4 (cos * + 

čili 
/(*) = 4 (cos * + i)2. 

Vyjádříme-li funkci / t ak to , je jasné, že nenabývá zápor-
ných hodnot. Je tedy vždy /(*) S 0. Rovnost nastane např. 
pro x = 120° a také pro x = 240°. Číslo m = 0 je minimem 
funkce / v intervalu < 0°, 360° >. 

Víme konečně, že funkce cos * je periodická s periodou 
360°; to znamená, že cos (x + ¿.360°) = cos x pro libo-
volné celé číslo k. Snadno si ověříme, že také funkce / je 
periodická s periodou 360°. Jinými slovy, funkce / nabývá 
jen takových hodnot, kterých nabývá v intervalu <0°, 
360° >. Platí-li tedy nerovnosti f(x) S 0,/(*) á 9 v inter-
valu < 0°, 360° >, platí pro každé x. Minimální hodnoty 
nabývá / právě pro všechny úhly x tvaru 120° + k.360° 
nebo 240° + ¿.360°. Maximální hodnoty nabývá pro úhly 
¿.360°; k je zde všude libovolné celé číslo. 

Maximem (minimem) funkce / v celém jejím oboru je 
tedy číslo M = 9 (m = 0). 

Úloha 11. Dokažte, že ze všech pravoúhelníků o stej-
ném obvodu má největší obsah čtverec! 

ftešení. Vezměme nějaký pravoúhelník o stranách a, b 
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a předpokládejme pro určitost, že 0 < a < b. Jeho obvod 
je roven číslu o = 2 (a + b). Strany libovolného pravo-
úhelníka se stejným obvodem můžeme vyjádřit ve tvaru 
a + x, b — x, kde 0<a + x,0<b — x, neboť 

2 (a + x + b — x) = 2 {a + b) = o. 
Aby byly splněny podmínky 0 < a + x, 0 < b — x, 

musí platit —a < x <b, což znamená, že x leží v intervalu 
(-a,b). 

Vezměme nyní x z intervalu (—a, b) a příslušný pravo-
úhelník o stranách a + x, b — x. Jeho obsah 

P(x) = (a + x)(b - x) = ab + x(b - á) - x2 

je tedy funkcí proměnné x. Máme dokázat, že funkce P (x) 
nabývá v intervalu (—a, b) maxima tehdy, je-li příslušný 
pravoúhelník čtverec. Potom je a + *0 = b — x0 čili 

b-a 

r, v d / \ ,,(£> — a)2 (b -a)2 , . 
Protože P (xo) = ab + -—^— — - — ^ — m a m e do-

kázat, že pro všechna x z intervalu (—a, b) platí nerovnost 
P(x) á P (x0) čili nerovnost 

Jednoduchými úpravami dostaneme postupně ekvivalentní 
nerovnosti 

- x ( b - a ) + x2, 

( b — a V 

Tato nerovnost je správná, neboť druhá mocnina reálného 
čísla je vždy nezáporná. Rovnost zřejmě nastane pouze pro 
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b — a 
x = —^—' P r 0 x = x°-

Protože všechny nerovnosti byly ekvivalentní, dokázali 
jsme, že platí nerovnost (1). Rovnost nastává pro * = *0 , 
tj. pro čtverec. 

Úloha 12. Sestrojte jednotkovou kružnici k se středem 
v počátku. Buď ABCD čtyřúhelník vepsaný kružnici k 
o vrcholech A, B na ose * a o straně CD = d <2, ležící 
nad osou * (viz obr. 15). Dokažte, že ze všech takových 

čtyřúhelníků (při pevně zvoleném d) má největší obsah ten, 
jenž je symetrický podle osy y. 

Řešení. Čtyřúhelník ABCD rozdělíme poloměry OD 
a OC na tři rovnoramenné trojúhelníky a vypočteme jejich 
obsah. Nechť p je středový úhel, příslušný k tětivě délky d. 

Označme P 1 obsah trojúhelníka OCD. Platí zřejmě 
Px = £ sin /?. Podobně obsah trojúhelníka OAD je P2 = 
= £ sin a. Obsah trojúhelníka OBC označme P3. Platí 
zřejmě y = 180° — (a + /3), P 8 = £ sin y čili P 8 = 
= i sin [180° - (a + /?)] = i sin (a + 0). 
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Obsah P(a) čtyřúhelníka ABCD je pak funkcí promčnné 
a a platí 
P ( a ) = P1 + P2 + Pa = £ sin /3 + £ sin a + £ sin (a + /}). 
Úhel a splňuje nerovnost 0° sš a ^ 180° — /S pro všechny 
polohy tětivy CD. 

Naším úkolem je dokázat, že funkce P (a) nabývá maxi-
ma pro to a, pro které je čtyřúhelník ABCD souměrný 

o 
podle osy y , tj. pro a = y čili pro a = 90° Platí 

P ( 9 0 ° - | ) = i sin p + £ sin (90° - + * sin(90° + 

= Jsin/3 + s i n ( 9 0 ° - | ) = ^ s i n + cos 

Máme dokázat, že platí nerovnost 

P ( a ) < P ( 9 0 ° - | ) (1) 

pro 180°—p, tj. nerovnost 

\ sin P + \ sin a + \ sin (a + P) < \ sin P + cos^. (2) 
A 

Úpravami dospíváme postupně k těmto ekvivalentním ne-
rovnostem: 

sin a + sin (a + p) < 2 cos 

. . a + (OL + P) a — (a + /?) 0 /3 2 sm — cos — ^ -S 2 cos-|, 

s m 2 c o s ( - ? ) = 2 c o 4 
- . 2 a + d p . p 
2 sm — c o s ^ < 2 cos 

Protože 0° < p < 180°, je cos | > 0 a dělením obou 
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stran nerovnosti tímto číslem dostaneme ekvivalentní ne-
rovnost 

s i n ^ ± l < l . (3) 

To je správná nerovnost. Protože nerovnosti (1) a (3) jsou 
ekvivalentní, platí nerovnost (1). Protože 0 ° 5 a < 180°—/S, 

platí 0° < 2 < x
2

+ P < 180° - | < 180°. Rovnost tedy na-
2 ^ i_ Q o 

stane jen pro ^— = 90° čili pro a = 90° — Tvrzení 

úlohy je dokázáno. 

Úloha 13. Zvolte parametr k tak, aby funkce f(x) = 
= —2x2 + 2kx + 1 nabývala v bodě x = 1 maxima! 

Řešení. Ať je k jakékoliv číslo, je funkce / definována 
pro všechna x. Aby funkce nabývala pro x = 1 maxima, 
musí pro libovolné * platit nerovnost f(x) S=/(l). Pro 
x = 1 tato nerovnost zřejmě platí. Předpokládejme tedy 
v dalším, že x ^ 1. 

Protože je /(1) = — 2 + 2k + 1 = 2k — 1, musí platit 
—2x2 + 2kx+l<2k-l. 

Odtud dostáváme postupně další ekvivalentní nerovnosti: 
2kx-2k< 2x2 - 2, 
k (x - 1) < x2 - 1, 
k ( x - l ) < ( x - l ) (x + 1). (1) 

Rozeznávejme nyní dva případy. 
a) Je-li x > 1, potom x — 1 > 0. Dělíme-li nerovnost (1) 

číslem x — 1, dostaneme 
k ^ x + 1. (2) 

Protože pro x > 1 je stále x + 1 > 2, plyne z této nerov-
nosti a z nerovnosti (2) nerovnost k < 2. Kdyby bylo totiž 
k > 2, mohli bychom zvolit číslo x0 > 1 tak, že 

2 < x0 + 1 < k. (3) 
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Protože však nerovnost (2) má být splněna pro všechna 
* > 1, je 

k < * o + 1. (4) 
Nerovnosti (3) a (4) si však navzájem odporují. Je tedy 
skutečně 

b) Je-li x < 1, potom x — 1 < 0 . Dělíme-li nerovnost 
(1) číslem * — 1, dostaneme 

k > * + 1. (5) 
Protože pro x < 1 je stále x + 1 < 2, je k ^ 2. Kdyby 
totiž bylo k <2, mohli bychom zvolit x0 < 1 tak, že 

k < x0 + 1 < 2. (6) 
Protože však nerovnost (5) má platit pro všechna x < l , 
platí 

k > *o + 1. (7) 
Nerovnosti (6) a (7) si však navzájem odporují. Je tedy sku-
tečně A > 2 . 

Shrneme-li případy a), b), má platit současně k s i 2 
i k ^ 2, takže musí nutně být k = 2. 

Závěr. Funkce f(x) = —2x2 + 2kx + 1 nabývá maxima 
v bodě x = 1 právě tehdy, je-li k = 2. Potom je 

f(x) = — 2x2 + 4x + 1. 

Úloha 14. Jaké podmínky pro čísla p a q musí platit, 
aby funkce 

_ 2px2 + 2 gx + 3 q _ 
R ) ~ 4x* + 6x + 5 P 

nabývala v celém svém oboru jen kladných hodnot ? 

Řešení. Nejprve musíme stanovit obor funkce/. Funkce 
není definována jen pro ta x, pro která je jmenovatel roven 
nule, tj. pro která platí 

4*2 + 6* + 5 = 0. (1) 
Diskriminant této rovnice je však D = 36 — 80 = —44, 

51 



tedy D < O a rovnice (1) nemá reálné kořeny. Funkce / je 
definována pro všechna x. 

Máme určit podmínku p r o p z q tak, aby pro všechna * 
platila nerovnost f(x) > 0, tj. nerovnost 

čili 
2px2 + 2 gx + 3q 

4xz + 6x + 5 ^ p* w 

Protože kvadratická rovnice (1) nemá reálný kořen, zname-
ná to podle úlohy 6, že čísla y = 4x2 + 6x + 5 mají pro 
všechna x kladné znaménko. 

Obě strany nerovnosti (3) můžeme tedy násobit výrazem 
4x2 + 6x + 5 a dostaneme tak nerovnost 

2px2 + 2qx + 3q> 4px2 + 6px + 5 p. (4) 
Ekvivalentními úpravami dostáváme z nerovnosti (4) ne-
rovnost 

—2px2 + (2q - 6p) x + 3q - 5p > 0. (5) 
Je-li p ^ 0, je nerovnost (5) kvadratická nerovnost. Po-

dle úlohy 6 k tomu, aby tato nerovnost platila pro všechna 
čísla x, je nutné a stačí, aby diskriminant rovnice 

—2px2 + (2q - (>p) x + 3q - 5p = 0 
byl záporný, a aby — 2 p > 0. Diskriminant D = 

= (2 q — 6p)2 + 8p (3 q — 5p), takže musí platit 
(2q - 6/»)2 + 8p (3 q - 5/>) < 0. (7) 

Z nerovnosti (7) dostáváme postupně ekvivalentní nerov-
nosti 

4q2 - 24pq + 36/>2 + 24/>g - 40p2 < 0, 
4q2 - 4p2 < 0, 

q2 <p\ 
Je-li tedy |í |<|/>|, platí nerovnost q2 <p2 a obráceným 
postupem dospějeme k nerovnosti (7). 

Je-li p = 0, zjednoduší se nerovnost (5) na tvar 
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q (2x + 3) > 0. 
3 

Avšak ať je q jakékoliv, neplatí tato nerovnost pro x = — 

kdy jeden z činitelů na levé straně je roven nule. Při p = 0 
nelze tedy vyhovět požadavkům úlohy žádnou volbou 
čísla q. 

Závěr. Aby funkce / byla kladná pro všechna x, musí být 
p záporné a <\p\. Tyto dvě podmínky můžeme stručně 
zapsat jedinou nerovností \q\<—p (přesvědčte se!). 
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