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10. kapitola

NEKTERE STARE A NOVE
PROBLEMY CISELNE TEORIE

JiZ v 1ivodu kapitoly 7 jsme uZili symbolu &(n) k oznaleni
funkce, ktera kazdému pfirozenému ¢islu n pfifazuje pfiro-
zené Cislo udédvajici pocet viech pfirozenych délitela Cisla
n, tj. pocet vSech délitela Cisla # v oboru Cisel pfirozenych.
Symbolu & (n) v uvedeném vyznamu budeme uZivat i v této
kapitole. Mimo né& budeme dile uZivat i symbolu o (n)
k oznaceni funkce, ktera kaZdému pfirozenému &islu n pri-
fazuje Cislo uddvajici souCet vSech pfirozenych délitela
Cisla n. Pfitom znacka o je malé fecké pismeno odpovidajici
naSemu pismenu s; ¢teme ji sigma.

PonévadZ pro kazdého pfirozeného délitele d pfirozeného
¢isla n plati d < n, miZeme koneCnym poctem dé&leni
zjistit vSechna Cisla d, pro néZ plati d | n, a uréit jejich podet
i souCet. Tak napf. pro &islo n = 144 plati ¢ (144) =
=14+2+34+44+6+84+9+12+16+ 18+
+ 24 -+ 36 + 48 4+ 72 4 144 = 403,60 (144) = 15.
Tento zptsob urovani funkcénich hodnot ¢ () a @ (n) je
oviem nékdy velmi pracny, a proto si ukiZeme jinou meto-
du k urcovani ¢ (n) a © (n),a to nejprve na dvou jednodu-
chych &iselnych pfikladech.

Pro &islo 16 = 24 je kazdy pfirozeny délitel &slo tvaru
2=, kde x je takove celé neziporné Cislo, Ze plati 0 < x < 4.
Pfirozen}"mi déliteli ¢isla 16 jsou tedy 2°=1, 2! = 2,
22=4,22=28,24=16.Jetedy@(16) =0 (29 =1+ 4=
=50(l6)=0c(29)=1+214 22 4 28 4 2¢ =
= (26 —1):(2 - 1)=31; (souCet vSech pfirozenych
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déliteld jsme pfitom urdili podle znamého vzorce pro soudet
prvnich » ¢lenti geometrické fady).

Maiame-li urdit vSechny pfirozené délitele ¢islan = 144 =
= 24,32, je tfeba vyhledat vSechna pfirozend {isla tvaru
2¢,3%, kde 0 < x =<4, 0=y <2 Zvolimeli y=0,
dostaneme 5 délitela 2°.3°, 21,30, 22,30, 23,30, 24,39, pro
y = 1 dostaneme dalSich 5 délitela 2°.31, 2'.31, 22,31
23.31,24 31 3 kone¢né pro y = 2 dostaneme opét 5 délitelu:
20,32, 21, 32,22 32, 23 32 24 32 Snadno usoudime, Ze viech
15 uvedenych délitelt je moZno najit jako scitance viech
soucind, které dostaneme, kdyZ podle znimych pravidel
o nasobeni mnohoclenu mnoho¢lenem znisobime soucet
204 214224 234 24 soultem 3%+ 3!+ 32 Plati

o (20.32) = (204 21 + 22 4 23 4 24)(30 4 31 4 32). (10,1)

UZitim vzorce pro soucet prvnich z ¢lenti geometrické fady

dostaneme
26— 1 33 -1
2—1"3—-1"°

0(20.3%) = (10,2)

Nyni jiZ snadno vypolteme o (24.32%) = 31.13 = 403,
Ponévad? v souéinu (10,1) md prvni Cinitel 1 +4 =5
sCitanci a druhy 1 + 2 = 3 s¢itance, plyne odtud pro
celkovy pocet pfirozenych délitelta

6(20.3) = (1+4) (1 + 2) = 15.

Nyni si ji% sami procviite naznaCeny zpiisob vyhleddni
viech pfirozenych déliteld daného &isla 7 i uréeni soudtu
a poctu vSech jeho pfirozenych déliteld i v takovych pfipa-
dech, kdy kanonicky rozklad daného ¢isla n v prvocinitele
Je soudinem tfi nebo i vice mocnin riznych prvoCisel,
JejichZ mocnitelé jsou C&isla pfirozend. Zobecnénim uvah
Ize dojit k vysledkim, které struén& naznacime.
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Zname-li kanonicky rozklad pfirozeného ¢&isla n ve tvaru

ry T, Ty
3

i
n=7p P coe Ds s (10,3)

kde pys Pos Pas - - -» Ps jsouriiznd prvocislaar, vy, 7y, .. .5 175
isla pfirozend, pak je moZno zjistit tyto vlastnosti Cisla n:
I. KaZdy pfirozeny dé&litel Cisla n» m4 tvar
X, Xy X Xy

P1 P2 Ps ..., kde mocnitelé jsou takova celd ne-
zdporna {isla, Ze x; S v Xy S 1 Xy STy .. X = 1
Vsechny tyto pfirozené délitele miZeme najit jako sCitance
souttu, ktery dostaneme po provedeném vynasobenf mnoho-
¢lend ve vyrazu

(0 1 2 rl]
cm=\p+p+p+...+p).

o 1 2 rs
-(P2+P1+P2+ +P2)---

(0 1 2 rs
Ps+Ps+P:+---+P:]- (10,4)

I1. Pro soucet vSech pfirozenych déliteli Cisla n plati

r+1 ry + 1
_ P —1 p -1
a (n) S R pu R
s+ 1
p —1
AT (10,5)

Soudinve tvaru(10,5) se oviem rovn4 soucinu (10,4)z néhoZ
plyne po dpravé s pouZitim vzorce pro soucet prvnich »n
Clenti geometrické fady. Vypolet o (n) podle vzorce (10,5)
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je oviem vyhodny pfi v&tsich exponentech ry, £y, 73, . .5 753
pfi menSich hodnotéch ry, r,, . . ., r, stali vzorec (10,4).
III. Pro polet pfirozenych déliteld &isla #» plati vzorec

Om)y=(r+ D+ 1)... e+ 1. (10,6)

Piiklad 48. Urete soufet i polet pfirozenych déliteld
¢isel a = 361, b = 338 800, ¢ = 28.

Ponévad?a = 361 = 192, platic (@) = 1 + 19 4- 19> =
= 381, O (a) = 3. PonévadZ b = 338 800 = 24.5%2.7.11%
plati

22—1 53-1 72—1 11°—1
O=7=7-F—r-ioT uU—1-

— 31.31.8.133 = 1022 504, O (b) =

=@+DR+DA+ 1)@+ 1)=090.

Ponévadz )

c=28=2:7 plati o(c)=(1+ 2+ 2 (1 + 7) = 56,
O =0C+1)A+1)=6.

Cisla a, b, c v ptikladu 48 byla zvolena tak, aby se ukéza-
lo, Ze existuji pfirozend &isla n, pro ktera plati:
a) o (n) <2n, b) 0 (n) > 2n, ¢) o (n) = 2n. Je snadné do-
kdzat véty T,e a Ty

T,y Existuje nekoneiné mnoho ptirozenych &isel m, pro néz
plari o (n) < 2n.

T,y Existuje nekoneéné mnoho ptirozenych Cisel n, pro néz
plati o (n) > 2n. )
Takova pfirozend &isla n, pro né% plati o (n) = 2n, jsou
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vzicnd a byla jiz ve starovéku nazyvana é&isla dokonald.
K {&islim tohoto druhu patfi napt. &islo 6, pro které plati
g(6)=14+2+4+346=12= 2.6, a ¢islo 28, pro které
platioc (28) =1+2+4+ 7+ 14 4 28 = 56 = 2.28.
Dosud nevime, zda pocet takovych &fsel je koneny nebo
zda jich je nekone¢né mnoho.

Jiz v Euklidové dile Ziklady najdeme pozoruhodnou
uvahu o ¢islech dokonalych, v niZ je téZ uvedena postatu-
jicf podminka k tomu, aby sudé Cislo bylo &islem dokona-
lym. O dva tisice let pozdéji ukizal L. Euler, ¢ Euklidem
vyslovena posta¢ujici podminka je zirovenn podminkou
nutnou. Lze tedy dokdzat, Ze plati ndsledujici véta.

Tso K tomu, aby sudé &islo bylo islem dokonalym, je nutné
a stai, aby bylo &islem rvaru 27-1 (2" — 1) a aby zdro-
veri Cislo 2" — 1 bylo prvoéislem. Jinak feCeno: Sudé
&Gislo je Eislem dokonalym prdvé tehdy, kdyZ je Eislem
tvaru 271 (27 — 1), v ném# &nitel 20 — 1 je prvodislo.

Z této véty plyne, Ze znime pravé tolik sudych dokona-

Iych &isel, kolik zndme prvolisel tvaru 2" — 1. Do konce

roku 1963 bylo nalezeno 23 prvodisel tvaru 2" — 1, a to pro

n=2,3,5,17,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 617,

1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11 213.

K tomu, aby &islo 2" — 1 bylo prvodislo, je nutné, aby
¢islo n bylo prvocislem. Neni to vSak podminka postalujicf,
jak je zfejmé z pfikladu 21* — 1 = 2047 =_23.89.

Studiem vlastnosti Cisel tvaru 27" — 1 se v 17. stoletd
hodné& zabyval francouzsky matematik a fyzik Marin Mer-
senne (1588 — 1648). Proto se dnes ndzvem {isla Mersen-

nova oznaluji viechna pfirozena ¢isla M, = 2" — 1,kde n

je libovolné Cislo pfirozené; u nékterych autort se timto

nazvem rozuméji ta pfirozena &isla M, = 2r — 1, kde p

je libovolné prvolislo. Jednotn¢ je ovSem chdpan vyznam

ndzvu Mersennova prvodisla, jimZ se oznaCuji viechna pfi-
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Tozena &sla tvaru 2" — 1, kterd jsou prvoéisly. O téchto
Mersennovych prvocislech uvedeme jeSt& nékteré zajima-
vosti.

Mezi &isly M,, = 2* — 1 byla ve starov€ku nalezena jen
Ctyfi prvocisla. Za Zivota Eulerova jich bylo zndmo jiZ osm,
z nichZ nejvétsi M,;, = 23! — 1 = 2 147 483 647 naSel sam
Euler r. 1772. Toto desiticiferné prvocislo zidstalo nejvétsim
zndmym prvocislem aZ do r. 1883, kdy rusky matematik —

"amatér I. M. Pervusin dokdzal, Ze islo Mg = 281 — 1 =

2305843009213693951 je prvocislo. Brzy potom byla nale-
zena dal$i Mersennova prvocisla Mg, a My,,. Roku 1914
dokézal francouzsky matematik Fauquembergue, %e M,
je prvodislo, Toto Cislo zustalo pak nejvétsim zndmym
prvocislem po celou prvni polovinu 20. stoleti.

Od poloviny 20. stoleti zacali matematikové k hleddni
Mersennovych prvocisel uZivat rychle pracujicich samo-
Cinnych elektronickych pocitacich stroji. Dnes je nejv&tsim
zndmym prvoCislem M, = 211212 — ], které md pii
zdpisu v desitkové soustavé 3376 cifer. Toto prvolislo bylo
nalezeno pracovniky vypoctafské laboratofe americké uni-
versity v Illinois; k zjisténi, Ze Cislo M;;,,4 je prvoéislo,
lll}susel elektronicky pocitaci stroj Illiac II pracovat 2 hod.

min,

Pfi zji$téni, zda né&jaké Cislo M, je nebo neni prvoc1slo,
se uziva zvlastni zkousky takového druhu, Ze neni tfeba
hledat rozklad &isla M, v prvoinitele. Tak je moZné, Ze
o Cisle M, o, vime, Ze je Cislem sloZenym, a dokonce vime
i to, Ze je soudinem dvou prvodisel, aviak neznime 24dného
jeho prvoc:1selneho délitele. Uréeni jeho prvoliniteld je
vypolet tak naroény, e nemohl byt dosud proveden ani
za pomoci modernich elektronickych poditacich stroji.

Z uvedenych informaci o prvocisiech Mersennovych je
zfejmé, Ze dnes zname 23 sudych dokonalych ¢isel, z nichz
nejvetsi je 211212 (211213 _ ), keeré md 6751 cifer. Snad
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by vas téZ zajimalo, zda existuji lichd dokonald ¢isla. Na
tuto otdzku neznidme dosud odpovéd, ale i pfitom maZeme
tvrdit, Ze je pravdiva tato véta. Viechna lichd dokonald &isla
jsou vétsi neZ 102 a kazdé z nich je soulinem nefméné Sesti
provoéisel. Tvrzeni o pravdivosti této véty musime oviem
chdpat tak, jak jsme si to vysvétlili v kap. 1. Z hlediska
praxe novodobé matematiky i logiky zlstane tato véta
pravdivd, i kdyby se jednou dokdzalo, 2¢ mnoZina viech
lichych dokonalych ¢isel je prazdna.

Kdybychom si poloZili otdzku, ktera pfirozen4 &isla jsou
v soustavé dvojkové (dyadické) zapsana » jedniCkami, zjistii
bychom, Ze to jsou Cisla M, = 2" — 1 (viz pifklad 19
v kap. 4). MiZeme tedy tvrdit, Ze dnes znime 23 prvodisel,
ktera jsou v soustavé dvojkové zapsina samymi jednickami.
V této souvislosti miZeme si dat otdzku, kterd prvocisla
jsou zapsdna samymi jednic¢kami v soustavé desitkové, tj.
kterd z lisel v posloupnosti 1, 11, 111, 1111, 11 111, ...
jsou prvocisla; n-tym clenem této posloupnosti je

a, = %(10’I — 1). V této posloupnosti najdeme snadno

prvodislo 11. Dikaz o tom, Ze a,4 je téZ prvodislo, podal asi
pfed 40 lety M. Kraitchik; tento dikaz nebyl snadny
a v jednom Kraitchikov& dile zaujima 16 stran. R. 1963
zabyval se otdzkou existence prvocisel v posloupnosti

s n-tym C&lenem a, = —;—(10" — 1) americky matematik

John Brillhart a zjistil, Ze pro # < 109 existuji mezi Cisly
a. jen tfi prvocisla, a to pro n = 2, 19, 23.

R. 1956 poloZil madarsky matematik P. Erdds otdzku, zda
v mnoZiné viech pfirozenych Cisel tvaru 2* — 7 pro n > 3
existuje néjaké prvodislo. Trvalo to nékolik let, neZ se po-
dafilo najit prvni a zatim, také jediné takové prvodislo.
Polsky matematik T. Kulikowski dokdzal, Ze ({islo
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2% — 7 = 549755813881 je prvodislo. Je zjisténo, Ze je to
jediné prvodislo tvaru 2" — 7 pro 3 <n =< 50.

Studium ¢&isel tvaru 2% — 1 tésné souvisi se studiem Cisel
tvaru 2" + 1, jejichz rozklady v prvocinitele pro n < 25
najdete v tabulce 111, Nahlédnutim do ni zjistite mezi t&€mi-
to Cisly prvodisla jen v téch pfipadech, kdy mocnitel n
nabyva t&chto hodnot: 1 =29 2 =21, 4 =22, 8 = 23,
16 = 2% Neni to ndhoda, nebot pro kaZdé &islo n, které
je sloZené a obsahuje aspori jednoho lichého prvodinitele,
je 2" + 1 &islo sloZené (viz vétu T, v kap. 8). K tomu, aby
&slo 27 4+ 1 bylo prvocislem, je tedy nutné, aby platilo
n = 2k kde % je celé neziporné &islo. Tato podminka v§ak
neni postatujici, jak se domnival P. Fermat, ktery r. 1640
vyslovil pfesvédeni, %e viechna &isla F, = 22* 4+ 1 jsou
prvodisla. v

Mezi lisly Fi, ktera se Casto oznacuji ndzvem &isla Fer-
matova, byla a% dosud nalezena jen tato Fermatova prvo-
isla: Fy = 3, F, =5, F, = 17, F, = 257, F, = 65 537.
O disle F; zjistil viak jiZ r, 1732 L. Euler, Ze je Cislem sloZe-
nym, nebot F; = 641.6700417. O ¢&isle F4 dokézal r. 1880
francouzsky matematik- Landry, Ze je islem sloZenym. Od
té doby byla pak objevovdna dal§i Fermatova dCisla Fi,
kterd jsou &isly sloZenymi. JiZ r. 1886 bylo zjiiténo, Ze
Fermatovo ¢&islo F,¢ ma prvoéiselného délitele 5.238 4- 1 =
= 2748779069441. Dikaz toho nelze ovSem provést déle-
nim &fsla Fyq timto délitelem, protoZe Cislo Faq je tak velké,
Ze jeho zépis v desitkové soustavé by mél pfes 13 miliard
cifer a pfi jeho oti§t¥ni normalnim tiskem mél by Fidek
t&chto cifer asi takovou délku jako zemsky rovnik.

VySetfovani Fermatovych &isel F, se podstatné usnad-
nilo, kdy? pfi ném bylo moZno vyuZit rychle pracujicich
samocinnych elektronickych pocitacich stroja. Proto zndme
dnes ji¥ 46 Fermatovych Cisel sloZenych, z nich nejvétii je
Fy45. Zapis tohoto &sla v desitkové soustavé by mél vice
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nez 10%82 cifer, tak¥e nikdy nebude moZno je vypsat.
Nemohli by to udélat ani vSichni obyvatelé celého svita,
i kdyby prici na pofizeni zdpisu vénovali cely sviij Zivot.
A pfesto je moZno dokazat, Ze Cislo F,y; ma nejmensiho
prvociselného délitele 5.21%7 4 1, coZ je prvocislo 587
ciferné.

Nejmensi Fermatovo ¢islo Fi, o némZ nevime, zda je
prvocislo nebo &islo sloZené, je F,,. Rozhodnuti v této
otdzce se v dohledné dobé asi nedotkame, ponévad? pfi
pouZiti dosavadnich metod k vySetfovani Fermatovych
Cisel jde o feSeni problému, které je nirolné nejen Casové,
nybr? i finanéné. Je totiZ propocteno, Ze by moderni elektro-
nicky pocita¢ musil pracovat asi 128 tydna pfi zjiStovani,
zda Cislo F;, je nebo neni prvodislo.

Nezname tedy zatim vice ne? pét Ferfatovych prvoéisel
a dosud nevime, zda bude moZno najit dalsi a zda jich je
koneCny pocet. .

Prvocisla maji dileZity vyznam v riznych oborech ma-
tematiky. Pokud jde o Fermatova prvocisla, lze Fici, Ze
maji vztah nejen k problémim z oboru aritmetiky a algeb-
ry, ale i k problémtm geometrickym, jako je napf. otdzka
konstruovatelnosti pravidelnych mnohoihelnikii pravit-
kem a kruZitkem. Jsou také dokladem pout, kterd spojuji
né&kdy zddnlivé ruznorodé poznatky matematiky.

Cvileni

10,1. DokaZte, Ze pro kaZdé pfirozené &fslo n = pr, kde p
je prvocislo a r Cislo pfirozené, platf o (n) < 2n. Vysledku
uZijte k dikazu véty T,q.
10,2, DokaZte, 2e pro kazdé pfirozené Cislo n = 6k, kde k.
je libovolné Cislo pfirozené, platl o (n) = 2n. Vysledku
uZijte k dikazu véty T,.
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10,3. K tomu, aby ¢islo 2" — 7 bylo prvolislem, je nutné
n = 4k + 3, kde k je Cislo pfirozené. DokaZte toto tvrzeni
a ukaZte, Ze¢ podminka n = 4k + 3 neni postacujici.
10,4. Dokazte, e zdpis ka?dého Fermatova ¢isla Fj, v de-
sitkové soustavé md na poslednim misté Cislici 7, kdyz
k> 1.
10,5, V letech 1962 a 1963 bylo objeveno pét Mersennovych
prvocisel M, pro n = 4253, 4423, 9689, 9941, 11 213. Jsou
to dnes nejvétsi znimd prvocisla. DokaZte, Ze kazdé z té€chto
prvocisel md pfes 1000 cifer pii zdpisu v desitkové soustavé,
zndte-li log 2 = 0,3010300 pfi zaokrouhleni na 7 desetin-
R)Irch mist. Najdéte téZ prvni i posledm 3 cifry v zépise
11213
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