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Vedecký prínos Tibora Neubrunna

1 Beloslav Riečan: Problematika teórie miery

Práce z teórie miery a integrálu patria medzi prvé vedecké články Tibora
Neubrunna. Je to dost’ pochopitel’né, ked’ vezmeme do úvahy, že v r. 1950
vyšla prelomová monografia Paula R. Halmosa Measure theory. Ale už
v r. 1952 vyšiel jej ruský preklad, ktorý nám bol všeobecne dostupný. Stal
sa okrem iného základom prednášky Ladislava Mišíka pre tretiakov na vte-
dajšej Prírodovedeckej fakulte UK v školskom roku 1955/1956. Prof. Mišík
prednášal na Univerzite Komenského ako externista, ked’ kmeňovo pôsobil
na Strojníckej fakulte Slovenskej vysokej školy technickej (SVŠT). Ked’ si
Univerzita Komenského zrušila externistov, premiestnili sme sa na čele s Ti-
borom na SVŠT na v tom čase vzniknuvší Mišíkov seminár z teórie miery.
Tento sa pravidelne konal v knižnici Štefana Schwarza. Zúčastňovali sa ho
popri Tiborovi a šiestich vysokoškolákoch z PFUK aj pracovníci SVŠT na
čele s legendárnou trojicou Ladislav Mišík, Igor Kluvánek, Marko Švec.

1.1 Konštrukcia miery

Konštrukcia miery z objemu je vel’mi populárna, pravdepodobne po Hal-
mosovej expozícii v spomínanej monografii. Objem je tam definovaný ako
nezáporná funkcia na systéme všetkých kompaktných množín. Druhou mo-
tiváciou je systém kompaktných intervalov na reálnej osi. To je problema-
tika zaujímavá tak z hl’adiska vedeckého (napr. teória pravdepodobnosti)
ako aj z hl’adiska didaktického.
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Tibor Neubrunn vo svojej práci [5] zaujal stanovisko abstraktné. Jeho
objem je definovaný na danom systéme podmnožín abstraktného priestoru.
Svoje výsledky prezentoval potom v trochu rozšírenej forme v monogra-
fiách [12, 13, 14].

Daná je teda množina X. Objemom budeme rozumiet’ nezápornú fun-
kciu

λ : E → [0,∞),

kde E je systém podmnožín množiny X uzavretý k zjednoteniam, t.j.

A,B ∈ E =⇒ A ∪B ∈ E ,

a obsahujúci prázdnu množinu ∅. Pritom predpokladáme, že

E ⊂ F =⇒ λ(E) ≤ λ(F ),

λ(E ∪ F ) ≤ λ(E) + λ(F ),

E ∩ F = ∅ =⇒ λ(E ∪ F ) = λ(E) + λ(F ).

V Neubrunnovej teórii je daná dvojica systémov (A,V) podmnožín mno-
žiny X sṕlňajúca nasledujúce podmienky:

(i) ∅ ∈ A ∩ V,

(ii) A1, A2 ∈ A =⇒ A1 ∪A2 ∈ A,

Vn ∈ V (n = 1, 2, . . . ) =⇒ ⋃∞
n=1 Vn ∈ V,

(iii) A ∈ A, V1, V2 ∈ V, A ⊂ V1 ∪ V2,

=⇒ existujú A1, A2 ∈ A, A1 ⊂ V1, A2 ⊂ V2, A = A1 ∪A2,

(iv) A ∈ A, A ⊂ ⋃∞
i=1 Vi, Vi ∈ V (i = 1, 2, . . . )

=⇒ A ⊂ ⋃n
i=1 Vi pre nejaké n,
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(v) A ∈ A, V ∈ V =⇒ V ∩A
′ ∈ V,

(vi) A ∈ A, V ∈ V =⇒ V
′ ∩A ∈ A.

Príkladom takej dvojice je systém A všetkých kompaktných, resp. sys-
tém V všetkých otvorených podmnožín daného Hausdorffovho topologic-
kého priestoru X. Hlavný výsledok článku je nasledujúca veta.

Veta 1.1. Existuje miera µ̄ na σ(A∪V), ktorá je rozšírením objemu λ : A →
R. Pritom platí

• µ̄(F ) = sup{µ(E ∩ F ); E ∈ σ(A)},

• µ je zúžením na σ(A) vonkajšej miery µ�,

• µ�(E) = inf{λ�(V ); E ⊂ V ∈ V},

• λ�(V ) = sup{λ(A); V ⊃ A ∈ A}.

Dôsledok 1.1. Nech X je Hausdorffov topologický priestor, A je systém všet-
kých kompaktných množín, λ je objem na A. Potom µ : σ(A) → R je regu-
lárna Borelova miera.

Pritom regulárnost’ znamená

µ(A) = inf{µ(U); A ⊂ U ∈ V} = sup{µ(C); A ⊃ C ∈ A}.

Regulárnost’ou sa zaoberá aj práca [2]. Tu sa uvažuje miera µ : (X,S) →
[0,∞) a miera ν(f) =

∫

E
fdµ, kde f ≥ 0 a X je topologický priestor.

Veta 1.2. Ak
µ(E) = sup{µ(C); E ⊃ C, C kompaktná},

tak aj
ν(E) = sup{ν(C); E ⊃ C, C kompaktná}.
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Podmienka ν(E) =
∫
E fdµ súvisí s pojmom absolútnej spojitosti miery

ν vzhl’adom na mieru µ (označenie ν << µ), t.j. s implikáciou µ(E) =
0 =⇒ ν(E) = 0). V článku [11] sa využíva pojem (CCC) (countable chain
condition).

Definícia 1.1. Funkcia ν : S → [0,∞] spĺňa podmienku (CCC), ak neexistuje
nespočítatel’ný systém E ⊂ S navzájom disjunktných množín taký, že

ν(E) > 0, E ∈ E .

Veta 1.3. Nech (X,S, µ) je priestor so σ- konečnou mierou µ spĺňajúcou pod-
mienku (CCC). Potom miera ν : S → [0,∞] je absolútne spojitá vzhl’adom na
µ vtedy a len vtedy, ked’ existuje taká meratel’ná funkcia f , že

ν(E) =

∫

E
fdµ

pre všetky E ∈ S.

Veta 1.4. Nech (X,S, µ) je priestor so σ-konečnou mierou. Nech ν : S →
[0,∞] spĺňa podmienku (CCC). Potom ν << µ vtedy a len vtedy, ked’ existuje
taká meratel’ná funkcia f na X, že

ν(E) =

∫

E
fdµ

pre všetky E ∈ S.
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1.2 Ideály

Slovo ideál má svoju symboliku. Ale v našej teórii má aj matematický vý-
znam. Mimochodom, T. Neubrunn ho pôvodne nepoužíval (pozri [7]), ho-
voril o systéme nulových množín.

Definícia 1.2. Nech (X,S) je meratel’ný priestor, N ⊂ S. Systém N nazveme
ideálom, ak

(i) E,F ∈ N =⇒ E ∪ F ∈ N ,

(ii) E ∈ N , F ∈ S, F ⊂ E =⇒ F ∈ N .

Ideál N sa nazýva σ-ideálom, ak platí

(iii) En ∈ N (n = 1, 2, . . . ) =⇒ ⋃∞
n=1En ∈ N .

Aj v tomto všeobecnejšom tvare sa uplatňuje vlastnost’ (CCC). V [7] je
dokázané okrem iného nasledujúce tvrdenie.

Veta 1.5. Nech (X,S) je meratel’ný priestor, M ⊂ S je σ-ideál a systém S\M
neobsahuje nespočítatel’ne vel’a navzájom disjunktných množín, M� ⊂ S je
σ-ideál, ktorý nie je súčast’ou systému M. Potom existuje taká množina A ∈
S \M, že A ∈ M� a

E ⊂ X \A, E ∈ M� =⇒ E ∈ M.

Pravdaže, tvrdenia uvedeného typu sa dajú bezprostredne aplikovat’ na
tvrdenia z teórie miery.

Veta 1.6. Nech (X,S,m) je priestor s úplnou mierou (t.j. E ∈ S, m(E) = 0,
F ⊂ E =⇒ F ∈ S). Nech m� je miera na S, ktorá nie je absolútne spojitá
podl’a m. Potom existuje A ∈ S,m�(A) = 0,m(A) > 0 a

E ⊂ X \A, m�(E) = 0 =⇒ m(E) = 0.
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Je pozoruhodné, že niektoré tvrdenia zo [7] sa dajú použit’ v teórii
P. R. Halmosa a L. J. Savagea aplikujúcej Radonovu-Nikodymovu vetu
v teórii postačujúcich štatistík.

Ďalšie výsledky transformujúce tvrdenia teórie miery do teórie množín
sú v monografiách [12, 13, 14]. Pre jednoduchost’ predpokladajme, že X ∈
S. Vezmime napr. Lebesgueovu vetu, ktorá pracuje s dvoma mierami µ, ν :
S → [0,∞], z ktorých jedna je konečná. Potom existujú také miery ν1, ν2 :
S → [0,∞], že

ν = ν1 + ν2,

pričom ν1 << µ a ν2⊥µ, (t.j. existujú také A,B ∈ S, že X = A ∪ B,
A ∩B = ∅ a µ(E ∩A) = ν2(E ∩B) pre všetky E ∈ S).

Definícia 1.3. Nech M, N ⊂ S sú σ-ideály. Hovoríme, že M, N sú singu-
lárne (píšeme M⊥N ), ak existujú také A, B, že

X = A ∪B, A ∩B = ∅

a
E ∩A ∈ M, E ∩B ∈ N

pre všetky E ∈ S.

Absolútnu spojitost’ mier možno sformulovat’ inklúziou σ-ideálov N ⊂
M. Ak totiž µ, ν sú miery,

N = {A ∈ S; µ(A) = 0},

M = {A ∈ S; ν(A) = 0},

potom ν << µ práve vtedy, ked’ N ⊂ M.
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Veta 1.7. Nech (X,S) je meratel’ný priestor, M,N ⊂ S sú σ-ideály, prǐcom

M\N spĺňa (CCC),

t.j. neobsahuje nespočítatel’ne vel’a navzájom disjunktných prvkov. Potom exis-
tuje taká množina F ∈ M, že pre σ-ideály

N1 = {E ∈ S;E ∩ F ∈ M}, N2 = {E ∈ S;E \ F ∈ M}

platí
N1 ⊂ M, N2⊥M.

Klasickú Lebesgueovu vetu dostaneme pomocou vyššie uvedených vo-
lieb σ-ideálov N , M a definícií

ν1(E) = ν(E ∩ F ), ν2(E) = ν(E \ F ).

1.3 Malé množiny

Myšlienka nahradit’ množiny nulovej miery daným σ-ideálom sa ukázala
byt’ užitočnou, a preto aj populárnou. Ale nezahŕňa onú „ε-ovú vojnu“.
Vieme, že v konvergenčných otázkach potrebujeme vediet’, kedy má nejaká
množina „malú“ mieru, teda kedy je malá.

Definícia 1.4. Nech (X,S) je meratel’ný priestor a (Nn)
∞
n=1 je postupnost’

systémov množín Nn ⊂ S (n = 1, 2, ...). Budeme hovorit’, že (Nn)
∞
n=1 je

systém malých množín na S (stručne malý systém), ak sú splnené nasledujúce
podmienky:

(i) ∅ ∈ Nn pre n = 1, 2, ...,

(ii) pre každé n existuje taká postupnost’ (ki) prirodzených čísel, že
⋃∞

i=1Ei ∈ Nn, ak Ei ∈ Nki pre i = 1, 2, ...,
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(iii) ak E ∈ Nn, F ⊂ E,F ∈ S, tak F ∈ Nn,

(iv) Nn ⊃ Nn+1 pre n = 1, 2, ...,

(v) ak E ∈ Nn, F ∈ ⋂∞
m=1Nm, tak E ∪ F ∈ Nn.

Príklad 1.1. Nech m : S → [0,∞) je miera, Nn = {E ∈ S; m(E) < 1
n}.

Potom (Nn)
∞
n=1 je systém malých množín.

Je príznačné, že Tibor Neubrunn sa zasadil za teóriu systémov malých
množín hned’ po jej vzniku. Jeho obl’úbenou témou bola absolútna spoji-
tost’.

Ak µ, ν sú miery na S, tak ν << µ, ak

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : E ∈ S, µ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε.

Tento pojem možno transformovat’ do malých systémov.

Definícia 1.5. Nech (Nn)
∞
n=1, (Mn)

∞
n=1 sú malé systémy. Píšeme

(Nn)
∞
n=1 <<ε (Mn)

∞
n=1, ak ∀n ∃m : Mm ⊂ Nn.

Príklad 1.2. Nech µ, ν : S → [0,∞) sú miery,

Mn =

{
E ∈ S; µ(E) <

1

n

}
, Nn =

{
E ∈ S; ν(E) <

1

n

}
.

Potom (Nn)
∞
n=1 <<ε (Mn)

∞
n=1 znamená, že

∀n ∃m : µ(E) <
1

m
=⇒ ν(E) <

1

n
.

Inak formulované

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : µ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε.
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Veta 1.8. Nech (Nn)
∞
n=1, (Mn)

∞
n=1 sú malé systémy. Potom

(Nn)
∞
n=1 << (Mn)

∞
n=1 =⇒

∞⋂

n=1

Nn ⊃
∞⋂

n=1

Mn.

Opačná implikácia platí pre tzv. spojitý systém (Nn)
∞
n=1.

Definícia 1.6. Malý systém (Nn)
∞
n=1 je polospojitý zhora, ak

(Bi ∈ S, Bi ↘ B, ∃ io, Bi /∈ Nio) =⇒ B /∈
∞⋂

n=1

Nn.

Pojem spojitého malého systému odpovedá pojmu funkcie polospojitej
zhora:

Bi ↘ B =⇒ µ(Bi) ↘ 0.

A skutočne platí (pozri [9]):

Veta 1.9. Nech (Nn)
∞
n=1, (Mn)

∞
n=1 sú malé systémy na S, prǐcom (Nn)

∞
n=1 je

polospojitý zhora. Potom

(Nn)
∞
n=1 << (Mn)

∞
n=1 ⇐⇒

∞⋂

n=1

Nn ⊃
∞⋂

n=1

Mn.

Videli sme, že zatial’ čo nulové množiny môžu byt’ definované jedno-
značne, pojem množiny „malej“ miery má fuzzy charakter. Je zaujímavé, že
pojem fuzzy množiny a pojem množiny malej miery (opísaný matematicky
tzv. malými systémami) boli zavedené nezávisle na sebe a temer súčasne.
Hoci axiomatické systémy sú v oboch teóriach dost’ rôzne, pojem malého
systému môže byt’ skúmaný z hl’adiska fuzzy množín.
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1.4 Submiery

Submiery sa k nám dostali najprv prostredníctvom prác I. Dobrakova (pozri
[1]). Aj ked’ teóriu submier možno budovat’ na všeobecnejších štruktúrach,
ostaneme v klasickom ponímaní.

Definícia 1.7. Nech S je σ-algebra podmnožín množiny X. Funkcia m : S →
R je submiera, ak spĺňa nasledujúce podmienky:

1. m(∅) = 0,

2. ak A ⊂ ⋃n
i=1Ai, tak m(A) ≤ Σn

i=1m(Ai),

3. ak Ai ↘ ∅, tak limi→∞m(Ai) = 0.

Definícia 1.8. Postupnost’ (Nn)
∞
n=1 a submiera m : S → R sú ekvivalentné,

ak platí

(i) ∀ε > 0 ∃n ∈ N : A ∈ Nn =⇒ m(A) < ε,

(ii) ∀n ∈ N ∃ ε > 0 : m(A) < ε =⇒ A ∈ Nn.

V [15] je dokázané nasledujúce tvrdenie.

Veta 1.10. K l’ubovol’nej submiere m : S → R existuje malý systém (Nn)
∞
n=1

ekvivalentný s tou submierou. A naopak, k l’ubovol’nému malému systému
(Nn)

∞
n=1 existuje submiera m : S → R s ním ekvivalentná.

Logickým vyústením slovenskej školy teórie integrálu je Šipošov integ-
rál ([15, 16, 17]), ktorý skonštruoval Neubrunnov žiak Ján Šipoš. Tento in-
tegrál bol použitý v Kahnemanovej a Tverského ekonomickej koncepcii, za
ktorú bol Kahneman odmenený Nobelovou cenou. Pritom Šipošov integrál
je určitou alternatívou Choquetovho integrálu. Pravdaže, vznikli nezávisle
na sebe a Šipošov integrál má svoje symetrické osobitosti.

Odteraz budeme predpokladat’, že je daný priestor (X,S), kde S je
σ-algebra.
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Definícia 1.9. Funkcia µ : S → R je kapacita, ak

(i) µ(∅) = 0,

(ii) A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B).

Definícia 1.10. Nezáporná funkcia f : X → [0,∞) je integrovatel’ná
v zmysle Choqueta, ak existuje

(C)

∫
fdµ =

∫ ∞

0
µ(f−1[0, t))dt.

A teraz uvedieme Šipošovu konštrukciu. Nech F je konečná množina
reálnych čísel,

F = {bk, bk−1, ..., b1, b0, a0, a1, ..., an},
pričom bk < bk−1 < · · · < b1 < b0 = 0 = a0 < a1 < · · · < an, a nech
f : X → R je meratel’ná funkcia. Nech F je systém všetkých takých mno-
žín F . Položme

SF (f) = Σn
i=1(ai − ai−1)µ(Ai) + Σn

i=1(bi − bi−1)µ(Bi),

kde
Ai = {x ∈ X; f(x) ≥ ai}, i = 0, 1, ..., n,

Bj = {x ∈ X; f(x) ≤ bj}, j = 0, 1, ..., k.

Definícia 1.11. Funkcia f : X → R je integrovatel’ná v zmysle Šipoša, ak
existuje

(S)

∫
fdµ = lim

F∈F
SF (f).

Pravdaže, ak je funkcia f nezáporná, tak je integrovatel’ná v zmysle
Šipoša vtedy a len vtedy, ked’ je integrovatel’ná v zmysle Choqueta.
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