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Uber einige Ergebnisse aus der Theorie
der linearen Differentialtransformationen 2. Ordnung

Von O. BorUvka (Brno)

1. Dieser Vortrag enthilt einen Bericht iiber einige Ergebnisse aus der Trans-
formationstheorie der gewohnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung.
Es geht dabei um Betrachtungen im reellen Gebiet und von globalem Charakter.

Wir betrachten zwei lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Yy’ =4q0)y, (a)
Y"=Q(IY ; (A)
die Funktion ¢ bzw. @ wird in einem offenen Intervall j = (a, b) bzw. J = (4, B)
definiert und als stetig vorausgesetzt. Auch die Fallea, 4 = — 00, b, B= 4 o0

werden zugelassen.

Den Ausgangspunkt der erwahnten Transformationstheorie bildet das folgende
bereits von E. E. KuMMER im Jahre 1834 behandelte Problem:

Zu einer Loésung Y z.B. der Differentialgleichung (A) sollen zwei Funktionen
X(t), w(t) so bestimmt werden, dal die Funktion

y(t) = w(t) Y[X(t)]

eine Losung der anderen Differentialgleichung (a) darstellt.

Es handelt sich also um Transformationen von Losungen der betrachteten
Differentialgleichungen, oder, wie wir es auch kurz ausdriicken, um Transfor-
mationen der beiden Differentialgleichungen ineinander.

Einleitend wollen wir an einige Begriffe aus der Theorie der linearen Differen-
tialgleichungen 2. Ordnung erinnern.

Unter einem Integral z.B. der Differentialgleichung (a) versteht man eine im
ganzen Intervall § definierte und von der identisch verschwindenden Funktion
verschiedene Lésung dieser Differentialgleichung.

Ist u, v ein geordnetes Paar von linear unabhingigen Integralen der Differen-
tialgleichung (a), so versteht man unter einer Phase dieses Paares eine im Inter-
vall j stetige und mit Ausnahme der Nullstellen von v iiberall der Beziehung

u(?)
tg a(t) = W
geniigende Funktion «. Es ist leicht einzusehen, daB es eine abzihlbare Menge
von solchen Phasen gibt, wobei sich die einzelnen Phasen um ganzzahlige Vielfache
der Zahl 7z voneinander unterscheiden. Kiirzer spricht man von einer Phase von
Integralen u, v der Differentialgleichung (a). Jede Phase ist eine stets wachsende
oder stets abnehmende Funktion.

Unter einer Phase der Differentialgleichung (a) versteht man eine Phase von

irgendwelchen linear unabhéngigen Integralen dieser Differentialgleichung.

4.
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Wir wollen nun zu dem KumMERschen Transformationsproblem zuriickkehren.
Die auf seine Losung hinzielenden Uberlegungen fiihren zu den folgenden
nicht-linearen Differentialgleichungen 3. Ordnung:

—{X, 1} + Q(X) X* = q(t), (b)
— {2, T} +q=)2*=Q(T), (B)

wobei die { X, ¢}, {x, T'} die ScawARzschen Ableitungen der Funktionen X,  im
Punkt ¢, T bedeuten, also

1 X't 3 X''¥i) oo LB 3 D)
2 X' 4 X2 @, T} = 2 H(T) 4 #(T)°

Wenn die beiden Gleichungen (a), (A) zusammenfallen, wenn also j = J und
q = @ ist, so fallen auch die beiden Gleichungen (b), (B) in die einzige Gleichung

—{X,t} + ¢(X) X2 = q(t) (b)

{X,¢} —

zZusammen.

Die Analyse der Differentialgleichungen (b), (B) bzw. (b) bildet den eigentlichen
Kern der betrachteten Transformationstheorie.

Zunichst wollen wir die grundlegenden Resultate, die fiir die folgenden Aus-
fithrungen von Bedeutung sind, iibersichtlich anfiihren [1].

1. Jede in einem Teilintervall von j definierte Losung X(f) der Differential-
gleichung (b) ist eine stets wachsende oder stets abnehmende Funktion, so daB} es
zu ihr immer eine inverse Funktion 2(7') gibt. Diese letztere stellt eine Losung
der Differentialgleichung (B) dar.

2. Fiir jede Losung Y von (A) und jede Losung X von (b) stellt die Funktion

Y[X(#)]
y@t) = 1
eine Losung von (a) dar, und gleichzeitig gilt die inverse Beziehung
y(T) = Y= (1)

Y &)

Diese beiden Formeln kénnen durch die einzige Formel

VX @]y =} RIXO] - 7IXE)

VX (D] - y=(T)] = Y&[(T)] - ¥(T)
ersetzt werden.

3. Grundlegend ist das folgende Existenz- und Eindeutigkeitstheorem fiir Lo-
sungen der Differentlalglelchung (b):

Es seien ¢, € , X, (=|= 0), Xy  beliebige Zahlen. Sodann gibt es eine in einem ge-
wissen Intervall ¢ Cj defmlerte und den CaucHyschen Anfangsbedingungen

X(to) = Xo ’ X'(to) = X(') ’ X”(to) = X(’)’ (2)

geniigende ,,breiteste’‘ Losung X der Differentialgleichung (b). Diese Losung ist
in dem Sinn die breiteste, daB jede andere den Anfangsbedingungen (2) geniigende
Losung von (b) eine Teilfunktion von X darstellt.

oder
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4. Die breiteste Losung X ist durch eine Identitit der Form
a(t) = A[X(2)] (3)

bestimmt, wobei « eine beliebige in #, verschwindende Phase der Differential-
gleichung (a) und A4 eine geeignete in X, verschwindende Phase von (A) bedeutet.
Man hat also die folgende explizite Form von X (¢) bzw. z(7):

X(t) = A a(t)], =(T) = o« [A(T)] . (3")

Auf diese Weise erhilt man genau alle breitesten Lésungen von (b) bzw. (B).

2. Nun wollen wir zu dem eigentlichen Problem, iiber das wir in diesem Vortrag
berichten mochten, tibergehen.

Den Ausgangspunkt dazu bildet das oben angefiihrte Existenz- und Eindeutig-
keitstheorem fiir Losungen der Differentialgleichung (b). Das darin erwahnte
Definitionsintervall ¢ der breitesten Losung X braucht keinesfalls mit dem Inter-
vall § zusammenzufallen, und ebenso bedecken die Werte dieser Losung im allge-
meinen das Intervall J nicht ganz. Damit hdngt ersichtlich zusammen, daB sich
die Transformationsformeln (1), (1’) nicht auf ganze Integrale y, Y, sondern nur
auf bestimmte in gewissen Teilintervallen von j, J definierte Losungen der Diffe-
rentialgleichungen (a), (A) beziehen. Diese Bemerkung fiihrt zu dem folgenden
Problem [2]:

Unter welchen Umstinden gibt es Losungen der Differentialgleichung (b), die im
ganzen Intervall § definiert sind und deren Werte das Intervall J genau bedecken ?
Was st die Gesamtheit dieser Losungen Xt Was kann von den Eigenschaften dieser
Funktionen erforscht werden ?

Wir nennen die Losungen X der eben beschriebenen Art vollstindig. Dement-
sprechend bezeichnen wir die nach den Formeln (1), (1’) mittels einer vollstandigen
Losung X der Differentialgleichung (b) bzw. ihrer inversen Funktion z realisierten
Transformationen von Integralen der Differentialgleichungen (a), (A) als voll-
stindig. In diesem Sinn sprechen wir auch von vollstindigen Transformationen
der Differentialgleichungen (a), (A) ineinander.

Durch vollstindige Transformationen werden also Integrale der Differential-
gleichungen (a), (A) in ihrem ganzen Verlauf ineinander iiberfiihrt. Man sieht
leicht, daB jede vollstandige Losung der Differentialgleichung (b) eine topologische
Abbildung des Intervalls j auf das Intervall J darstellt, wobei je zwei zueinander
im bezug auf die Differentialgleichung (a) konjugierte Punkte auf zwei zueinander
konjugierte Punkte im bezug auf die Differentialgleichung (A) abgebildet werden.

Eine erste Idee zur Losung dieses Problems kommt bei der Betrachtung der
Formel (3). In der Tat, es ist leicht einzusehen, dafl die durch diese Gleichung
definierte Losung X der Differentialgleichung (b) genau dann vollstandig ist,
wenn die folgenden Beziehungen bestehen:

lim a(t) = lim A(7), lima(t) = lim A(T)
t—~a+ T—+A+ t—+b— T-+B—
oder
lim «(t) = lim A(T), lim a(t) = lim A(T).
t~a+ T-+B— t—~b— T4+

Diese Idee, deren Durchfithrung eine tiefgreifende Analyse der Eigenschaften
von Phasen der Differentialgleichungen (a), (A) erfordert, fithrt tatsichlich zu
erwiinschten Resultaten.
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Bei der Besprechung dieser Resultate werden wir uns im wesentlichen auf die
sogenannten Differentialgleichungen von endlichen Typen mit konjugierten
Punkten beschrinken.

Die Differentialgleichung (a) wird vom Typus (m) genannt, wobei m eine natiir-
liche Zahl ist, wenn sie Integrale mit m Nullstellen, nicht aber solche mit m - 1
Nullstellen im Intervall j zulaBt.

Der in Betracht kommende Fall ist also der, daB die Differentialgleichungen (a),
(A) Integrale mit nur endlich vielen, aber mindestens zwei Nullstellen in den
Intervallen j, J zulassen.

Die in diesem Fall zur Losung unseres Problems angewandten Methoden sind
jedoch auch fir Differentialgleichungen (a), (A) aller iibrigen Typen anwendbar.

Wir setzen also im folgenden die Differentialgleichung (a) als vom Typus (m)
voraus, wobei m = 2 ist.

In diesem Fall gibt es im Intervall j zwei ausgezeichnete Zahlen a,, b_,, die
auf folgende Weise definiert sind :

Die Zahl a, ist die untere Grenze der Menge aller im Intervall j liegenden
Zahlen, zu denen es wenigstens eine linksseitig konjugierte Zahl gibt. Analog ist
die Zahl b_, die obere Grenze der Menge aller im Intervall j liegenden Zahlen, zu
denen wenigstens eine rechtsseitig konjugierte Zahl existiert.

Man zeigt leicht, daB es zu a; im Intervall j genau m — 2 rechtsseitig konju-
gierte Zahlen gibt. Die Zahl @, und diese m — 2 Zahlen nennen wir die links-
seitigen Grundzahlen der Differentialgleichung (a). Wir wollen dieselben in einer

wachsenden Folge o, < ¢, < . .. < a,,_; anordnen.
Analog gibt es zu b_; im Intervall j genau m — 2 linksseitig konjugierte Zahlen.

Die Zahl b_; und diese m — 2 Zahlen nennen wir die rechissestigen Grundzahlen
der Differentialgleichung (a). Wir ordnen dieselben in abnehmender Folge

b1 >b_os>...>b_mi1-

Unter den links- und rechtsseitigen Grundzahlen a, und b_, bestehen die folgen-
den Beziehungen:

(e <) b—m+1 = a < b—m+2 S ... < b_2 Sapn2e<b_1=an (< b) ’
wobei entweder keines der angefiihrten Gleichheitszeichen gilt oder alle zugleich.

Es sind also zwei Falle zu unterscheiden:

Der erste Fall tritt genau dann ein, wenn die beiden Zahlen a;, b_; nicht zu-
einander konjugiert sind. Sodann sind die links- und rechtsseitigen Grundzahlen
der Differentialgleichung (a) simtlich voneinander verschieden. In diesem Fall
wird die Differentialgleichung (a) als allgemein oder nicht-speziell bezeichnet.

Der zweite Fall tritt dann ein, wenn die Zahlen a,, b_; zueinander konjugiert
sind. Sodann fallen die links- und rechtsseitigen Grundzahlen der Differential-
gleichung (a) zusammen, nach den Formeln: b_,,4+, = a,. In diesem Fall wird die
Differentialgleichung (a) speziell genannt.

Mit diesen Begriffen sind wir im Stande, die Losung des obigen Problems zu
geben. Fir die links- bzw. rechtsseitigen Grundzahlen der Differentialgleichung (a)
wollen wir die Bezeichnung «, und b_, beibehalten ; fiir diejenigen der Differential-
gleichung (A) wenden wir die analoge Bezeichnung 4, und B_, an.
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Die Resultate sind folgende:

Zwei Differentialgleichungen (a), (A) von endlichen Typen mit konjugierten
Punkten kénnen genau dann ineinander vollstindig transformiert werden, wenn
sie beide von demselben Typus und beide allgemein oder beide speziell sind.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gibt es immer wachsende sowie auch ab-
nehmende vollstindige Losungen X der Differentialgleichung (b), die in einem
gegebenen Punkt i, € j einen beliebig gegebenen Anfangswert X, ¢ J annehmen,
vorausgesetzt, dall dieser letztere gewissen Bedingungen entspricht. Insbesondere
hat jede wachsende vollstindige Losung der Differentialgleichung (b) in den
Grundzahlen b_,, a, die Werte B_, bzw. 4,, und jede abnehmende vollstindige
Losung die Werte 4, bzw. B_,.

Die vollstdndigen Losungen der Differentialgleichung (b) sind durch Formeln
der Art (3’) gegeben.

Wenn die Differentialgleichungen (a), (A) allgemein sind, so gibt es genau eine
Schar von oco! wachsenden vollstindigen Losungen der Differentialgleichung (b)
und ebensoviele abnehmende vollstéindige Losungen. Wenn aber die Differential-
gleichungen (a), (A) speziell sind, so gibt es genau eine Schar von co? wachsenden
bzw. abnehmenden vollstindigen Losungen.

Die obigen Resultate kénnen unmittelbar auf vollstindige Transformationen
einer Differentialgleichung (a) in sich angewandt werden. Eine Differentialglei-
chung (a) von einem endlichen Typus mit konjugierten Punkten 138t also stets
vollstindige Transformationen in sich zu. Doch gibt es in diesem Fall etwas

wesentlich Neues: Die vollstindigen Loésungen der Differentialgleichung (b)
bilden stets eine stetige Gruppe (. Je nachdem die Differentialgleichung (a)
allgemein oder speziell ist, hingt die Gruppe & von einem oder von zwei Para-
metern ab.

Hinsichtlich der Eigenschaften der Gruppe & wollen wir einiges nur fiir den
Fall einer allgemeinen Differentialgleichung (a) hervorheben:

Wenn die Differentialgleichung (a) allgemein ist, so stellt & eine einpara-
metrige Gruppe dar. Die wachsenden vollstindigen Losungen der Differential-

gleichung (b) bilden eine Untergruppe A von &, wobei der Index & : Y gleich zwei
ist. Die Faktorgruppe &/ besteht also aus zwei Nebenklassen, von denen eine
die Menge der wachsenden und die andere die Menge der abnehmenden vollstin-

digen Losungen der Differentialgleichung (b) darstellt. Wenn die Integrale der
Differentialgleichung (a) sémtlich beschrankt sind, was natiirlich nur fiir endliche
Intervalle 7 in Frage kommt, so gibt es in Y eine abzéhlbare Untergruppe der Art,

daB jede wachsende vollstindige Losung von (b) durch Elemente dieser Unter-
gruppe mit beliebiger Genauigkeit gleichmaBig approximiert werden kann. Ein
dhnliches Resultat besteht auch fiir abnehmende vollstindige Losungen der
Differentialgleichung (b).

Bei dieser Gelegenheit wollen wir noch einige Worte sagen iiber Transforma-
tionen in sich solcher Differentialgleichungen (a), deren Integrale gegen die End-
punkte des Intervalls j unendlich viele Nullstellen besitzen. Es geht also jetzt um
Differentialgleichungen (a) von einem unendlichen Typus. Uber Transformationen
solcher Differentialgleichungen in sich ist eine umfangreiche Theorie, die im

wesentlichen eine Analyse der Differentialgleichung (b) unter den neuen Voraus-
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setzungen darstellt, aufgestellt worden [3]. Es zeigt sich, daB in diesem Fall die

Gruppe ® der vollstindigen Losungen der Differentialgleichung (b) von drei
Parametern abhingt. Die algebraische Struktur der Gruppe & kann weitgehend
erforscht werden. Insbesondere bilden die wachsenden vollstindigen Losungen

von (b) eine in @ invariante Untergruppe. Dieselbe besitzt ihrerseits ein abzihl-
bares Zentrum, das von den sogenannten Zentraldispersionen erster Art der Diffe-
rentialgleichung (a): . . ., p_a(t), p—1(t), Polt), @1(t), @a(t), ... gebildet wird. Wir
bemerken, da3 der Wert der Funktion ¢_; bzw. ¢, in einem beliebigen Punkt f¢j
durch die y-te zu diesem Punkt linksseitig bzw. rechtsseitig konjugierte Zahl ge-
gebenist (v =1, 2,...; @y(t) = 7).

Im Zusammenhang mit der obigen Transformationstheorie begegnet man zahl-
reichen Problemen, insbesondere auch iiber lineare Differentialgleichungen hoherer
Ordnungen, die vermdge der in dieser Theorie entwickelten Begriffe und Methoden
mit Erfolg gelost werden konnen. Solche Probleme sind insbesondere in den
letzten Jahrgingen des Czech. Math. Journ. betrachtet worden. In dieser Hinsicht
wurden namentlich Fragen nach der Bestimmung aller Differentialgleichungen (a),
deren Integrale gewisse im voraus gegebene Eigenschaften besitzen, behandelt.
Von dieser Art sind z. B. die Resultate iiber Differentialgleichungen (a) eines belie-
big gegebenen Typus [4], ferner iiber solche, deren Integrale #quidistante
Nullstellen besitzen [5], u.a. Speziell wollen wir die Auffindung aller Differential-
gleichungen (a), die Paare von linear unabhéngigen Integralen %, v mit gemein-
samen Nullstellen der Produkte % w’, v v’ zulassen, erwihnen [6]. Die Losung
dieses schwierigen Problems konnte auf Grund élterer Resultate von J. RADON
tiber konvexe Kurven gefunden werden [7].

3. Es sei (unter entsprechenden Annahmen iiber die Funktion ¢) ¢;(¢)
= q(£) + |g(®)[*/2 (Jg(t)|2/2)". Ist y ein Integral der Differentialgleichung (a), so stellt

die Funktion y,(t) = y’(t):/|g(t)| ein solches der Differentialgleichung (a,) dar:
y’ = q,(t) y [1]. Analoges gilt von den entsprechenden Funktionen @(7T'), @;(T),
Y(T), Y,(T) im bezug auf die Differentialgleichung (A;): Y = Q,(T") Y. Wendet
man die obige Theorie auf die Differentialgleichungen (a,), (4) bzw. (a), (A,) oder
(a4), (A,) an, so erhilt man Transformationen der Ableitungen von Losungen der
einen der beiden Differentialgleichungen (a), (A) in Losungen oder deren Ablei-
tungen der anderen. Wir wollen jedoch auf die diesbeziiglichen Betrachtungen
nicht néher eingehen.
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