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UBER DIE ALLGEMEINEN DISPERSIONEN DER LINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 2. ORDNUNG

VON

0. BORUVKA, Brno (CSSR)

Herrn Prof. Octav Mayer zu seinem 70. Geburtstage gewidmet

I. Einleitung

Die Transformationstheorie der linearen Differentialgleichungen
(Diffgen) 2. Ordnung im reellen Gebiet behandelt im Wesentlichen die
zwischen den Losungen der linearen Diffgen 2. Ordnung

(9) ' =4y Y=0(NnY (Q

und denjenigen der nichtlinearen Diffgen 3. Ordnung
Q) —X0+0(X)X2=¢@), —{uT}+9x)*2=0(T) @QQ

bestehenden Bezichungen. Die Symbole ({X,t}, {x, T} bezeichnen die
schwarzschen Ableitungen :

1 xm 3 X2
2 X' 4 X2

Den Kern der Theorie bildet die auf E. EE Kummer (1834) zuriick-
gehende Erkenntnis, dass Losunogen X, x der Diffgen (Qq), (qQ) die

Integrale Y, y der Diffgen (Q), (q) ineinander iiberfiihren, u. zwar im
Sinne der Formeln:

YIX()] Y(T]
T — . Y(D)= .
™) YO=1xer TP e

1x 3 a2
s{x,T}_ -

X, 1) = . .
{X, ) 2 i 42



218 O. BORUVKA 2

Ein wichtiger Abschnitt der Transformationstheorie bezieht sich auf
oszillatorische Diffgen (q), (Q) mit dem Definitionsintervall ( oo, o).
»Oszillatorisch“ soll heissen, dass die Integrale von (q), (Q) in beiden
Richtungen unendlich oftmal verschwinden. In diesem Falle definiert
man im Intervall (— o, o), vermdge linearer Abbildungen der Integral-
rdume r, R der D1ffgen (q), (Q) aufeinander und vermdge geeigneter
Zuordnung von Nullstellen je zwei entsprechender Integrale y€r, YER,
gewisse Funktionen, die sogen. allgemeinen Dispersionen der Diffgen (q),
(Q). Diese sind genau die im Intervall (— o, o) definierten Ldésungen
der Diffgen (Qq), (qQ). Zwischen diesen Losungen und denjenigen der
Diffgen (qq), (QQ) bestehen bemerkenswerte Zusammenhinge, die bei
Einfiihrung einer geeigneten algebraischen Operation, als Struktureigen-
schaften eines algebraischen Systems gedeutet werden kdnnen.

Die vorliegende Arbeit enthilt eine Bearbeitung dieser Erkenntnisse.
Sie bildet einen Beitrag zu den in meinen friiheren Arbeiten tliber die
erwihnte Transformationstheorie erzielten Ergebnisse im Falle oszillato-
rischer Diffgen (q), (Q).1)

II. Vorbereitung

1. Allgemeines. In diesem Kapitel wollen wir die zum Verstindniss
der weiteren Uberlegungen notwendigen Vorkenntnisse zusammenstellen.

Wir betrachten in den folgenden Ausfiihrungen lineare oszillatorische
Diffgen 2. Ordnung vom Jacobischen Typus

(q) y'=q()y

mit stetigen ,Trigern“ ¢(z) in dem Intervall j= (— oo, ).

Es sei (q) eine Diffg dieser Art.

Unter einem Integral der Diffg (q) verstehen wir stets eine im
(ganzen) Intervall j erkldrte Losung von (q). Das Integral y = 0 schliessen
wir von unseren Betrachtungen aus.

Unter einer Basis (u, v) der Diffg (q) verstehen wir eine zweiglie-
drige Folge von (linear) unabhingigen Integralen %, » von (q).

Unter dem Integralraum der Diffg (q) verstehen wir die aus allen
Integralen von (q) bestehende Menge. Unter einer Basis des Integralrau-
mes der Diffg (q) verstehen wir eine Basis dieser Diffg.

2. Phasen. Unter einer ersten Phase einer Basis (u, v) der Diffg (q)
versteht man jede im Intervall ; stetige und daselbst mit Ausnahme der
Nulistellen des Integrals v der Glelchung tga—u:v genugendc Funktion ¢.

Ahnlich definiert man veimoge der Formel tgg = u':9' die zweiten
Phasen B der Basis (u, v). Die im Folgenden in Betracht kommenden
Phasen sind stets die ersten Phasen. Aus diesem Grunde sprechen wir im
Weiteren kiirzer von Phasen anstatt von ersten Phasen.

1) Man vergleiche das Literaturverzeichnis in [1].
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Die Phasen der Basis (u#, v) bilden ein abzdhlbares System, das
sogen. (erste) Phasensystem der Basis (u, v), dessen Elemente sich vonei-
nander um ganzzahlige Vielfache der Zahl n unterscheiden.

Es sei o eine Phase der Basis (, v).

Die Funktion ¢ hat im Intervall j folgende Eigenschaften:

1. o ist von beiden Seiten unbegrenzt; 2, o € C5; 3. o' =£0.
Ferner bestehen im Intervall j die Formeln:

p sin ¢ —_ COSq

wobei e= +1 und w ( wv’' —u'v) die wronskische Determinante der
Basis (u, v) bezeichnet., Die Phase a heisst eigentlich oder wuneigentlich
beziiglich der Basis (%, ?), jenachdem ob ¢ =+ 1 oder ¢ = —1 ist.

Zwischen der Phase ¢ und dem Triger ¢ der Diffg (q) bestehen
an jeder Stelle t€; die Beziehungen:

2 g(t) — —A{a, t} —a'2(t) bzw. g(r) —{tga,1}.

Unter einer Phase der Diffg (q) versteht man eine Phase irgendeiner
Basis von (q). Zu beliebigen Zahlen z,; oy, aj(#0), a, gibt es genau

eine Phase o der Diffg (q) mit den Anfangswerten: ¢ (z) = q,, a' (t)=
=ay, a" () ap ([2D.

Jede im Intervall j erklirte ,Phasenfunktion“ ¢, d. h. eine Funktion
o« mit den obigen Eigenschaften 1.— 3. stellt eine Phase einer Diffg (q),
u. zwar derjenigen mit dem vermoge der Formeln (2) bestimmten Triger
g, dar.

3. Zentraldispersionen von der ersten Art. Unter der Zentraldispersion
(Zldsion) won der ersten Art und mit dem Index » (=0,4+ 1, + 2,...) der
Diffg (q) versteht man die im Intervall j folgendermassen definierte
Funktion ¢,(2):

An jeder Stelle :€; ist der Wert ¢ (2), p_, (¢) der Zldsion ¢, bezw.
p_,(n=1, 2,...) die n-te mit ¢ rechtsseitig bezw. linksseitig konjugierte
Zahl (erster Art). M. a. W.: Betrachtet man ein an der Stelle ¢ ver-
schwindendes Integral y der Diffg (q), so stellt ¢ (z) bezw. ¢_ () die

n-te rechts bezw. links von ¢ liegende Nullstellen von y. ¢, () bezeichnet
die Funktion z.
Insbesondere heisst die Funktion ¢, die Fundamentaldispersion won

er ersten Art der Diffg (q); sie wird kiirzer mit ¢ bezeichnet.

Neben den oben erklirten Zldsionen von der ersten Art gibt es
Zldsion von der 2., 3., 4. Art der Diffg (q). Die im Folgenden in Be-
tracht kommenden Zldsionen sind stets Zldsionen von der ersten Art.
Aus diesem Grunde sprechen wir im Weiteren kiirzer von Zldsionen der
Diffg (q) anstatt von Zldsionen von der ersten Art.
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Es sei ¢, (v =0, + 1, + 2,...) eine beliebige Zldsion der Diffg (q).
Die Funktion ¢, hat im Intervall ; folgende Eigenschaften:

1, ‘Pv(t)>999—1(t)3 2. 9906033 3. (P;(t)>05

4. lim ¢ () = — o, lim ¢ () — co.
tH>—w o)
Die zu ¢ inverse Funktion @;'féllt mit ¢_, zusammen,
Jede Phase o der Diffg (q) steht im Intervall j mit der Zldsion ¢
in folgender (sogenannter abelscher) Beziehung:

(3) agp,(t)=a(t) + vn sgn a'.

4. Die schwarzsche Ableitung. Wir betrachten im Intervall j beliebige
Funktionen X, Y€ C;, deren Ableitungen X', Y’ stets von Null ver-
schieden sind: X' =£0£Y

Wir erinnern an die f olgenden Eigenschaften der schwarzschen
Ableitungen:

1. Die schwarzsche Ableitung der zusammengesetzten Funktion
X (Y(2)) (kirzer: XY) erfiillt an jeder St:lle t¢; die Formel:

(4) (XY, i} ={X, Y(0)} Y'2(2) + {Y, 2).

2. Die schwarzschen Ableitungen {X, ¢}, {Y, ¢} fallen im Intervall j
dann und nur dann zusammen, also: {X, ¢} ={Y,t), wenn die Funktionen
X, Y miteinander projektiv zusammenhingen:

(5) (1) = ciy X (t) + ¢z,

b
¢ X (2) + ¢
T€J5 €115 Cr2s €215 C2p = Konst.

II1. Lineare Abbildungen der Integralrdume der Diffgen (q) (Q)
au fetnander

5. Einleitung. Wir betrachten zwei oszillatorische Diffgen (q), (Q)
im Intervall j = (— o, @). 7, R seien ihre Integralriume, (v,v), (U,
beliebige Basen von 7, R und w, W die wronskischen Determinanten
dieser Basen.

Jedes Integral y€r von (q) hat in bezug auf die -Basis (u, v) be-
stimmte konstante Koordinaten ¢;, ¢;: ¥ = ¢; % + ¢, v, und dasselbe gilt
von jedem Integral YER von (Q): Y = C, U + C, V. Umgekehrt gehort
zu jeder zweigliedrigen Folge von Konstanten ¢, ¢, bezw. C;, C, genau
ein Integral y€r von (q) bezw. genau ein Integral Y€ R von (Q) mit den
Koordinaten ¢, ¢, bezw. C;, C,.
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Wir definieren nun eine lineare Abbildung (kurz: . Abg) p des
Integralraumes » auf den Integralraum R so, dass wir jedem Integral

y&r von (q),
Yy Au + ﬂv ’

das mit denselben Konstanten 2, u gebildete Integral YER von (Q)

zuordnen:
Y=12U+ 7’ V.

Das Bild Y von yin der 1. Abg.p bezeichnen wir py, also: Y=py;
gelegentlich schreiben wir auch y — Y (p), kiirzer: y— Y. Die Basen
(u,v), (U, V) nennen wir die erste bezw. zweite Basis der I. Abg. p. Of-
fenbar haben wir: u— U, v— V (p). Wir sagen, die 1. Abg. p sei durch
die Basen (%, v), (U, V) (m dieser Anordnung) bestimmt; dies driicken
wir auch so aus: p =[u— U, v— V]. Die Zahl w: W heisst die Charak-
teristik der 1. Abg p; Bezelchnung 1D

Die 1. Abg. p ist auch durch eine beliebige erste Basis (7, v) und
die zweite Basis (pu, pv) bestimmt, also: p = [u — pu, v — pv]. Die wron-
skischen Determinanten der Basen (u, v), (pu, pv) unterscheiden sich von
w, W durch dieselbe von Null verschiedene multiplikative Konstante ;
wir sehen: die Charakteristik der 1. Abg p hingt von der Wahl ihrer
Basen nicht ab.

In der 1. Abg p werden zwei voneinander unabhingige Integrale
der Diffg (q) auf ebensolche Integrale von (Q) abgebildet. Die Bilder
von zwei voneinander abhingigen Integralen der Diffg (q) sind vonein-
ander abhingig und unterscheiden sich voneinander durch dieselbe mul-
tiplikative Konstante wie ihre Urbilder.

Von zwei 1. Abgen des Integralraumes r auf den Integralraum R
sagen wir, sie haben denselben oder den entgegengesetzten Charakter,
jenachdem ob ihre Charakteristiken dasselbe Vorzeichen haben oder nicht.

Es sei ¢+ 0 eine beliebige Zahl. Die durchdie Basen (%, v), (cU, ¢V)
bestimmte 1. Abg bezeichnen wir mit c¢p, also: ¢p=[u—cU, c—cV].
Diese 1. Abg bildet jedes Integral y€r von (q) auf das Integral c. py€ R,
also auf ein von py abhingiges Integral von (Q) ab. Wir sagen, die 1.
Abg cp sei lincar abhingig, kirzer: abhdingig, von p; gelegentlich nennen
wir sie eine Abdnderung won p. Die Charakteristik von cp ist (1:¢2). (w: W),
also: ycp = (1:¢2) yp. Folglich haben die 1. Abgen p und ¢p denselben
Charakter. Die Nullstellen der Bilder jedes Integrals y€r von(q)in den
1. Abgen p und c¢p sind offenbar dieselben.

6. Neben der 1. Abg p wollen wir nun eine 1. Abg P des Inte-

gralraumes R von (Q) auf den Integralraum R einer weiteren Diffg (Q)
betrachten.

Fiir die erste Basis von P diitfen wir (U, V) wihlen; die zweite sei
(U,V):P=[U->U, V> V]. Mit W bezeichnen wir die wronskische De-

terminante von (U, V). Wir haben also: y P = W: W. Wir zeigen:
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Die zusammengesetzte Abbildung P = Pp des Integralraumes r auf

den Integralraum R ist die 1. Abg P=[u— U, v—V]. Ihre Charakte-
ristik ist das Produkt von y4 P, yp, also:

(6) xPp‘—xP. 1D

In der Tat, es sei y€r ein beliebiges Integral von (q) und ferner
Y = py, Y— PY. Sodann bestehen die mit geeigneten Konstanten 1, u ge-

bildeten Beziehungen:
y=du+u, Y=2U+uV, Y=2U+ 4V,

und aus ihnen folgt der erste Teil unserer Behauptung. Die Charakte-

ristik P ist offenbar w: W ( (w: W) (W: W)), womit auch der zweite
Teil bewiesen ist.

Die zu der 1. Abg p inverse Abbildung p-! des Integralraumes R
auf den Integralraum r ist die 1. Abg p—! = [U—>u, V—v]. Ihre Cha-
rakteristik ist der reziproke Wert von p, also:

(7) =)

In der Tat, die zu der 1. Abg p inverse Abbildung p—! des Inte-
gralraumes R auf den Integralraum r ist so definiert, dass p—! p die
identische Abbildung e des Integralraumes r auf sich darstellt: p~!p=e.
Daraus folgt der erste Teil unserer Behauptung. Nun ist offenbar
e =|u—u, v—v], ye — 1. Folglich ist nach (6) (fir P= p—1) auch der
zweite Teil richug.

7. Die obigen Betrachtungen kommen natiirlich auch dann zu Gel-
tung, wenn einige von den Diffgen (q), (Q), (Q) und folglich auch die
entsprechenden Integralriume r, R, R zusammenfallen.

Betrachten wir insbesondere den Fall Q=0 =g, R=R=r, In

diesem Falle handelt es sich um 1. Abgen des Integralraumes r der
Diffg(q) auf sich. Eine solche 1. Abg p ist durch eine erste und zweite
Basis (u, v), (U, V) der Diffg (q) in dem obigen Sinne bestimmt:
p=[u—->U, v—>V]. Die aus zwei 1. Abgen p=[u—>V, v>V], P—
=[U—> U, V— V] des Integralraumes r auf sich zusammengesetzte Ab-
bildung Pp ist die 1. Abg Pp=[u— U, v - V] von r auf sich und es
gilt eine Formel wie (6). Diel. Abg p—! —[U—u, Vo] ist die zu p
inverse 1. Abg des Integralraumes r auf sich und es b.steht eine Formel
wie (7). Ferner gilt: p-lp =¢, ye = 1.

8. Bestimmung der 1. Abgen vermige Phasen.Es seip=|u— U, v—> V]
eine 1. Abg des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von (Q).

Wir wihlen beliebige (erste) Phasen ¢, 4 der Basen (u, v), (U, V)
der 1. Abg p. Sodann haben wir nach (1):
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v sin o COS a
8) “=el el Vel
U—E W __4, v—EY | W cosA,

| 14 | 4

¢, E sind gleich 4+ 1 oder — 1, jenachdem ob die Phasen q, 4 beziiglich
der Basen (u, v), (U, V) eigentlich sind oder nicht.

Die mit beliebigen Koordinaten 1=y cos &y, u=y sin k,(y >0,

<k, <<27), in bezug auf die Basen (u, v), (U, V) gebildeten Integrale

y=Au+puv (€r), Y=2U+ uV (ER) von (q), (Q) kdonnen offenbar so
ausgedriickt werden:

sinl(a-'i—l_k_z), v _ ¢ E By sin (4 + &,)
a

| x? | 4
Wir sehen: Bei jeder Wahl der Phasen o, A der Basen (u,v), (U, V)
der 1. Abg p ist die 1. Abg p durch die Formel y - Y gegeben; y, Y
stellen je zwei mit beliebigen Konstanten %, (5 0), 0 <%, <27 im Sinne
der Formeln (9) definierte Integrale der Diffgen (q), (Q) dar.

Wir nennen eine zweigliedrige Folge (a, 4) von Phasen der Basen
(u, v), (U, V) der 1. Abg p eine Phasenbasis von p. Bei jeder Wahl der
Phasenbasis (a, 4) der 1. Abg p bestehen also fiir je zwei Integraley€r,
Y = py€ R die mit denselben Konstanten %, 2, gebildeten Formeln (9).
Aus den Formeln (8) erhalten wir die Beziehung:

@ ¥ & (ky=cl w 7).

(10) sgn yp =sgn o' . sgn A.

Wir sehen: Die Charakteristik yp ist positiv, wenn beide Phasen q, 4
wachsen oder abnehmen; sie ist negativ, wenn eine von diesen Phasen
wichst und die andere abnimmt.

Wir haben gesehen (Nr. 5), dass die 1. Abg p auch durch eine
beliebige erste Basis (z, v) der Diffg (q) und die zweite Basis (pu, pv)
bestimmt werden kann. Daraus geht hervor: Als erstes Glied einer Pha-
senbasis (¢, A) der 1. Abg p kann eine beliebige Phase o der Diffg (q)
gewihlt werden; sodann ist das zweite Glied 4 bis auf ganzzahlige Viel-
fache der Zahl » eindeutig bestimmt.

9. Wir wollen nun wieder neben der 1. Abg p eine 1. Abg P des
Integralraumes R von (Q) auf den Integralraum R einer weiteren Diffg
(Q) betrachten.

Es sei (¢, A) eine Phasenbasis von p und (4, 4) diejenige von P,
e, E, E sollen fir die Phasen a, 4, 4 die iibliche Bedeutung haben.
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Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Sitze:

Die zusammengesetzte 1. Abg Pp des Integralraumes r auf den
Integralraum R lisst die Phasenbasis (a, 4) zu und es bestehen fiir je
zwei Integrale y€r, Y — Ppy€ R die Formeln:

sin (a + k&) ¢ EE sin (4’ —|—k2)
(1 O P VPl 20 0 VA
Die zu der 1. Abg p inverse 1. Abg p—! des Integralraumes R auf
den Integralraum r ldsst die Phasenbasis (4, a) zu und es bestehen fiir je
zwei Integrale YER, y = p—! Y€ r die Formeln:
sin (A + &)
V4

sin (a-l—k)
sy—SEV Xplkl Varl *

(12) Y =k

Jede Phasenbasis der identischen 1. Abg ¢ des Imtegralraumes r auf
sich ist offenbar: (a, a + 7x), n ganz; q ist eine (beliebige) Phase der
Diffg (q).

10. Oben haben wir zu jeder 1. Abg p des Integralraumes r auf den
Integralraum R zweigliedrige Folgen von Phasen o, A der Diffgen (q),
(Q), die Phasenbasen von p, zugeordnet, u. zwar so, dass sich jedes In-
tegral y€r und sein Bild Y = py€& R vermdge der Formeln (9) ausdriicken
lassen.

Umgekehrt folgt aus den Formeln (8), (9):

Beliebige Phasen a, 4 der Diffgen (q), (Q) bilden eine Phasenbasis
(ay 4) unendlich vieler voneinander abhingiger 1. Abgen ¢p (¢ £0) des
Integralraumes r auf den Integralraum R. Man erhalt die Basen (u, v),
(U, V) einer 1. Abg p aus diesem System im Sinne der Formeln (8), bei
beliebiger Wahl der Konstanten ¢, £E= + 1; w, W (50), und es gelten
fir jedes Integral y€r und sein Bild Y = py € R Formeln wie (9).

11. Normierte lineare Abbildungen. Wir iibernehmen die obigen Be-
zeichnungen.

Es seien p=[u—> U, v—> V], P=[U— U, V— V] beliebige 1. Abgen
des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von (Q) bezw.des
Integralraumes R auf den Integralraum R von (Q). Ferner seien (a, 4), (4, A)

irgendwelche Phasenbasen dieser 1. Abgen p, P
Es seien 2z, Z¢€j beliebige Zahlen.

Wir nennen die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen =, Z (in
dieser Anordnung), wenn sie jedes Integral y€r von (q), welches an der
Stelle 2 verschwindet, auf ein an der Stelle Z verschwindendes Integral
YER von (Q) abbildet. M. a. W., wenn aus y(z) =0 die Bezichung

p9(Z) =0 folgt.
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Offenbar ist die 1. Abg p» normiert in bezug auf die Zahlen z, Z,
wenn sie ein (einziges) Integral y€r von (q), welches an der Stelle 2
verschwindet, auf ein an der Stelle Z verschwindendes Integral Y € R
von (Q) abbildet.

Man sieht: Ist y€r ein beliebiges Integral von (q) und Y€R sein
Bild in der 1. Abg p, so ist die 1. Abg p normiert in bezug auf jede
Nullstelle von y und jede Nullstelle von Y.

Ferner: Ist die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen 2z, Z
so hat auch jede von p abhingige 1. Abg cp (c 5 0) dieselbe Eigenschaft.

Wichtig ist der folgende

Satz. Die 1. Abg p ist normiert in bezug auf die Zahlen z, Z dann
und nur dann, wenn sich die Werte a (2), A (Z) der Glieder von (a, A)
an den Stellen z, Z um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl n unterscheiden,
also : o (2)— A (Z) =na, n ganz.

Beweis. Es sei y€r ein an der Stelle 2 verschwindendes Integral
von (q), also y(2) =0, und ferner ¥ py¢R sein Bild in der 1. Abg p.
Es bestehen also die mit geeigneten Konstanten %,, k4, gebildeten Formeln
(9) und die Zahl a(2) + k, ist ein ganzzahliges Vielfaches von a.

Ist die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen 2, Z, so gilt:

Y(Z) =0. Sodann ist die Zahl 4(Z) + &, ein ganzzahliges Vielfaches von
# und dasselbe gilt offenbar auch von der Zahl ¢ (2) — 4(2).

Ist umgekehrt a(2) — 4(Z) ein ganzzahliges Vielfache von =z, so
gilt dies auch von der Zahl 4(Z)+ %k, und daraus folgt: Y (Z) = 0.
Damit ist der Beweis beendet.

Ferner zeigen wir:

Ist die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen 2z, Z, so ist sie
auch normiert in bezug auf je zwei Zahlen 2, Z¢j von denen z mit 2
und Z mit Z konjugiert ist. Wenn umgekehrt p in bezug auf die Zahlen
z, Z und zugleich in bezug auf zwei Zahlen Zz, Z ¢ j normiert ist, wobei
2z mit z oder Z mit Z konjugiert ist, so ist z mit 2 und Z mit Z kon-
jugiert.

"Beweis. Die 1. Abg p sei normiert in bezug auf die Zahlen 2, Z,
also: ¢ (2) — A(Z) — na, n ganz.

a. Es seien z,Z € beliebige Zahlen, von denen z mit 2 und Z mit
Z komjugiert ist. Wir haben also 2 ¢, (2), Z =&, (Z), wobei ¢ , &,

geeignete Zldsionen der Diffgen (q) bezw. (Q) bezeichnen. Nun ergibt
die abelsche Funktionalgleichung (3):

a(2) =a(2)+ va.sgna', A(Z) = A(Z)+ Nn.sgn 4.

Wir sehen, dassdie Zahl a (2) — 4(Z) ein ganzzahliges Vielfaches von 5 ist.
b. Es sei p in bezug auf die Zahlen 2z, Z normiert und z. B. die
Zahl z mit z konjugiert. Sodann ist o (2) — 4(Z) ein ganzzahliges Viel-

Anale—Matematica 15
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faches von n und dasselbe gilt (nach der abelschen Funktionalgleichung)
von der Zahl a(2) —a(2). Wir haben also: A(Z) — 4 (Z) = mn, m ganz,
und diese Beziehung ergibt, im Hinblick auf die abelsche Funktional-
gleichung: Z = ¢,,(Z), mit M =m.sgn A.

Ferner iliberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der folgenden
Aussagen:

Sind die 1. Abgen p, P normiert in bezug auf die Zahlen 2z, Z
bezw. Z, Z, so ist die zusammengesetzte 1, Abg Pp normiert in bezug

auf 2, Z.

Ist die 1. Abg p normiert ia bezug auf die Zahlen 2z, Z, so ist die
inverse 1. Abg p~! normiert in bezug auf Z, 2.

Ist die identische 1. Abg e des Integralraumes r auf sich normiert
in bezug auf die Zahlen z, Z, so sind diese miteinander konjugiert.

12. Wir zeigen:

Ist die 1. Abg p des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum
R von (Q) normiert in bezug auf die Zahlen z, Z€j, so besitzt sie eine
Phasenbasis (a, 4), deren Glieder an den Stellen = bezw. Z verschwinden:
a(2)=0, 4 (Z)—-0.

Beweis. Nehmen wir an, p sei normiert in bezug auf die Zahlen 2, Z.

Wir wissen, dass man als erstes Glied einer Phasenbasis von p eine
beliebige Phase von (q) wihlen darf, wonach dann das zweite Glied bis
auf ganzzahlige Vielfache der Zahl 5 eindeutig bestimmt ist. Wihlen wir
also als erstes Glied einer Phasenbasis (q¢, 4) von p eine beliebige Phase
a von (q), die an der Stelle 2z verschwindet: ¢(2) =0. Sodann gilt, da
p in bezug auf 2, Z normiert ist: 4y(Z) nn,nganz. Ersetzt man nun die
Phase 4, von (Q) durch 4 = 4;—nn, so bilden die Phasen a, 4 eine
Phasenbasis von p mit der erwiinschten Eigenschaft.

Wir nennen eine Phasenbasis (a, 4) einer in bezug auf die Zahlen z,
Z, normierten 1. Abg p, kanonische Phasenbasis in bezug auf die Zahlen =z,
Z, falls ihre Glieder ¢, 4 an den Stellen z, Z verschwinden: ¢ (2) =0,
4(2)=0.

Offenbar gelten dis folgenden Aussagen:

Sind (a, 4), (4, A) kanonische Phasenbasen der 1. Abgen p,P in
bezuz auf die Zahlen 2, Z, bezw. Z,Z, so stelit (a, A) eine kanonische
Phasenbasis der 1. Abg Pp in bezug auf die Zahlen z, Z dar.

Ist (o, A) eine kanonische Phasenbasis der 1. Abg p in bezug auf
die Zahlen 2z, Z, so stellt (4, a) eine kanonische Phasenbasis der inversen
1. Abg. p—! in bezug auf die Zahlen Z, z dar.

Jede kanonische Phasenbasis der identischen 1. Abg e¢ des Integral-

raumes r auf sich in bezug auf die Zahlen 2z, ¢, (2) hat die Form
(ay a p—y), Wobei q eine an der Stelle z verschwindende Phase der Diffg

(q) bezeichnet: ¢ (2) = 0.
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1V. Allgemeine Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q)

Wir kommen nun zu der eigentlichen Theorie der allgemeinen
Dispersionen der Diffgen (q), (Q). Wir iibernehmen die obigen Begriffe
und Bezeichnungen.

13. Die Grundzahlen und Grundintervalle der Diffg (q). Es sei 1, €7
eine beliebige Zahl. Ferner sei z, die »-te mit z, konjugierte Zahl, also
t,=@y(to); v=0,41,42,... Die Zahlen ¢, sind also die Nullstellen
]edes an der Stelle ) verschwmdenden Integrals v von (q): ¢z, fillt mit
t, zusammen oder sie stellt die v-te nach 7, folgende oder dieser Zahl
vorangehende Nullstelle von v, jenachdem ob »=0 oder » >0 oder »< 0 ist.

Wir nennen ¢, die y-te Grundzahl der Diffg (q) in bezug auf t,,
kiirzer: die »-te Grundzahl.

Das Intervall j, ={z,, t,+1) bezw. ],—(t\,_l, ,] neonen wir das
v-te rechtsseitige bezw. linksseitige Grundintervall der Diffg (q) in bezug
auf t,, kiirzer: das v-te rechitsseitige bezw. linksseitige Grundintervall der
Diffg q in bezug auf ty, kiirzer: das y-te rechtsseitige bezw. Linksseitige
Grundintervall. _

Offenbar haben die Grundintervalle j, und j, genau die Zahl ¢,
gemeinsam; das Innere von j, fillt mit dem Inneren von j,+; zusammen.

Jede Zahl ¢ g(_ o, o) liegt in einem wohlbestimmten Grundin-
tervall j, bezw. ;,; im Falle ¢ =¢, haben wir 4y—v», im Falle t£1,:
u — » + 1. Insbesondere liegt jede Nullstelle eines beliebigen Integrals
y von (q) in einem wohlbestimmten Grundintervall j, bezw. j,; umge-
kehrt enthilt jedes Grundintervall j, bezw. j, genau eine Nullstelle von y.

14. Der Dispersionsbegriff. Wir wollen nun jeder normierten 1. Abg
p des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von(Q) eine in
dem Intervall j — (— oo, o ) definierte Funktion X zuordnen.

Es sei p eine in bezug auf die (beliebig gewihlten) Zahlen z,,T,€;
normierte 1. Abg des Integralraumes r auf den Integralraum R.

Mit t,, T, bezeichnen wir die Grundzahlen der Diffgen (q), (Q)

in bezug auf z,, T,; mit j,, J, die rechtsseitigen und mit j,, 7, die
linksseitigen Grundintervalle der Diffgen (q), (Q) in bezug auf z,, T;
y=0,+1,+ 2,...

Es sei t€(— o0, 0 ) eine beliebige Zahl und y ein an der Stelle ¢
verschwindendes Integral der Diffg (q); die Zahl ¢ liegt in einem wohl-
bestimmten rechtsseitigen y-ten Grundintervall j,.

Nun definieren wir den Wert X (z) der Funktion X an der Stelle
t, je nach dem Falle p>0 oder XP<0 SO

Im Falle yp > 0 ist X (z) die in dem rechtsseitigen »-ten Grundin-
tervall ¥, hegende Nullstelle des Integrals py von (Q);

Im Falle yp <0 ist X (z) die in dem linksseitigen — »-ten Grund-

intervall ¥_, liecende Nullstelle des Integrals py von (Q).
Die Funktion X nennen wir die allgemeine Dispersion der Diffgen
(@), (Q) (in dieser Anordnung) in bezug auf die Zahlen ty, T, und die
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l. Abg p ; kiirzer: die allgemeine Dispersion (a. Dsion). Die Zahlen ¢,, 7,
sind die Grundzahlen und insbesondere t,, T, die Anfangszahlen der a.
Dsion X. Die 1. Abg p heisst die Erzeugende von X. Im Falle 4p >0
nennen wir die a. Dsion X direkz, im Falle yp < 0 indirekz. Im Falle
Q = q sprechen wir Kkiirzer von der a. Dsion X der Diffg (q’.

Die a. Dsion der Diffgen (q), (Q) in bezug auf dieselben Zahlen
ty, Tp und eine von p abhingige 1. Abg cp (¢ 0) fillt mit X zusam-
men, da die 1. Abg cp wieder in bezug auf ¢;,, 7; normiert ist und die
Nullstellen der Bilder py, cpy jedes Integrals y von (q) dieselben sind.

Wir sehen: Die a. Dsion X ist durch ihre Anfangszahlen ¢y, T,
und die Erzeugende p eindeutig bestimmt.

Offenbar gelten, je nach dem Falle yp >0 oder yp <0 die Formeln

(13) X (1) =T, oder X(t,) = T

und ferner, an jeder Stelle z€(z,, ty41):

(14) X()e(T,, T,41) oder X (1) €(T—p—1, T,),
(v=0,+1, + 2,...).

15. Eigenschaften der allgemeinen Dispersionen. Grundlegend fiir die
Theorie der a. Dsionen ist der folgende

Satz. Es sei X die a. Dsion mit den Anfangszahlen t,, T, und der
Erzeugenden p. Ferner sei (a, A) eine kanonische Phasenbasis von p in bezug
auf die Zahlen ty, Ty. Sodann erfiillt die a. Dsion X im Intervall (— oo, o0)
die Funktionalgleichung :

(16) a(t) = 4(X(2)).

Beweis. Es sei x€(— oo, o) eine beliebige Zahl. Dieselbe liegt in
einem wohlbestimmten Intervall j,. Folglich haben wir, im Hinblick auf
a (to) =0:

(17) v la(X)< (v +1) oder— (v + N < a (¥) < — v,

jenachdem ob sgne’' = + 1 oder = —1 ist.

Es sei y€r ein an der Stelle x verschwindendes Integral der Diffg
(q). Dasselbe ist vermfge der mit geeigneten Konstanten %, &, gebildeten
Formel (9) gegeben. Da y(x) = 0 ist, so haben wir:

(18) a (%) + k, = n7, n ganz.

Das Integral Y =py€ R von (Q) ist vermdge der mit denselben
Konstanten %;, k, gebildeten Formel (9) gegeben. Nun ist aber nach der
Definition von X die Zahl X (x) eine Nullstelle des Integrals Y. Wir
haben also:
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(19) A(X(x))+ k, = Nn, N ganz.
Aus den Beziehungen (18), (19) folgt:
(20) a(x)— A(X (x))=mz, m ganz.

Nun unterscheiden wir zwei Fille, jenachdem ob yp >0 oder yp < 0 ist:
Im Falle yp >0 liegt dic Zahl X (x) im Intervall 7. Folghch haben
wir, im Hmbllck auf A(Ty =

Rl) wmiLAX @) <@+ l)n oder —(v + Dr< AX (%) < = »n,

jenachdem ob sgn 4 =+ 1 oder —1 ist.

Da nun (nach (10)) sgna’.sgn 4 = + 1 ist, so bestehen die ersten
Ungleichungen (17) und (21) oder die zweiten. In beiden Fillen erhalten
wir aus diesen Ungleichungen:

(22) —a<a(x) —A(X(x)<n.

Dies ergibt, zusammen mit (20): a(x) — A(X (x)) =0.
Im Falle yp <0 liegt die Zahl X (x)im Intervall ¥_,. Folglich haben
wir dhnlich wie oben:

23) —(+Da<cdAdX ()L —van oder vaLAXE)<(»+ D,

jenachdem ob sgn 4 = + 1 oder = —1 ist.

Nun ist (nach (10)) sgna’.sgn 4= —1 und folglich bestehen
die ersten Ungleichungen (17) und die zweiten (23) oder die zweiten
Unglelchunven (17) und die ersten (23). In beiden Fillen erhalten
wir aus diesen Ungleichungen wieder die Formeln (22) und ferner:
a (%) — A(X (x)) = 0.

Damit ist der Beweis beendet.

Die Bedeutung der Funktionalgleichung (16) besteht darin, dass
man bei ihrer Anwendung Eigenschaften der a. Dsionen vermige deren
der Phasen der Diffgen (q), (Q) zu ermitteln vermag.

Wir betrachten eine a. Dsion X. Es seien z,, T, ihre Anfangszahlen
und p die Erzeugende. Ferner sei (a, 4) eine kanonische Phasenbasis
der 1. Abg p in bezug auf die Zahlen z;,, 7,. Nach dem obigen Satz
gilt also im Intervall (— oo, oo) die Funktionalgleichung (16).

1. Es besteht fiir t€(— o, oc) die Formel:
(24) X(1) = A-'a(r);
A-T bedeutet natiirlich die zu der Phase A4 inverse Funktion.

Dies folgt unmittelbar aus der Funktionalgleichung (16).

2. Die Funktion X wdchst im Intervall (— oo, ) won — oo nach oo
oder mmmt in diesem Intervall von oo nach — o ab, jenachdem ob sie
direkt oder indirekt ist.
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In der Tat, ist z. B, die a. Dsion X direkt, so gilt (nach (10)):
sgn a'. sgn A — | 1. Wir sehen, dass beide Funktionen ¢, 4 im Inter-
vall (— oo, c0) wachsen von — oo nach oo oder beide nehmen von oo
nach — oo ab. Daraus folgt im Hinblick aut (24) der entsprechende
Teil unserer Behauptung.

3. Die 2u der a. Dsion X inverse Funktion X' ist die von der zu p
inversen 1. Abg p—' erzeugte a. Dsion x (T) der Diffgen (Q), (q), mit den
Anfangszahlen 1,, t,.

Beweis. Die Formel (24) zeigt, dass die zu X inverse Funktion
X-! die folgende ist;

X—1(T) — a—1A(T).

Nun ist aber (4, o) eine kanonische Phasenbasis der zu p inversen
1. Abg p ! in bezug auf die Zahlen T, ¢, (12). Daraus folgt: X—1(T) =
—x(T).

4. Die a. Dsion X ist im Intervall (— oo, 00) dreimal stetig dif feren-
zierbar und es bestehen an je zwei homologen (d. h. durch die Beziehungen
X=X(),t X '(X) an cinander gebundenen) Stellen r, X € (— o0, o0)
insbesondere die Formeln:

x0="D xn= 1 wesc—0ix,

(25) A4’ A1)
) U._'(t) 7 . " ' _yn
A(X) X0’ A4(X) X’3()[a O X' (1) —X"(®)a' (2)].

In der Tat, der erste Teil unserer Behauptung folgt unmittelbar
aus der Formel (24), da die Funktionen ¢, 4 im Intervall (— oo, 20)
dreimal stetig differenzierbar sind. Den zweiten Teil erhilt man vermége
zweimaliger Differentiation der Funktionalgleichung (16).

5. Die erste Ableitung X' der a. Dsion X ist im Intervall (—oo oc)
stets positiv oder stets negatw jenachdem ob diese letztere direkt oder in-
direkt ist sgn X' =sgng’. sgn A.

Dies folgt aus dem obigen Satz 2. und der ersten Formel (25),

6. Es besteht fiir t € (— oo, o0) die Formel:
(26) X[pv(D)] = Bysgnx [X(®)]; (» 0,4+ 1, +2,...)

pvs Py bezeichnet die v-te Zldsion der Diffg (q) bezw. (Q).

Bewels Die Funktionalgleichung (16) ergibt an der Stelle ¢, ()
die Beziehung

apy(t) = AXp, (1),
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und ferner, im Hinblick auf (3):
AX @)+ vn. sgna’  AX (1)

Die links stehende Funktion kann offenbar so ausgedruckt werden :

AX(t)+ (v.sgna'. sgn A)z.sgn A und ferner, da sgn o .sgn A —sgn X'
ist, $0: AP, ogn x'[X (2)]. Wir haben also:

A@v sgn X’ [X (l‘)] =4X Py (t)

und daraus folgt die Formel (26).

7. Die a. Dsion X stellt im Intervall (— oo, >0) e¢ine Ldsung der
nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung :

(Qq) —{X, 7} Q(X)X"? q(2)
dar.

Beweis. Es sei ¢ eine beliebige Zahl. Nach dem Satz in Nr. 15,
gilt an der Stelle ¢ und in deren Umgebung die Funktionalgleichung (16).
Bildet man hier beiderseits die schwarzsche Ableitung, so kommt im
Hinblick auf (4) und die erste Formel (25) die Beziehung

(X, 0} + [{4, X} + A2(X)] X"2 o, t} 4 o"2(1)

heraus. Wegen (2) ist dies die Beziehung (Qq).

Die Beziehung (Qq) nennen wir die Differentialgleichung der allge-
meinen Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q), kiirzer: die a.
Dispersionsgleichung.

8. Die zu der a. Dsion X inverse Funktion x stellt im Interval:
(— o0, 00) eine Lisung der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnungl

(qQ) —{% T} + g (x) 22 = O(T)

dar.
Dies ist im Hinblick auf die obigen Sdtze 3 und 7 unmittelbar

ersichtlich.
Der folgende Satz bringt die Bedeutung der a. Dsionen fiir die

gegenseitige Transformation von Integralen der Diffgen (q), (Q) zum
Ausdruck.

9. Nach eventueller Abdnderung der 1. Abg p transformiert die a.
Dsion X und die zu ihr inverse Funktion x je zwei einander entsprechende
Integrale y =p~' Y€r und Y py€R der Diffgen (q) und (Q) ineinander,

im Sinne der Formeln:
@7 y)=YXO yop y[ﬂf(T)]
VX (1) VIi(T)

(ta TE (— >0, oo))
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Beweis. Wir wissen (Nr. 8.) dass diir jedes Integral y€r von (q)
und sein Bild Y — py€ R die Formeln (9) bestehen Aus ihnen folgt im
Hinblick auf (16) und (25):

eE la’ (2)

Y X . 3
xT ——SEV .( ) YT "SEV \/xT YJ)

Ersetzt man nun die 1. Abg p durch ihre Abinderung (¢ E: | |42 )2,
so gelten fiir diese abgeinderte Erzeugende von X die Formeln (27).

10. Wir wollen nun neben der 1. Abg p eine in bezug auf die
Zahlen T,, Z, (Z, beliebig) normierte 1. Abg P des Integralraumes R

auf den Integralraum R betrachten; (A4, 4) sei eine kanonische Basis von
P in bezug auf T,, Z,.

Wir wissen: Die zusammengesetzte 1. Abg Pp des Integralraumes
r auf den Integralraum R ist normiert in bezug auf die Zahlen ¢,, Z;
und lisst beziiglich dieser letzteren die kanonische Phasenbasis (o, 4) zu.
Es seien X, X die von den 1. Abgen p, P erzeugten a. Dsionen

der Diffgen (q), (Q) bezw. (Q), (Q), mit den Anfangszahlen z,, T
bezw. T, Z,.

Wir zeigen:

Die zusammengesetzte Funktion XX ist die von der 1. Abg Pp erze-
ugte a. Dsion X der Diffgen (9), (Q) mit den Anfangszahlen t,, Z,.

Beweis. Aus den Formeln

X@)=d"a(), X(T)=A"1A(T) (t, TE(— o0, 0))

haben wir: B
XX(@)—A1a(e).

Nun ist aber (q, 4) die kanonische Phasenbasis der 1. Abg Pp in
bezug auf die Zahlen ¢y, Z,. Daraus folgt, im Hinblick auf (24):
XX () - X (o).

16. Bestimmungselemente der a. Dsionen. Wir wissen, dass durch die
Anfangszahlen und eine in bezug auf sie normierte 1. Abg p stets genau
eine a. Dsion bestimmt ist. Wir wollen uns nun zunichst mit der Frage
befassen, inwieweit a. Dsionen durch eine gegebene 1. Abg p als ihre
Erzeugende charakterisiert sind. Wir {ibernehmen die obigen Bezei-
chnungen.

1. Es sei p eine 1. Abg des Integralraumes r von (q) auf den Inte-
gralraum R von (Q). Durch die 1, Abg p ist genau ein abzdhlbares System
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von a. Dsionen der Diffgen (q), (Q) mit der Erzeugenden p bestimmt. Ist
X (t) esne a. Dsion aus diesem System, so ist dieses letztere von den Funk-
tionen X @,(t), v 0,4+ 1, +2,..., gebildet.

Beweis. Es sei X die a. Dsion der Diffgen (q), (Q) mit den
Anfangszahlen z,, 7, und der Erzeugenden p. Wir betrachten eine kano-
nische Phasenbasis (a, 4) von p in bezug auf die Zahlen ¢,, T,. Es gilt
also: a(2y)) — 0, A(T;) =0 und wir haben eine Formel wie (16).

a. Es sei Z eine a. Dsion der Diffgen (q), (Q) mit den Anfangszahlen
to, Zy und der Erzeugenden p. Sodann haben wir Z, = Z(¢;,) und die 1.
Abg p ist normiert in bezug auf die Zahlen z,, Z,. Es gilt also: Z; =
= @, (¢y), mit einem geeigneten Index ».

Nun sehen wir aus der identischen Beziehung A(T) — A &_, d,(T),
dass die Funktion A¢,(7T) an der Stelle Z, verschwindet. Folglich ist
(a, AP—,) eine kanonische Phasenbasis der 1. Abg p in bezug auf die
Zahlen ¢y, Z,, und wir haben nach (16), fiir ¢ €(— oo, o0):

AX@) =a(t) = AD_, Z(1).

Aus diesen Beziehungen folgt: X () = &—,Z(¢) und ferner: Z(¢) =
= @, X (¢). Diese Formel ergibt im Hinblick auf (26): Z(¢) = X+, (2).

b. Wir betrachten nun die mit einer beliebigen Zentraldispersion
@y der Diffg (q) gebildete Funktion X ¢,.

Da die 1. Abg p in bezug auf die Zahlen z,, 7, normiert ist, so
gilt dies auch in bezug auf die Zahlen ¢-,(2,), To. Aus der identischen
Beziehung a(t) = a @, p-,(¢) sehen wir, dass die Funktionen ag¢, fiir
p—y (t5) verschwindet. Folglich ist (ag,, 4) eine kanonische Phasenbasis
der 1. Abg p in bezug auf die Zahlen @—v (2y), Ty. Es sei Z die a. Dsion
der Diffgen (q), (Q) mit den Anfangszahlen ¢_, (¢;), Ty und der Erzeu-
genden p. Sodann haben wir nach (16), fiir ¢€(— o0, o0):

apy (t) = AZ(2)
und ferner
AX(@t)=a(t) — AZ¢p-,(2).

Aus diesen Beziehungen folgt: Z(z) = X ¢, (z). Damit ist der Beweis
beendet.

Zweitens wollen wir zeigen, dass a. Dsionen der Diffgen (q), (Q)
vermbgze Anfanzsbedingungen zweiter Ordnung eindeutig bestimmt werden
konnen. Dariiber gilt der folgende Satz:

2. Es seien t;; X,, X, (5+0), X, beliebige Zahlen. Es gibt genau
eine a. Dsion X der Diffgen (q), (Q) mit den Anfangsbedingungen :

(28) X@)=X,, X' (t) — X, X" () =X
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Diese a. Dsion X ist direkt oder iudirekt, jemachdem ob X;>0 oder
X, < 0 isz.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, es géibe eine den obigen Anfan-
gsbedingungen geniigende a. Dsion X. Dieselbe ist durch die Anfangszahlen
ty, Xo und eine in bezug auf diese Zahlen normierte 1. Abg p des
Integralraumes r auf den Integralraum R eindeutig bestimmt. Wir wihlen
eine kanonische Phasenbasis (a, 4) von p in bezug auf die Zahlen ¢,, Z,
u. zwar so, dass

(29) a(t) =0, o' (t)=1, a"(z,)) —0.

Sodann erfiillt die a. Dsion X im Intervall (— oo, oc) eine Funktional-
gleichung wie (16) und die Formeln (25) ergeben die Werte der Funktionen

A, A an der Stelle X,. Auf diese Weise bekommen wir die Werte:
(30) A(X)=0, A(X)=1:X,, A(X)=—X,: X3,

vermoge deren die erste Phase 4 der Diffg (Q) eindeutig bestimmt
ist (Nr. 2.2).

Wir sehen: Jede a. Dsion X mit den obigen Anfangswerten (28),
fillt mit derjenigen die durch die Anfangszahlen ¢,, X, und die Erzeu-
gende p bestimmt ist, zusammen. Die Erzeugende p ist durch die vermége
der Anfangswerte (29), (30) eindeutig gegebene Phasenbasis (a, 4)
bestimmt.

Damit ist der Beweis beendet.

Wir sehen: Die a. Dsionen der Diffgen (q), (Q) bilden ein von
drei Parametern X, X, X stetig abhingendes System.

15. Integration der Diffg (Qq). Die obigen Resultate setzen uns in
Stand alle im Intervall (—oo, oo) definierten reguldren Integrale der
nichtlinearen Diffg 3. Ordnung (Q,q) zu bestimmen. Unter einem
reguliren Integral X der Diffg (Qq) verstehen wir ein solches, dessen
Ableitung X' stets von Null verschieden ist.

Wir beweisen den folgenden

Satz. Alle im Intervall (— oo, o) definierten reguldren Integrale der
Diffg (Qq) sind genau die allgemeinen Dispersionen der Diffgen (q), (Q).

Beweis. a. Es sei X eine a. Dsion der Diffgen (q), (Q). Nach
15.5,7 stellt diese Funktion im Intervall (— o, o0) eine regulire Losung
der Diffg (Qq) dar.

b. Es sei nun X eine im Intervall (— oo, o0) definierte Losung

der Diffg (Qq).
Wir wihlen eine beliebige Zahl 7y und die vermo6ze der Aofangswerte

a(to) =0, o (to) =1, o (to) =0,
A(X) 0, A(X)—1:X,, A(X)—-—-X;:X}
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" bestimmte erste Phasen o, A der Diffgen (q), (Q). X,, X, X; sind
natiirlich die Werte von X, X’, X" an der Stelle ¢;.
Sodann haben wir im Intervall (— oo, o0):

—{tga, i} = ¢(2), —{tg4,X}— Q(X),
und ferner, da die Funktion X die Diffg (Qq) befriedigt,
—{X, 1} —{tg 4, X} . X"? — — {tg a, t}.
Daraus folgt nach (4)
g 4(X), 1} = {tg o, 2}
und ferner, im Hinblick auf (2):

tgA (X) _ 1 tg a (t) + €12
- b
catga(t) 4 ¢z

wobei ¢qy,..., ¢35, geeignete Konstante bedeuten.
Nun ergeben die obigen Anfangswerte der Phasen o, 4: ¢, =0,
C11 = €22y €9y =0, und ferner:

o (8) = 4(X).

Folglich ist X durch die Anfangszahlen z;, X, und die vermoge
der Phasenbasis (a, A) bestimmte 1. Abg p des Integralraumes r von (q)
auf den Integralraum R von (Q) definierte a. Dsion der Diffgen (q),
(Q). Damit ist der Beweis beendet.

18. Das Halbgruppoid der a. Dsionen zweier linearen Diffgen 2. Ord-
nung. Wir betrachten nun die nichtlinearen Diffgen 3. Ordnung der

a. Dsionen:
(99), (9Q), (Q@), (QQ)

und bezeichnen mit Gy, Gi;, Gy, G5, die von den im Intervall (— oo, o0)
definierten reguliren Integralen dieser Diffgen gebildeten Mengen. Es
ist also z.B. G,; die Menge der a. Dsionen der Diffg (q); G,, diejenige
der a. Dsion der Diffgen (Q), (q), usw.

Wir wissen: Die identische a. Dsion X (z) =t liegt in den Mengen
Gll) G22°

Ferner: Die zu jeder beliebigen a. Dsion x,3€ G,s inverse Funktion
x4 legt in der Menge G, : x3' € Gy, (o, § — 1,2).

Es seien x,5€ Gug, 5, € Gp, (0, B, y = 1,2) beliebige a. Dsionen der
entsprechenden Diffgen (q) bezw. (Q). Es ist leicht ernzusehen, dass die
verthoge von Zusammensetzung dieser a. Dsionen definierte Funktion
Xq.p ¥8, (Achtung auf die Anordnung) eine in der Menge G,, enhaltene
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a. Dsion ergibt: x,5ys € G,,, und drss umgekehrt, jedes Element 2,, € G,
das Resultat der Zusammensetzung von geeigneten a. Dsionen x,€ G,
Y3, € G, darstellt: x,3 yg, = 2,,. Diesen Sachverhalt wollen wir durch
die Formel

Gaﬂ Gﬂ? = Ga’r (a, By = 132)

oder durch die leicht zu verstehende ,,Multiplikationstafel* ausdriicken :

Gll Gl2 GZI G22
Gl 1 Gl 1 Gl 2 -
G| — — Gu Gp
GZ] GZI G22 - —
GZZ - - G2l GZ2

Wir wollen nun in der Vereinigungsmenge I = G;; U G, U Gy U Gy,
eine bindre Multiplikation (Verkniipfungsregel) einfiihren u. zwar vermdge
von Zusammensetzung von Funktionen. Sodann haben, wie aus der obigen
Tafel ersichtlich ist, gewisse zweigliedrige Folgen von Elementen a, b€
das Produkt ab = c€l', wihrend andere zweigliedrige Folgen kein in der
Menge I' enthaltenes Produkt zu besitzen brauchen. Die Menge I" (zu-
sammen mit dieser Multiplikation) bildet ein algebraisches Gebilde, das
sogenannte Halbgruppoid der a. Dsionen der Diffgen (q), (Q).

Aus den obigen Uberlegungen sehen wir :

Die Mengen G,;, G,, sind Gruppen mit dem gemeinsamen Einse-
lement (/ =) X (¢) =t. Die Mengen G,,, G,, bestehen aus paarweise
inversen Elementen.

Aus Gy, Gy, = Gy, G, Gy, = Gy, sehen wir: Die Gruppe G, ist ein
linksseitiger und die Gruppe G,, ein rechtsseitiger Operatorenbereich
der Menge G,,.

Aus Gy Gy = Gy, Gy Gy = G,, folgt: Die Gruppe G,, ist ein
linksseitiger und die Gruppe G,; ein rechtsseitiger Operatorenbereich
der Menge G,,.

Somit kommen wir zu der folgenden Struktur des Halbgruppoids
I" der a. Dsionen der Diffgen (q), (Q):

Das Halbgruppoid I" besteht aus zwei Gruppen G,;, G,, mit ge-
meinsamen Einselement 7, und aus zwei weiteren miteinander dquivalenten
Mengen G,,, G,,. Diese Mengen besitzen die beiden Produkte G, Gy
und G, Gy,, die mit den Gruppen G,; und G,, zusammenfallen, und
bestehen aus paarweise zugeordneten Elementen, deren Produkte stets
das Einelement / der Gruppen G,;, G,, sind. Die Gruppe G,; ist ein
linksseitiger und die Gruppe G,, ein rechtsseitiger Operatorenbereich
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der Menge Gy,; dhnlich stellt die Gruppe G,; einen rechtsseitigen und
die Gruppe G, einen linksseitigen Operatorenbereich der Menge G, dar.

Wir wollen unsere Uberlegungen mit der folgenden Bemerkung
abschliessen: Die Gruppen G,;, (G,, haben stets die aus dem Einselement
I bestehende Gruppe {/} gemeinsam. In besonderen Féllen kann jedoch
ihr Durchschnitt eine breitere Gruppe sein. Dies tritt z. B. ein, wenn
die beiden Diffgen (q), (Q) dieselbe Fundamentaldispersion ¢ haben.
In diesem Fall enthilt der Durchschnitt G, n G,, die aus allen Zentral-
dispersionen ¢, der beiden Diffgen (q), (Q) bestehende unendliche
zyklische Gruppe.
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ASUPRA DISPERSIUNILOR GENERALE ALE ECUATIILOR DIFERENTIALE
LINTARE DE ORDINUL AL DOILEA

Rezumat

Teoria transformirilor ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul al
doilea in domeniul real se ocupd in esentd de relatiile care existd intre
solutiile ecuatiilor diferentiale liniare de ordinnl al doilea (q) si (Q) si
acelea ale ecuatiilor diferenpiale de ordinul al treilea neliniare (Qq) si
(qQ). Simbolurile {X, ¢}, {x, T} reprezintd derivatele lui Schwarz.

Nucleul teoriei il constituie faptul cunoscut de la E. E. Kummer
(1834) cd solutii X, x ale ecuatiilor diferentiale (Qq), (qQ) transformi
unele in altele integrale Y, y ale ecuatiilor diferentiale (Q), (qQ) si anume
in sensul formulelor (7). O sectiune importanti a teoriei transformdrilor
se referd la ecuatii diferentiale oscilatorii (q), (Q) cu domeniul de defi-
nitie (— oo, 4+ 20). ,,Oscilator inseamnd cd integralele ecuatiilor (q) si
(Q) se anuleazi de o infinitate de ori in ambele sensuri. In acest caz se
definesc in intervalul (— oo, + o0) prin intermediul unor transformiri
liniare care duc spatiile integrale r, R ale ecuatiilor diferentiale (q), (Q),
unul in altul si prin intermediul unei corespond¢nte convenabile a zero-
urilor unor integrale corespunzitoare y¢r, Y€ R, anumite functii, asa-
numitele dispersiuni generale ale ecuatiilor diferentiale (q), (Q). Acestea
sint tocmai solutiile ecuatiilor diferentiale (Qq), (qQ), definite in intervalul
(— o0, + o0). Intre aceste solutii s§i acelea ale ecuatiilor diferentiale
(aq), (QQ) existd anumite relatii remarcabile care, prin introducerea
unui operator algebric convenabil, pot fi interpretate ca proprietdti struc-
turale ale unui sistem algebric.

Lucrarea de fatd contine un studiu al acestor fapte.
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Ob ObWHX OUCIIEPCHUU NUPPEPEHLIHMAJ/IbHBIX YPABHEHHWN BTOPOI'O
[TOPAOKA

KpaTKoe colepxaHue

Teopusi npeo6Gpa3oBaHuuil JuHeHHbIX AHG(epeHuHANBHbBIX ypaBHEHHH
BTOPOro nopaaka B JAeHCTBUTeJbHOW 00J1aCTH 3aHHMaeTCss B CYLIHOCTH
OTHOUIEHUSIMH CyUleCTBYIOMIMMHU MexXAy pelleHHAMH JAuHelHbX auddepen-
(lHaJIbHBIX ypaBHeHUH BTOpOro mopaaka(q)Hu (Q) H pemeHHIMH HENHHEHHHBIX
nudepeHnnanbablX ypasHeHud Tpetbero nopaaka (Qq) u (qQ). CaumGonnl
(X,t), (x,T) ofosnauatoT npoussoinnie llpapua.

Slapo TeopuH cocTaBjseT TOT (akT H3BecTHb eme Kymmepy, uto
pewenus (X, x) nudoepennnanpubix ypassenud (Q q), (qQ) nmpeo6pasyior
oguu B Apyrue uuterpanan (Y, y) auddepennvanvunix ypaBHenuit (Q), (q)
B cMmbiciae ¢opmya (7).

3HauuTeNbHAs 4acThb TEOPHHU npeoOpa3oBaHuil OTHOCUTCA K KoJieGaTesb-
HbIM HAH(depeHLHanpibiM ypaedeHuaM (qQ) ¢ ob6JjacTeio onpepeleHus
(— o0, 00). ,KosebaTenbHblii“, 3HAYUT 4YTO HMHTerpa/nl ypasHeHuid (qQ)
HMeIloT B 060HX HanpaBJjeHUAX, 6€CKOHEYHOEe YACAO0 HyJed. B aTom ciayuae
ONpejieNIsIIOTCA B HHTerpaje (— oo,20), NPH NOMOILH JUHEeHAHBIX 1 peoOpa3o-
BaHWN KoTopble npeocbpa3yloT MHTerpadnl(r, R) inddepeHnnalbHbX ypaBHe-
Hui (q, Q) oaun B Ipyro#, HeKoTopuie (YHKLUMH, TaK HasblBaeMble o0uine
pacrnepcud auddepennnanbHbix ypaBHeBu#d (q). Drd, QYHKUHH, KaK pas-
pewenusi guddepenunansHblx ypasHenun (Q,q), (q,Q) onpeaejeHHbie B
HaTepBajle (— oo,20). Mexay 3TUMH pelleHUSMH H pellenHsMHd AHPdepeH-
LHaJbHbIX ypaBHeHHH (qq), (QQ) CyulecTBYIOT HEKOTOpDbleé OTHOIUEHHS
KOTOpble NTPH BBeJeHHH anreOpaHyecKkoro ornepaTopa, MOTyT ObiTb HHTEpIpe-
THPOBAHbl KaK CTPYKTypHble CBOHCTBA OLHOH aJlieOPCKOH CHCTEMbl.

Ora pabora COJEpKUT HCCAeLOBaHHE 3THX (PaKTOB.
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