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ÜBER DIE A L L G E M E I N E N DISPERSIONEN DER L I N E A R E N 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 2. O R D N U N G 

VON 

O. BORUVKA, Brno (CSSR) 

Herrn Prof. Octav Mayer zu seinem 70. Geburtstage gewidmet 

I. Einleitung 

Die Transformationstheorie der linearen Differentialgleichungen 
(Diffgen) 2. Ordnung im reellen Gebiet behandelt im Wesentlichen die 
zwischen den Lösungen der linearen Diffgen 2. Ordnung 

(q) y" = q(t)y3 Y = Q(T)Y (Q) 

und denjenigen der nichtlinearen Diffgen 3. Ordnung 

(Qq) -{Xtt}4-Q(X)X'2 = q(t), — {x, T) + q(x)x2 = Q{ T) (qQ) 

bestehenden Beziehungen. Die Symbole [X, t}3 {x> T) bezeichnen die 
schwarzsehen Ableitungen: 

2 X' 4 X'2 2 x 4 x2 

Den Kern der Theorie bildet die auf E. E . K u m m e r (1834)zurück­
gehende Erkenntnis, dass Lösungen X, x der Diffgen (Qq), (qQ) die 
Integrale Y% y der Diffgen (Q), (q) ineinander überführen, u. zwar im 
Sinne der Formeln: 

I I * (Ol 1 X ( T ) 
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Ein wichtiger Abschnitt der Transformationstheorie bezieht sich auf 
oszillatorische Diffgen (q), (Q) mit dem üefinitionsintervall ( oo, oo). 
„Oszillatorisch" soll heissen, dass die Integrale von (q), (Q) in beiden 
Richtungen unendlich oftmal verschwinden. In diesem Falle definiert 
man im Intervall (— oo, oo), vermöge linearer Abbildungen der Integral­
räume r, R der Diffgen (q), (Q) aufeinander und vermöge geeigneter 
Zuordnung von Nullstellea je zwei entsprechender Integrale y£r, Y£R3 

gewisse Funktionen, die sogen, allgemeinen Dispersionen der Diffgen (q), 
(Q). Diese sind genau die im Intervall (— 00 ,00) definierten Lösungen 
der Diffgen (Qq), (qQ). Zwischen diesen Lösungen und denjenigen der 
Diffgen (qq), (QQ) bestehen bemerkenswerte Zusammenhänge, die bei 
Einführung einer geeigneten algebraischen Operation, als Struktureigen­
schaften eines algebraischen Systems gedeutet werden können. 

Die vorliegende Arbeit enthält eine Bearbeitung dieser Erkenntnisse. 
Sie bildet einen Beitrag zu den in meinen früheren Arbeiten über die 
erwähnte Transformationstheorie erzielten Ergebnisse im Falle oszillato­
rischer Diffgen (q), (Q). 1) 

II. Vorbereitung 

1. Allgemeines. In diesem Kapitel wollen wir die zum Verständniss 
der weiteren Überlegungen notwendigen Vorkenntnisse zusammenstellen. 

Wir betrachten in den folgenden Ausführungen lineare oszillatorische 
Diffgen 2. Ordnung vom Jacobischen Typus 

(q) y' = q(t)y 

mit stetigen „Trägern" q(t) in dem Intervall / = ( — 0 0 , 0 0 ) . 
Es sei (q) eine Diffg dieser Art. 
Unter einem Integral der Diffg (q) verstehen wir stets eine im 

(ganzen) Intervall j erklärte Lösung von (q). Das Integral y = 0 schliessen 
wir von unseren Betrachtungen aus. 

Unter einer Basis (w, v) der Diffg (q) verstehen wir eine zweiglie­
drige Folge von (linear) unabhängigen Integralen «, v von (q). 

Unter dem Integralraum der Diffg (q) verstehen wir die aus allen 
Integralen von (q) bestehende Menge. Unter einer Basis des Integralrau­
mes der Diffg (q) verstehen wir eine Basis dieser Diffg. 

2. Phasen. Unter einer ersten Phase einer Basis (w, v) der Diffg (q) 
versteht man jede im Intervall / stetige und daselbst mit Ausnahme der 
Nullstellen des Integrals v der Gleichung tg a — u: v genügende Funktion a . 

Ähnlich definiert man veimöge der Formel tgß = u':v' die zweiten 
Phasen ß der Basis (u, v). Die im Folgenden in Betracht kommenden 
Phasen sind stets die ersten Phasen. Aus diesem 'Grunde sprechen wir im 
Weiteren kürzer von Phasen anstatt von ersten Phasen. 

) Man vergleiche das Literaturverzeichnis in [1]. 
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Die Phasen der Basis (u, v) bilden ein abzählbares System, das 
sogen, (erste) Phasensystem der Basis (u, v)s dessen Elemente sich vonei­
nander um ganzzahlige Vielfache der Zahl n unterscheiden. 

Es sei a eine Phase der Basis («, v). 
Die Funktion a hat im Intervall j folgende Eigenschaften: 
1. a ist von beiden Seiten unbegrenzt; 2. a£C3; 3. a =4=0. 
Ferner bestehen im Intervall / die Formeln: 

, s ina _ cosa 
(1) u E \ w , , J v s\ w ! , 3 

1 a \ a 

wobei £ = 4- 1 und w ( uv — u'v) die wronskische Determinante der 
Basis (u, v) bezeichnet. Die Phase a heisst eigentlich oder uneigentlich 
bezüglich der Basis {u, v)> jenachdem ob £ = + 1 oder E = — 1 ist. 

Zwischen der Phase a und dem Träger q der D i f f g (q) bestehen 
an jeder Stelle t£j die Beziehungen: 

(2) q (0 - — ja, t) — a'2 (0 bzw. q (t) — {tg a , t). 

Unter einer Phase der Diffg (q) versteht man eine Phase irgendeiner 
Basis von (q). Z u beliebigen Zahlen tQ; aQS a'0(^=0)i ctg gibt es genau 
eine Phase a der Di f fg (q) mit den Anfangswerten: a(tQ) = aQi a ' ( r 0 ) = 
= aQ9 a"(tQ) aQ ([2]). 

Jede im Intervall j erklärte aPhasenfunktion u a , d .h . eine Funktion 
a mit den obigen Eigenschaften 1. — 3. stellt eine Phase einer D i f f g (q), 
u . zwar derjenigen mit dem vermöge der Formeln (2) bestimmten Träge r 
qs dar. 

3. Zentraldispersionen von der ersten Art. Unter der Zentraldispersion 
(Zldsion) von der ersten Art und mit dem Index v ( = 0 , 4 : 1, ± 2 , . . . ) der 
D i f f g (q) versteht man die im Intervall j folgendermassen definierte 
Funktion g?w(0

: 

A n jeder Stelle t£j ist der Wert q>n(t), <p_n (f) der Zldsion <pn bezw. 
(P—n(

n== 1J 2,...) die H-te mit t rechtsseitig bezw. linksseitig konjugierte 
Zahl (erster A r t ) . M . a. W . : Betrachtet man ein an der Stelle t ver­
schwindendes Integral y der D i f f g (q), so stellt q> (t) bezw. <p_n(t) die 
w-te rechts bezw. links von t liegende Nullstellen vony. <pQ(t) bezeichnet 
die Funktion t. 
j Insbesondere heisst die Funktion <p{ die Fundamentaldispersion von 
er ersten Art der D i f f g (q); sie wird kürzer mit <p bezeichnet. 

Neben den oben erklärten Zldsionen von der ersten Art gibt es 
Zldsion von der 2., 3., 4. Ar t der D i f f g (q). Die im Folgenden i n Be­
tracht kommenden Zldsionen sind stets Zldsionen von der ersten Ar t . 
Aus diesem Grunde sprechen wir i m Weiteren kürzer von Zldsionen der 
Di f fg (q) anstatt von Zldsionen von der ersten Art . 
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Es sei (p„ {v = 0, 4- 1, + 2,...) eine beliebige Zldsion der Diffg (q). 
Die Funktion <pv hat im Intervall / folgende Eigenschaften: 

1. 9>v(0>9Vi(0; 2. ^ 0 6 C 3 , 3. ^ ( 0 > 0 ; 

4. lim q> (t) = — oo, lim q> (t) — oo. 
r->— oo r->oo 

Die zu <pv inverse Funktion «p- 1 fällt mit <p_v zusammen. 
Jede Phase a der Diffg (q) steht im Intervall j mit der Zldsion ^ 

in folgender (sogenannter abelscher) Beziehung: 

(3) a <pv (t) = a(i) + vK sgn a'. 

4. Z)ze schwarzsehe Ableitung. Wir betrachten im Intervall /beliebige 
Funktionen X , V£ C 3 , deren Ableitungen X\ Y' stets von Null ver­
schieden sind: X'=£0=f=Y'. 

Wir erinnern an die folgenden Eigenschaften der schwarzsehen 
Ableitungen: 

1. Die schwarzsehe Ableitung der zusammengesetzten Funktion 
X(Y(t)) (kürzer: XY) erfüllt an jeder Ställe t£j die Formel: 

(4) {XY, T} = {X, Y(t)}Y'2(t) + {Y9 t). 

2. Die schwarzsehen Ableitungen {X, t}, {Y> t) fallen im Intervall/ 
dann und nur dann zusammen, also: {X, t) = {Y, t), wenn die Funktionen 
X, Y miteinander projektiv zusammenhängen: 

(5) y w ° c " ^ ' ' t c ' 2 ; 
C2l X \t) "T c22 

cii> c\2i c2ii c22
 = Konst. 

III. Lineare Abbildungen der Integralräume der Diffgen (q) (Q) 
aufeinander 

5. Einleitung. Wir betrachten zwei oszillatorische Diffgen (q), (Q) 
im Intervall / = (— oo, oo). r, R seien ihre Integral räume, (u3v)3 (U, V) 
beliebige Basen von r, R und w, W die wronskischen Determinanten 
dieser Basen. 

Jedes Integral y£r von (q) hat in bezug auf die Basis (w, V) be­
stimmte konstante Koordinaten cl9 c2: y = cxu + c2v, und dasselbe gilt 
von jedem Integral Y£ R von (Q): Y = ClU + C2V. Umgekehrt gehört 
zu jeder zweigliedrigen Folge von Konstanten cx, c2 bezw. C l 5 C 2 genau 
ein Integral y£r von (q) bezw. genau ein Integral Y£R von (Q) mit den 
Koordinaten c l 9 c2 bezw. Cls C2. 
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W i r definieren nun eine lineare Abbildung (kurz: 1. Abg) p des 
Integralraumes r auf den Integralraum R so, dass wir jedem Integral 
y£r von (q), 

y lu + ßV, 

das mit denselben Konstanten X, ß gebildete Integral Y£R von (Q) 
zuordnen: 

Y-XU+MV. 

Das B i ld Y vonjyin der 1. Abg.p bezeichnen wir py, also: Y=py\ 
gelegentlich schreiben wir auch y-*Y (p), kürzer : y Y. Die Basen 
(u,v), (U, V) nennen wir die erste bezw. zweite Basis der L Abg. p. Of ­
fenbar haben w i r : u-+U3 v-+V (/>). Wir sagen, die 1. Abg. p sei durch 
die Basen (w, v), {U, V) (in dieser Anordnung) bestimmt; dies drücken 
wir auch so aus: p = [u-+U, v-± V\. Die Zahl w: W heisst die Charak­
teristik der 1. Abg p\ Bezeichnung: ip. 

Die 1. Abg. p ist auch durch eine beliebige erste Basis (üs v) und 
die zweite Basis (pü, pv) bestimmt, also:/) = [ü-t-pü, v->pv]. Die wron-
skischen Determinanten der Basen (ä 5 v), (pü, pv) unterscheiden sich von 
K>, W durch dieselbe von N u l l verschiedene multiplikative Konstante; 
wir sehen: die Charakteristik der 1. Abg p hängt von der Wahl ihrer 
Basen nicht ab. 

In der 1. Abg p werden zwei voneinander unabhängige Integrale 
der D i f f g (q) auf ebensolche Integrale von (Q) abgebildet. Die Bilder 
von zwei voneinander abhängigen Integralen der D i f f g (q) sind vonein­
ander abhängig und unterscheiden sich voneinander durch dieselbe mul­
tiplikative Konstante wie ihre Urbilder. 

V o n zwei 1. Abgen des Integralraumes r auf den Integralraum R 
sagen wir, sie haben denselben oder den entgegengesetzten Charakter, 
jenachdem ob ihre Charakteristiken dasselbe Vorzeichen haben oder nicht. 

Es sei c=f=0 eine beliebige Zahl. Die durch die Basen (w, z>), (c U9 cV) 
bestimmte 1. Abg bezeichnen wir mit cp, also: cp = [u -> cU, c-+cV], 
Diese 1. Abg bildet jedes Integral y£r von (q) auf das Integral c.py^R, 
also auf ein von py abhängiges Integral von (Q) ab. Wir sagen, die 1. 
A b g cp sei linear abhängig, kürze r : abhängig, von p; gelegentlich nennen 
wir sie eine Abänderung von p. Die Charakteristik von cp ist (1 : c2). (zo: W), 
also: ycp = (l:c2)%p. Folgl ich haben die 1. Abgen p und cp denselben 
Charakter. Die Nullstellen der Bilder jedes Integrals y£r von (q) in den 
1. Abgen p und cp sind offenbar dieselben. 

6. Neben der 1. Abg p wollen wir nun eine 1. Abg P des Inte­
gralraumes R von (Q) auf den Integralraum R einer weiteren D i f f g (Q) 
betrachten. 

F ü r die erste Basis von P dürfen wir (U, V) wäh len ; die zweite sei 
(£7, V):P = [U-+ Ut V\. M i t W bezeichnen wir die wronskische De­
terminante von (U, V). W i r haben also: %P = W: W. W i r zeigen: 
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Die zusammengesetzte Abbildung P = Pp des Integralraumes r auf 
den Integralraum R ist die 1. Abg P = [uU, v-+V]. Ihre Charakte­
ristik ist das Produkt von % P, %p, also: 

(6) XPP-XP-XP-

In der Tat, es sei y£r ein beliebiges Integral von (q) und ferner 
Y' = pyt y — P F . Sodann bestehen die mit geeigneten Konstanten A, /u ge­
bildeten Beziehungen: 

y = Xu + fj<D, Y=XU+juV, Y=XU + MV9 

und aus ihnen folgt der eme Teil unserer Behauptung. Die Charakte­
ristik yP ist offenbar w.W { (w: W) (W: W)), womit auch der zweite 
Teil bewiesen ist. 

Die zu der 1. Abg p inverse Abbildung p~x des Integralraumes R 
auf den Integralraum r ist die 1. Abg p~l = [U-*u, V-+v]. Ihre Cha­
rakteristik ist der reziproke Wert von p> also: 

(7) XP-1 = (XP)'1-

In der Tat, die zu der 1. Abg p inverse Abbildung p~l des Inte­
gralraumes R auf den Integralraum r ist so definiert, dass p~1 p die 
identische Abbildung e des Integralraumes r auf sich darstellt: p~*p=e. 
Daraus folgt der erste Teil unserer Behauptung. Nun ist offenbar 
e = [u-+u, v-+v]t ye — 1. Folglich ist nach (6) (für P = p~l) auch der 
zweite Teil richtig. 

7. Die obigen Betrachtungen kommen natürlich auch dann zu Gel­
tung, wenn einige von den Diffgen (q), (Q), (Q) und folglich auch die 
entsprechenden Integralräume r, R> R zusammenfallen. 

Betrachten wir insbesondere den Fall Q = Q = q, R — R = r. In 
diesem Falle handelt es sich um 1. Abgen des Integralraumes r der 
Diffg(q) auf sich. Eine solche 1. Abg p ist durch eine erste und zweite 
Basis (w, v)3 (£/, V) der Diffg (q) in dem obigen Sinne bestimmt: 
p = [u-+Uy v-+V\. Die aus zwei 1. Abgen p — [u-^Vt v-+V], P — 
= [U-*-Us V-+V] des Integralraumes r auf sich zusammengesetzte Ab­
bildung Pp ist die 1. Abg Pp — [u-+ Us v -> V] von r auf sich und es 
gilt eine Formel wie (6). Die 1. Abg p~x V->-v] ist die zu p 
inverse 1. Abg des Integralraumes r auf sich und es b.steht eine Formel 
wie (7). Ferner gilt: p~lp = es ye = 1. 

8. Bestimmung der 1. Abgen vermöge Phasen. Tis sei p = [u —• U, v -> V] 
eine 1. Abg des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum Rvon (Q). 

Wir wählen beliebige (erste) Phasen a , A der Basen (u, v)y (U3 V) 
der I. Abg p. Sodann haben wir nach (1): 
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sina . cosa 

(8) — t V W\T7~\- v = e ] w TUT 
sin A ,, cos A 

U=E\ W-rr-r, V-E]/\W . , 
\\A \ A 

c, E sind gleich + 1 oder — 1, jenachdem ob die Phasen a, A bezüglich 
der Basen (u, v), (U} V) eigentlich sind oder nicht. 

Die mit beliebigen Koordinaten X = y cos k2i ju = y sin k2(y>0, 
0<!^2<C2jr), in bezug auf die Basen (w, v\ (CT, V) gebildeten Integrale 
y = Xu + juv (6 r), Y = XU - f ju V (6 R) von (q)a (Q) können offenbar so 
ausgedrückt werden: 

, sin (a + k2) sE , sin {A + k2) , — N 

W l a ' | 1 1 ^ 

W i r sehen: Bei jeder Wahl der Phasen a, A der Basen («, v), (U,V) 
der 1. Abg p ist die 1. Abg p durch die Formel jy-* Y gegeben; ys Y 
stellen je zwei mit beliebigen Konstanten ^(^0), 0-<& 2<2;7rim Sinne 
der Formeln (9) definierte Integrale der Diffgen (q), (Q) dar. 

W i r nennen eine zweigliedrige Folge (a, A) von Phasen der Basen 
(u, v)y (U, V) der 1. Abg p eine Phasenbasis von p. Bei jeder Wahl der 
Phasenbasis (a3 Ä) der 1. Abg p bestehen also für je zwei Integrale^ £ r, 
Y = py£R die mit denselben Konstanten k[} k2 gebildeten Formeln (9). 

Aus den Formeln (8) erhalten wir die Beziehung: 

(10) sgnxp = sgn a . sgn Ä. 

W i r sehen: Die Charakteristik iP ist positiv, wenn beide Phasen a, A 
wachsen oder abnehmen; sie ist negativ, wenn eine von diesen Phasen 
wächst und die andere abnimmt. 

Wi r haben gesehen (Nr. 5), dass die 1. Abg p auch durch eine 
beliebige erste Basis (17, v) der Di f fg (q) und die zweite Basis (/>«, pv) 
bestimmt werden kann. Daraus geht hervor: Als erstes Gl ied einer Pha­
senbasis ( a , A) der 1. Abg p kann eine beliebige Phase a der D i f f g (q) 
gewählt werden; sodann ist das zweite Glied A bis auf ganzzahlige Vie l ­
fache der Zahl n eindeutig bestimmt. 

9. W i r wollen nun wieder neben der 1. Abg p eine 1. A b g P des 
Integralraumes R von (Q) auf den Integralraum R einer weiteren Di f fg 
(Q) betrachten. 

Es sei (a, A) eine Phasenbasis von p und (A, A) diejenige von P. 
e3 E3 E sollen für die Phasen a , A, A die übliche Bedeutung haben. 
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Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Sätze: 
Die zusammengesetzte 1. Abg Pp des Integralraumes r auf den 

Integralraum R lässt die Phasenbasis ( a , A) zu und es bestehen für je 
zwei Integrale y £ r, Y = Ppy 6 R die Formeln: 

sin (a -f k2) sEE sin (A'+k2) 

(11) y - k , ^ , Y = U T ~ k i — y _ , . 

Die zu der 1. Abg p inverse 1. Abg p~1 des Integralraumes auf 
den Integralraum r lässt die Phasenbasis (A, a) zu und es bestehen für je 
zwei Integrale Y£RS y = p~l Y£r die Formeln: 

sin (A + &2) ,/ s i n (a + ^2) 

(12) Y = k, ^ Ä~-,y = EE}! xp\k—y o f | . 

Jede Phasenbasis der identischen 1. Abg £ des Integralraumes r auf 
sich ist offenbar: ( a , a + « J T ) , n ganz; a ist eine (beliebige) Phase der 
D i f f g (q). 

10. Oben haben wir zu jeder 1. Abg p des Integralrafumes r auf den 
Integralraum R zweigliedrige Folgen von Phasen a, A der Diffgen (q), 
(Q), die Phasenbasen von p, zugeordnet, u. zwar so, dass sich jedes In ­
tegral y £ r und sein B i l d Y = py 6 R vermöge der Formeln (9) ausdrücken 
lassen. 

Umgekehrt folgt aus den Formeln (8), (9): 
Beliebige Phasen a, A der Diffgen (q), (Q) bilden eine Phasenbasis 

(a, A) unendlich vieler voneinander abhängiger 1. Abgen cp (c=f=Q>) des 
Integralraumes r auf den Integralraum R. Man erhält die Basen (w, v)y 

{U, V) einer 1. Abg p aus diesem System im Sinne der Formeln (8), bei 
beliebiger Wahl der Konstanten e, E = ± 1 ; w, W {4= 0)J U I * d es gelten 
für jedes Integral y£r und sein B i ld Y = py£R Formeln wie (9). 

11. Normierte lineare Abbildungen. W i r übernehmen die obigen Be­
zeichnungen. 

Es seien p = [u Us v-+V], P=[U-+U, V-* V] beliebige 1. Abgen 
des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von (Q) bezw. des 
Integralraumes R auf den Integralraum R ron (Q). Ferner seien ( a , A\ {AyA) 

• irgendwelche Phasenbasen dieser 1. Abgen p, P. 
Es seien z, Z£j beliebige Zahlen. 
W i r nennen die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen z> Z (in 

dieser Anordnung), wenn sie jedes Integral y£r von (q), welches an der 
Stelle z verschwindet, auf ein an der Stelle Z verschwindendes Integral 
Y£R von (Q) abbildet. M . a. W., wenn aus y(z)=0 die Beziehung 
py(Z) = 0 folgt. 
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Offenbar ist die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen Z , 
wenn sie ein (einziges) Integral y 6 r von (q), welches an der Stelle z 
verschwindet, auf ein an der Stelle Z verschwindendes Integral Y £ R 
von (Q) abbildet. 

Man sieht: Ist y £ r ein beliebiges Integral von (q) und Y£ R sein 
Bi ld in der 1. Abg p, so ist die 1. Abg p normiert in bezug auf jede 
Nullstelle von y und jede Nullstelle von Y. 

Ferner: Ist die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen z, Z 
so hat auch jede von p abhängige 1. Abg cp (c=f=0) dieselbe Eigenschaft. 

Wichtig ist der folgende 
S a t z . Die 1. Abg p ist normiert in bezug auf die Zahlen z, Z dann 

und nur dann, wenn sich die Werte a (z), A (Z) der Glieder von {a, A) 
an den Stellen z, Z um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl n unterscheiden, 
also : a (z) — A (Z) = nn, n ganz. 

B e w e i s . Es sei y£r ein an der Stelle z verschwindendes Integral 
von (q), also y(z) = 0, und ferner Y py£R sein B i ld in der 1. Abg p. 
Es bestehen also die mit geeigneten Konstanten kx, k2 gebildeten Formeln 
(9) und die Zahl a(z) + k2 ist ein ganzzahliges Vielfaches von n. 

Ist die 1. Abg p normiert in bezug auf die Zahlen z, Zs so gi l t : 
Y{Z) = 0. Sodann ist die Zahl A (Z) -f k2 ein ganzzahliges Vielfaches von 
n und dasselbe gilt offenbar auch von der Zahl a{%) — A{Z). 

Ist umgekehrt a(z) — ^l(Z) ein ganzzahliges Vielfache von st, so 
gilt dies auch von der Zahl A (Z) + k2 und daraus folgt: Y[Z) ~ 0. 
Damit ist der Beweis beendet. 

Ferner zeigen w i r : 
Ist die 1. Abg p normiert i n bezug auf die Zahlen z, Z, so ist sie 

auch normiert in bezug auf je zwei Zahlen z, Z£j von denen z mit z 
und Z mit Z konjugiert ist. Wenn umgekehrt p in bezug auf die Zahlen 
z, Z und zugleich in bezug auf zwei Zahlen 1, Z £j normiert ist, wobei 
z mit z oder Z mit Z konjugiert ist, so ist z mit z und Z mit Z kon­
jugiert. 

B e w e i s . Die 1. Abg p sei normiert in bezug auf die Zahlen z,Z, 
also: a {z) — A (Z) — nn, n ganz. 

a. Es seien z,Z£j beliebige Zahlen, von denen z mit z und Z mit 
Z kod|ugiert ist. W i r haben also I <pv{z), Z = &N(Z), wobei <pv, <J>N 

geeignete Zldsionen der Diffgen (q) bezw. (Q) bezeichnen. N u n ergibt 
die abelsche Funktionalgleichung (3): 

a (z) = a (s) + VTI . sgn a', A (Z) = A (Z) + Nn . sgn Ä. 

W i r sehen, dass die Zahl a (z) — A{Z) ein ganzzahliges Vielfaches von n ist. 
b. Es sei p in bezug auf die Zahlen z, Z normiert und z. B . die 

Zahl I mit z konjugiert. Sodann ist a(z) — A(Z) ein ganzzahliges V i e l -

Anale—Matemattca 15 
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faches von n und dasselbe gilt (nach der abelschen Funktionalgleichung) 
von der Zahl a(z)— a{z). W i r haben also: A{Z)— A (Z) =mn3 m ganz, 
und diese Beziehung ergibt, im Hinblick auf die abelsche Funktional­
gleichung : Z = <PM(Z)3 mit M = m . sgn Ä> 

Ferner überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der folgenden 
Aussagen: 

Sind die 1. Abgen p3 P normiert in bezug auf die Zahlen z, Z 
bezw. Z , Z , so ist die zusammengesetzte 1. Abg Pp normiert i n bezug 
auf z, Z. 

Ist die 1. Abg p normiert i a bezug auf die Zahlen z> Z , so ist die 
inverse 1. Abg p~x normiert in bezug auf Z , z. 

Ist die identische 1. Abg e des Integralraumes r auf sich normiert 
in bezug auf die Zahlen z, Z , so sind diese miteinander konjugiert. 

12. W i r zeigen: 
Ist die 1. Abg p des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum 

R von (Q) normiert in bezug auf die Zahlen z3 Z£j3 so besitzt sie eine 
Phasenbasis (a, Ä), deren Glieder an den Stellen z bezw. Z verschwinden: 
a (z) = 0, A (Z) - 0. 

B e w e i s . Nehmen wir an3p sei normiert in bezug auf die Zahlen z3 Z. 
W i r wissen, dass man als erstes Gl ied einer Phasenbasis von p eine 

beliebige Phase von (q) wählen darf, wonach dann das zweite Glied bis 
auf ganzzahlige Vielfache der Zahl n eindeutig bestimmt ist. Wählen wir 
also als erstes Glied einer Phasenbasis ( a , A) von p eine beliebige Phase 
a von (q), die an der Stelle z verschwindet: a(z) = 0. Sodann gilt, da 
p i n bezug auf z3Z normiert ist: A0(Z) nn> «ganz . Ersetzt man nun die 
Phase A0 von (Q) durch A = A0 — nns so bilden die Phasen «, A eine 
Phasenbasis von p mit der erwünschten Eigenschaft. 

W i r nennen eine Phasenbasis (Q, A) einer in bezug auf die Zahlen zs 

Z , normierten 1. Abg p3 kanonische Phasenbasis in bezug auf die Zahlen z, 
Z , falls ihre Glieder a , A an den Stellen z3 Z verschwinden: a (z) = 0, 
A{Z) = 0. 

Offenbar gelten dis folgenden Aussagen: 

Sind (a, A)3 (A3 A) kanonische Phasenbasen der 1. Abgen p}P in 
bezug auf die Zahlen z3 Z , bezw. Z , Z , so stellt (a, A) eine kanonische 
Phasenbasis der 1. Abg Pp i n bezug auf die Zahlen z, Z dar. 

Ist (a, A) eine kanonische Pbasenbasis der 1. Abg p in bezug auf 
die Zahlen z, Z , so stellt {A3 a) eine kanonische Phasenbasis der inversen 
1. Abg. p~x i n bezug auf die Zahlen Z , z dar. 

Jede kanonische Phasenbasis der identischen 1. Abg e des Integral­
raumes r auf sich in bezug auf die Zahlen z3 <pv (z) hat die Form 
(a3 a<p—v), wobei a eine an der Stelle z verschwindende Phase der D i f f g 
(q) bezeichnet: a(z) = 0. 
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IV . Allgemeine Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q) 

W i r kommen nun zu der eigentlichen Theorie der allgemeinen 
Dispersionen der Diffgen (q), (Q). W i r übernehmen die obigen Begriffe 
und Bezeichnungen. 

13. Die Grundzahlen und Grundintervalle der Diffg (q). Es sei tQ 67 
eine beliebige Zahl. Ferner sei tv die v-te mit tQ konjugierte Zahl, also 
r v = g? v(f 0); v = 0, + 1, ± 2,... Die Zahlen tv sind also die Nullstellen 
jedes an der Stelle t0 verschwindenden Integrals v von (q): tv fällt mit 
tQ zusammen oder sie stellt die v-te nach t0 folgende oder dieser Zahl 
vorangehende Nullstelle von v, jenachdem ob v—0 oder v >0 oder v<<0 ist. 

W i r nennen £„ die v-te Grundzahl der Diffg (q) in bezug auf tQ, 
kürze r : die r-te Grundzahl. 

Das Intervall jv = [tv, fv+i) bezw. jv = (tv—\} tv] nennen wir das 
v-te rechtsseitige bezw. linksseitige Grundintervall der Diffg (q) in bezug 
auf tQ} kürzer : das v-te rechtsseitige bezw. linksseitige Grundintervall der 
Diffg q in bezug auf t0 kürzer : das v-te rechtsseitige bezw. linksseitige 
Grundintervall. 

Offenbar haben die Grundintervalle jv und /„ genau die Zahl tv 

gemeinsam; das Innere von j\ fällt mit dem Inneren von / v + i zusammen. 
Jede Zahl r £ ( — 0 0 , 00) liegt in einem wohlbestimmten Grundin­

tervall j\ bezw. / „ ; im Falle t = r v haben wir fi — v, im Falle t=j=t^\ 
in — v + 1. Insbesondere liegt jede Nullstelle eines beliebigen_ Integrals 
y von (q) in einem wohlbestimmten Grundintervall /„ bezw. ; umge­
kehrt enthält jedes Grundintervall jv bezw. /„ genau eine Nullstelle von y. 

14. Der Dispersionsbegriff. W i r wollen nun jeder normierten 1. Abg 
p des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von(Q) eine in 
dem Intervall / — (— 00, 00 ) definierte Funktion X zuordnen. 

Es sei p eine in bezug auf die (beliebig gewählten) Zahlen t0,T0£j 
normierte 1. Abg des Integralraumes r auf den Integralraum R. 

M i t r v , r v bezeichnen wir die Grundzahlen der Diffgen (q), (Q) 
in bezug auf t0i T0; mit / v , Jv die rechtsseitigen und mit jv, Jv die 
linksseitigen Grundintervalle der Diffgen (q), (Q) in bezug auf 10, 7*0; 
v = 0, + 1, + 2,.... 

Es sei — 0 0 , 00 ) eine beliebige Zahl und y ein an der Stelle t 
verschwindendes Integral der D i f f g (q); die Zahl t liegt in einem wohl-
bestimmten rechtsseitigen y-ten Grundintervall /„. 

N u n definieren wir den Wert X{t) der Funktion X an der Stelle 
t3 je nach dem Falle #/>>»0 oder %/><C0, so: 

Im Falle yp > 0 ist X{t) die in dem rechtsseitigen v-ten Grundin­
tervall Jv liegende Nullstelle des Integrals py von (Q); 

Im Falle ^p < 0 ist X (t) die in dem linksseitigen — i>-ten Grund­
intervall J L W liegende Nullstelle des Integrals py von (Q). 

Die Funktion X nennen wir die allgemeine Dispersion der Diffgen 
(q), (Q) (in dieser Anordnung) in bezug auf die Zahlen tQj T0 und die 
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/. Abg p ; kü rze r : die allgemeine Dispersion (a. Dsion). Die Zahlen r v , 1\ 
sind die Grundzahlen und insbesondere tQi T0 die Anfangszahlen der a. 
Dsion X. Die 1. Abg p heisst die Erzeugende von X. Im Falle ^/>>0 
nennen wir die a. Dsion X direkt, im Falle %p<0 indirekt. Im Falle 
Q = q sprechen wir kürzer von der a. Dsion X der D i f f g ( q \ 

Die a. Dsion der Dif fgen (q), (Q) in bezug auf dieselben Zahlen 
t0i Tö und eine von p abhängige 1. Abg cp (c=j=0) fällt mit X zusam­
men, da die 1. Abg cp wieder in bezug auf r 0 , 7^ normiert ist und die 
Nullstellen der Bilder py, cpy jedes Integrals y von (q) dieselben sind. 

W i r sehen: Die a. Dsion X ist durch ihre Anfangszahlen t0i T0 

und die Erzeugende p eindeutig bestimmt. 
Offenbar gelten, je nach dem Falle %p > 0 oder yp < 0 die Formeln 

(13) X(t„) = Tv oder X(tv) = 7*_v, 

und ferner, an jeder Stelle t£(tVi tv+\): 

(14) X(t)Z(Tv, Tv+l) oder X(06(7'_ v_ 1 , r_v), 

(» = 0, ± 1, ± 2,...). 

15. Eigenschaften der allgemeinen Dispersionen. Grundlegend für die 
Theorie der a. Dsionen ist der folgende 

S a t z . Es sei X die a. Dsion mit den Anfangszahlen t0s T0 und der 
Erzeugenden p. Ferner sei (a, A) eine kanonische Phasenbasis von p in bezug 
auf die Zahlen t0, T0. Sodann erfüllt die a. Dsion X im Intervall (— oo, oo) 
die Funktionalgleichung : 

(16) a(t) = A(X(t)). 

B e w e i s . Es sei JC 6 (— oo, oo) eine beliebige Zahl. Dieselbe liegt i n 
einem wohlbestimmten Intervall / v . Folglich haben wir , im Hinbl ick auf 
a (t0) = 0 : 

(17) v;r<a(x) < [v + 1) oder — (v + 1) n < a (*) < — VJI , 

jenachdem ob sgna' = 4-1 oder =» — 1 ist. 
Es sei y£r ein an der Stelle x verschwindendes Integral der D i f f g 

(q). Dasselbe ist vermöge der mit geeigneten Konstanten kx, k2 gebildeten 
Formel (9) gegeben. Da y(x) = 0 ist, so haben w i r : 

(18) a (x) -f k2 = nn, n ganz. 

Das Integral Y=py£R von (Q) ist vermöge der mit denselben 
Konstanten kx 3 k2 gebildeten Formel (9) gegeben. N u n ist aber nach der 
Defini t ion von X die Zahl X (x) eine Nullstelle des Integrals Y. W i r 
haben also: 
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(19) A(X{x)) + k2 = Nn, N ganz. 

Aus den Beziehungen (18), (19) folgt: 

(20) a (x) — A (X (*)) = mjij m ganz. 

Nun unterscheiden wir zwei Fälle, jenachdem ob > 0 oder ip < 0 ist* 
Im Falle %p>0 liegt die Zahl X(x) im Intervall^. Folglich haben 

wir, im Hinblick auf Ä(TQ) — 0: 

(21) vn < A (X (*)) < (v + 1) n oder — (v + 1) n < A (X (x)) < - vn, 

jenachdem ob sgn ,4 = 4-1 oder — 1 ist. 
Da nun (nach (10)) sgn </. sgn A = 4- 1 ist, so bestehen die ersten 

Ungleichungen (17) und (21) oder die zweiten. In beiden Fällen erhalten 
wir aus diesen Ungleichungen: 

(22) - n<a(x)-A{X(x))<n. 

Dies ergibt, zusammen mit (20): a (*) — A (X (*)) = 0. 
Im Falle %p < 0 liegt die Zahl X (x) im Intervall J _ v . Folglich haben 

wir ähnlich wie oben: 

(23) -(vi- l )rc<M(X(*))< — vn oder vn<A(X(x))<(v + 1)^, 

jenachdem ob sgn . 4=4-1 oder = — 1 ist. 
Nun ist (nach (10)) sgn a . sgn A — — 1 und folglich bestehen 

die ersten Ungleichungen (17) und die zweiten (23) oder die zweiten 
Ungleichungen (17) und die ersten (23). In beiden Fällen erhalten 
wir aus diesen Ungleichungen wieder die Formeln (22) und ferner: 
a(x) — A(X(x)) = 0. 

Damit ist der ßeweis beendet. 
Die Bedeutung der Funktionalgleichung (16) besteht darin, dass 

man bei ihrer Anwendung Eigenschaften der a. Dsionen vermöge deren 
der Phasen der Diffgen (q), (Q) zu ermitteln vermag. 

Wir betrachten eine a. Dsion X. Es seien r0, T0 ihre Anfangszahlen 
und p die Erzeugende. Ferner sei (a, A) eine kanonische Phasenbasis 
der 1. Abg p in bezug auf die Zahlen tQ, T0. Nach dem obigen Satz 
gilt also im Intervall (—oo, oo) die Funktionalgleichung (16). 

1. Es besteht für r£(—oo, oc) die Formel: 

(24) X(t) = A-*a<it); 

A~T bedeutet natürlich die zu der Phase A ioverse Funktion. 
Dies folgt unmittelbar aus der Funktionalgleichung (16). 
2. Die Funktion X wächst im Intervall (—oo, oo) von —oo nach oo 

oder nimmt in diesem Intervall von oo nach — oo ab, jenachdem ob sie 
direkt oder indirekt ist. 
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In der Tat, ist z. B. die a. Dsion X direkt, so gilt (nach (10)): 

sgn a. sgn A — f- 1. Wir sehen, dass beide Funktionen a , A im Inter­
vall (— oo, oo) wachsen von — oo nach oo oder beide nehmen von oo 
nach —oo ab. Daraus folgt im Hinblick auf (24) der entsprechende 
Teil unserer Behauptung. 

3. Die zu der a. Dsion X inverse Funktion X~l ist die von der zu p 
inversen 1. Abg p~x erzeugte a. Dsion x(T) der Diffgen (Q), (q), mit den 
Anfangszahlen 7 0 , t0. 

Beweis. Die Formel (24) zeigt, dass die zu X inverse Funktion 
X~x die folgende ist; 

X-*{T)-<rlA{T). 

Nun ist aber (A3 a) eine kanonische Phasenbasis der zu p inversen 
1. Abg p 1 in bezug auf die Zahlen T0, tQ (12). Daraus folgt: X~l(T) = 
-x(T). 

4. Die a. Dsion X ist im Intervall (— oo, oo) dreimal stetig differen­
zierbar und es bestehen an je zwei homologen (d. h. durch die Beziehungen 
X—X(t)t t X~] (X) an einander gebundenen) Stellen t, X£(—oo, oo) 
insbesondere die Formeln: 

X'(t)= a . ' W ; X"(t)= 1 [a"(t)A2(X)-a'2(t)A(X)]i  
K A(X) W AHX) 

(25) , K J 

A'(X) ^ff\ > Ä(x) - * , W (0 X' (0 - X" (0 «' (0]. 
x (0 xj(t) 

In der Tat, der erste Teil unserer Behauptung folgt unmittelbar 
aus der Formel (24), da die Funktionen a, A im Intervall (— oo, oo) 
dreimal stetig differenzierbar sind. Den zweiten Teil erhält man vermöge 
zweimaliger Differentiation der Funktionalgleichung (16). 

5. Die erste Ableitung X' der a. Dsion X ist im Intervall (— oo, oc) 
stets positiv oder stets negativ^ jenachdem ob diese letztere direkt oder in­
direkt ist sgn X' = sgna'. sgn A. 

Dies folgt aus dem obigen Satz 2. und der ersten Formel (25). 
6. Es besteht für t£(—oo, oo) die Formel: 

(26) = O 0, + l , + 2 , . . . ) 

(pv, </>» bezeichnet die v-te Zldsion der Diffg (q) bezw. (Q). 
Beweis. Die Funktionalgleichung (16) ergibt an der Stelle rpv(t) 

die Beziehung 

«9» v(0 = AXcpv(t), 
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und ferner, im Hinblick auf (3): 

AX(t) + V7i. sgn a' AX<pv(t). 

Die links stehende Funktion kann offenbar so ausgedrückt werden: 
AX(t) -f (v.sgn o'. sgnÄ)n . sgnÄ und ferner, da sgn a . sgn Ä — s g n X ' 
ist, so: A0vsgnXr[X(t)]. W i r haben also: 

A$vtgnX>[X(t)]=AX<pv(t) 

und daraus folgt die Formel (26). 
7. Die a. Dsion X stellt im Intervall (—oo, oo) eine Lösung der 

nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung: 

(Qq) - {X, t) Q{X)X'2 q(t) 
dar. 

B e w e i s . Es sei t eine beliebige Zahl. Nach dem Satz in N r . 15. 
gilt an der Stelle t und in deren Umgebung die Funktionalgleichung (16). 
Bildet man hier beiderseits die schwarzsehe Ableitung, so kommt im 
Hinblick auf (4) und die erste Formel (25) die Beziehung 

{X, t) + [{A, X) + A'*(X)] X'2 {a, t) + a' 2 (f) 

heraus. Wegen (2) ist dies die Beziehung (Qq). 
Die Beziehung (Qq) nennen wir die Differentialgleichung der allge­

meinen Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q), kürzer: die a. 
Dispersionsgleichung. 

8. Die zu der a. Dsion X inverse Funktion x stellt im Intervall 
(— oo, oo) eine Lösung der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung l 

(qQ) T) + q(x)x^Q{T) 

dar. 
Dies ist im Hinblick auf die obigen Sätze 3 und 7 unmittelbar 

ersichtlich. 
Der folgende Satz bringt die Bedeutung der a. Dsionen für die 

gegenseitige Transformation von Integralen der Diffgen (q), (Q) zum 
Ausdruck. 

9. Nach eventueller Abänderung der 1. Abg p transformiert die a. 
Dsion X und die zu ihr inverse Funktion x je zwei einander entsprechende 
Integrale y = p~l Y£r und Y py£R der Diffgen (q) und (Q) ineinander, 
im Sinne der Formeln: 

(27) X O - ^ « 1 , VW y}X^ 

(f, Ti ( - o o , oo)). 
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B e w e i s . W i r wissen (Nr. 8.) dass dür jedes Integral y£r von (q) 
und sein Bi ld Y — py£R die Formeln (9) bestehen.. Aus ihnen folgt im 
Hinblick auf (16) und (25): 

y[x(T)] = eEy/ xp V A ̂ 1- Y(T) = eE V | ^ " V * T ) j Y(T). 
v I« [x(T)] 

Ersetzt man nun die 1. Abgp durch ihre Abänderung (eE: }\xP )P, 
so gelten für diese abgeänderte Erzeugende von X die Formeln (27). 

10. Wir wollen nun neben der 1. Abg p eine i n bezug auf die 
Zahlen T0s Z 0 (Z 0 beliebig) normierte 1. Abg P des Integralraumes R 
auf den Integralraum R betrachten; (A, Ä) sei eine kanonische Basis von 
P i n bezug auf T0y Z 0 . 

W i r wissen: Die zusammengesetzte 1. Abg Pp des Integralraumes 
r auf den Integralraum R ist normiert i n bezug auf die Zahlen t0, Z 0 

und lässt bezüglich dieser letzteren die kanonische Phasenbasis ( a , Ä) zu. 
Es seien X, X die von den 1. Abgen p3 P erzeugten a. Dsionen 

der Diffgen (q), (Q) bezw. (Q), (Q), mit den Anfangszahlen tQs T0 

bezw. T0s Z0. 
Wir zeigen: 
Die zusammengesetzte Funktion XX ist die von der 1. Abg Pp erze­

ugte a. Dsion X der Diffgen (9), (Q) mit den Anfangszahlen tQi Z 0 . 
B e w e i s . Aus den Formeln 

X(t) = A-la(t), X(T) = Ä-lA(T) (?, T S ( - o o , o o ) ) 

haben w i r : _ 
XX(t) -A-Xa(t). 

N u n ist aber (a, A) die kanonische Phasenbasis der 1. Abg Pp in 
bezug auf die Zahlen r 0 , Z 0 . Daraus folgt, im Hinblick auf (24): 
XX(t) -X(t). 

16. Bestimmungselemente der a. Dsionen. W i r wissen, dass durch die 
Anfangszahlen und eine in bezug auf sie normierte 1. Abg p stets genau 
eine a. Dsion bestimmt ist. Wi r wollen uns nun zunächst mit der Frage 
befassen, inwieweit a. Dsionen durch eine gegebene 1. Abg p als ihre 
Erzeugende charakterisiert sind. W i r übernehmen die obigen Bezei­
chnungen. 

1. Es sei p eine 1. Abg des Integralraumes r von (q) auf den Inte­
gralraum R von (Q). Durch die 1, Abg p ist genau ein abzählbares System 
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von a. Dsionen der Diffgen (q), (Q) mit der Erzeugenden p bestimmt. Ist 
X (t) eine a. Dsion aus diesem System, so ist dieses letztere von den Funk­
tionen X<pv(t)y v 0, + 1, + 2 ,gebi ldet . 

B e w e i s . Es sei X die a. Dsion der Diffgen (q), (Q) mit den 
Anfangszahlen tQj T0 und der Erzeugenden p. Wi r betrachten eine kano­
nische Phasenbasis (a, Ä) von p in bezug auf die Zahlen t0, T0. Es gilt 
also: a(t0) — 0, A(T0) = 0 und wir haben eine Formel wie (16). 

a. Es sei Z eine a. Dsion der Diffgen (q), (Q) mit den Anfangszahlen 
tQy Z 0 und der Erzeugenden p. Sodann haben wir Z 0 = Z(t0) und die 1. 
Abg p ist normiert i n bezug auf die Zahlen tQj Z0. Es gilt also: Z0 = 
= &v (t0)3 mit einem geeigneten Index v. 

Nun sehen wir aus der identischen Beziehung A(T) — A&-<»&v(T)9 

dass die Funktion A<P»(T) an der Stelle Z 0 verschwindet. Folglich ist 
(a, A<&—v) eine kanonische Phasenbasis der 1. Abg p in bezug auf die 
Zahlen t0i Z0> und wir haben nach (16), für ? £ ( — c o , o o ) : 

AX(t) = a(t) = A0-vZ(t). 

Aus diesen Beziehungen folgt: X(t) = 0—vZ(t) und ferner: Z{t) = 
= <I\X(t). Diese Formel ergibt im Hinblick auf (26): Z{t) = X<f±yt{t). 

b. W i r betrachten nun die mit einer beliebigen Zentraldispersion 
<pv der D i f f g (q) gebildete Funktion Xq>v. 

Da die 1. Abg p in bezug auf die Zahlen t0J T0 normiert ist, so 
gilt dies auch in bezug auf die Zahlen q)_ v (r0), T0. Aus der identischen 
Beziehung a(t) = aq)v<p-v(t) sehen wir, dass die Funktionen a<pv für 
rp—v(tn) verschwindet. Folglich ist (aq>Vi A) eine kanonische Phasenbasis 
der 1. Abg p in bezug auf die Zahlen <p_v(r0), T0. Es sei Z die a. Dsion 
der Diffgen (q), (Q) mit den Anfangszahlen <p_v (r 0), T0 und der Erzeu­
genden p. Sodann haben wir nach (16), für t£(— oo, oo): 

a p » ( 0 = AZ(t) 

und ferner 

AX{t) = a(r) - AZ<p-v(t). 

Aus diesen Beziehungen folgt: Z{t) = X<pv(t).Damit ist der Beweis 
beendet. 

Zweitens wollen wir zeigen, dass a. Dsionen der Diffgen (q), (Q) 
vermöge Anfangsbedingungen zweiter Ordnung eindeutig bestimmt werden 
können. Darüber gilt der folgende Satz: 

2. Es seien tQ; XQi X'n (=f=0), X'^ beliebige Zahlen. Es gibt genau 
eine a. Dsion X der Diffgen (q), (Q) mit den Anfangsbedingungen: 

(28) X(tQ) = XQ,X' (tQ) - X0, X" (rQ) = X?;. 
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Diese a. Dsion X ist direkt oder iudirekt, jenachdem ob X'Q > 0 oder 
X'Q<0 ist. 

B e w e i s . W i r Dehmen zunächst an, es gäbe eine den obigen Anfan­
gsbedingungen genügende a. Dsion X. Dieselbe ist durch die Anfangszahlen 
t0, X0 und eine in bezug auf diese Zahlen normierte 1. Abg p des 
Integralraumes r auf den Integralraum R eindeutig bestimmt. Wi r wählen 
eine kanonische Phasenbasis ( a , Ä) von p in bezug auf die Zahlen tQ,ZQ 

u. zwar so, dass 

(29) a(O = 0, a'(g = l , an(tQ)-0. 

Sodann erfüllt die a. Dsion X im Intervall (—oo, oo) eine Funktional­
gleichung wie (16) und die Formeln (25) ergeben die Werte der Funktionen 
As A an der Stelle X0. Auf diese Weise bekommen wir die Werte: 

(30) . 4 ( ^ = 0, A(XQ)=1:X'0, Ä(XQ) = -XQ: X'J, 

vermöge deren die erste Phase A der D i f f g (Q) eindeutig bestimmt 
ist (Nr. 2.2). 

Wir sehen: Jede a. Dsion X mit den obigen Anfangswerten (28), 
fällt mit derjenigen die durch die Anfangszahlen f 0 , X0 und die Erzeu­
gende p bestimmt ist, zusammen. Die Erzeugende p ist durch die vermöge 
der Anfangs werte (29), (30) eindeutig gegebene Phasenbasis ( a , A) 
bestimmt. 

Damit ist der Beweis beendet. 
Wi r sehen: Die a. Dsionen der Diffgen (q), (Q) bilden ein von 

drei Parametern X09 X'Qi X'^ stetig abhängendes System. 
15. Integration der Diffg (Qq). Die obigen Resultate setzen uns in 

Stand alle im Intervall (—oo, oo) definierten regulären Integrale der 
nichtlinearen D i f f g 3. Ordnung ( Q , q ) zu bestimmen. Unter einem 
regulären Integral X der Di f fg (Qq) verstehen wir ein solches, dessen 
Ableitung X' stets von N u l l verschieden ist. 

Wir beweisen den folgenden 
S a t z . Alle im Intervall (— oo, oo) definierten regulären Integrale der 

Diffg (Qq) sind genau die allgemeinen Dispersionen der Diffgen (q), (Q). 
B e w e i s , a. Es sei X eine a. Dsion der Diffgen (q), (Q). Nach 

15. 5, 7 stellt diese Funktion im Intervall (— oo, oo) eine reguläre Lösung 
der D i f f g (Qq) dar. 

b. Es sei nun X eine im Intervall (— oo, oo) definierte Lösung 
der D i f f g (Qq). 

W i r wählen eine beliebige Zahl t0 und die vermöge der Aofangswerte 

« ( ' 0 ) = 0 , a ' ( r 0 ) = l , a"(*0) = 0, 
A(XQ) 0, Ä(X0)~l:X'Q, Ä(X0)--X'Q:X'* 



19 DISPERSIONEN DER L I N E A R E N D i h F E R E N l I A L G L E I C H U N G E N 235 

bestimmte erste Phasen a , A der Diffgen (q), (Q). XQ, X'Q> X^ sind 
natürlich die Werte von X, X', X" an der Stelle tQ. 

Sodann haben wir im Intervall ( — o o , o o ) : 

-{ tga ,*} = S « . -{tgA,X)-Q(X), 

und ferner, da die Funktion X die Di f fg (Qq) befriedigt, 

- {X, t) - {tg A, X) {tg a, t). 

Daraus folgt nach (4) 

{tg A {X), t) = {tg a, t) 

und ferner, im Hinblick auf (2): 

tSA(X) = C " t S a ( t ) + C i \ 
c2\ tg a (?) ^ c 2 2 

wobei c n , . . . , c 2 2 geeignete Konstante bedeuten. 
Nun ergeben die obigen Anfangswerte der Phasen a, A: cl2 = 0, 

c n = c 2 2 » c2i = 0 , und ferner: 

a (0 = A (X). 
Folglich ist X durch die Anfangszahlen ? 0 , XQ und die vermöge 

der Phasenbasis (a , 4̂) bestimmte 1. Abg p des Integralraumes r von (q) 
auf den Integralraum R von (Q) definierte a. Dsion der Diffgen (q), 
(Q). Damit ist der Beweis beendet. 

18. Das Halbgruppoid der a. Dsionen zweier linearen Diffgen 2. Ord­
nung. Wi r betrachten nun die nichtlinearen Diffgen 3. Ordnung der 
a. Dsionen: 

(qq), (qQ), (Qq), (QQ) 

und bezeichnen mit G n , G 1 2 , G 2 1 , G 2 2 die von den im Intervall (—oo, oo) 
definierten regulären Integralen dieser Diffgen gebildeten Mengen. Es 
ist also z . B . G n die Menge der a. Dsionen der D i f f g (q); G 1 2 diejenige 
der a. Dsion der Diffgen (Q), (q), usw. 

Wir wissen: Die identische a. Dsion X (t) = t liegt i n den Mengen 
G n , G 2 2 . 

Ferner: Die zu jeder beliebigen a. Dsion # aß€G öß inverse Funktion 
liegt in der Menge G ß ( j : 6 G?a (a, ß - 1,2). 

Es seien * a ßSG a p, j>ß y 6G P r (a, ,5, y — 1,2) beliebige a. Dsionen der 
entsprechenden Diffgen (q) bezw. (Q). Es ist leicht einzusehen, dass die 
vermöge von Zusammensetzung dieser a. Dsionen definierte Funktion 
*oPjyßr (Achtung auf die Anordnung) eine in der Menge G a y enhaltene 
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a. Dsion ergibt: # a ß £ G a , , und dfss umgekehrt, jedes Element zar£Gar 

das Resultat der Zusammensetzung von geeigneten a. Dsionen *„ß6G a ß, 
^3 T 6Gß r darstellt: xaiypr = zay. Diesen Sachverhalt wollen wir durch 
die Formel 

Gaß G P y = G a y (a, ß, y = 1,2) 

oder durch die leicht zu verstehende „Mult ipl ikat ionstafel" ausdrücken: 

G\2 G2\ G22 

G n G\2 
— — 

G \ 2 — — Gn Gl 2 

G 2 \ G2l G22 — — 
G22 — G 2 1 G 2 2 

W i r wollen nun in der Vereinigungsmenge r = Gn w G 1 2 KJ G2\ KJ G 2 2 

eine binäre Multiplikation (Verknüpfungsregel) einführen u . zwar vermöge 
von Zusammensetzung von Funktionen. Sodann haben, wie aus der obigen 
Tafel ersichtlich ist, gewisse zweigliedrige Folgen von Elementen a, b£T 
das Produkt ab = c^rt während andere zweigliedrige Folgen kein in der 
Menge r enthaltenes Produkt zu besitzen brauchen. Die Menge r (zu­
sammen mit dieser Multiplikation) bildet ein algebraisches Gebilde, das 
sogenannte Halbgruppoid der a. Dsionen der Diffgen (q), (Q). 

Aus den obigen Überlegungen sehen w i r : 
Die Mengen G u , G 2 2 sind Gruppen mit dem gemeinsamen Einse­

lement ( / = ) X{t) = t. Die Mengen G 1 2 , G 2 l bestehen aus paarweise 
inversen Elementen. 

Aus G n G 1 2 = G 1 2 , G 1 2 G 2 2 = G 1 2 sehen wir : Die Gruppe G n ist ein 
linksseitiger und die Gruppe G 2 2 ein rechtsseitiger Operatorenbereich 
der Menge G 1 2 . 

Aus G 2 2 G 2 1 = G 2 1 , G 2 1 Gn = G2X folgt: Die Gruppe G 2 2 ist ein 
linksseitiger und die Gruppe G n ein rechtsseitiger Operatorenbereich 
der Menge G 2 1 . 

Somit kommen wir zu der folgenden Struktur des Halbgruppoids 
r der a. Dsionen der Di f fgen (q), (Q): 

Das Halbgruppoid r besteht aus zwei Gruppen G u , G 2 2 mit ge­
meinsamen Einselement / , und aus zwei weiteren miteinander äquivalenten 
Mengen G 1 2 , G 2 1 . Diese Mengen besitzen die beiden Produkte Gl2 G 2 1 

und G 2 1 G l 2 , die mit den Gruppen G n und G 2 2 zusammenfallen, und 
bestehen aus paarweise zugeordneten Elementen, deren Produkte stets 
das Einelement / der Gruppen G n , G 2 2 sind. Die Gruppe G n ist ein 
linksseitiger und die Gruppe G 2 2 ein rechtsseitiger Operatorenbereich 
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der Menge G 1 2 ; ähnlich stellt die Gruppe G n einen rechtsseitigen und 
die Gruppe G 2 2 einen linksseitigen Operatorenbereich der Menge G 2 1 dar. 

Wir wollen unsere Überlegungen mit der folgenden Bemerkung 
abschliessen: Die Gruppen Gn, G 2 2 haben stets die aus dem Einselement 
/ bestehende Gruppe {/} gemeinsam. In besonderen Fällen kann jedoch 
ihr Durchschnitt eine breitere Gruppe sein. Dies tritt z. B. ein, wenn 
die beiden Diffgen (q), (Q) dieselbe Fundamentaldispersion q> haben. 
In diesem Fall enthält der Durchschnitt Gn r» G 2 2 die aus allen Zentral­
dispersionen <pv der beiden Diffgen (q), (Q) bestehende unendliche 
zyklische Gruppe. 
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ASUPRA DISPERSIUNILOR G E N E R A L E A L E E C U A T I I L O R D I F E R E N T I A L E 
L I N I A R E D E O R D I N U L A L D O I L E A 

Re zuinat 

Teoria transformärilor ecuatiilor diferenpale liniare de ordinul al 
doilea in domeniul reat se ocupä in esenjä de relapile care existä intre 
solubile ecuatiilor diferenpale liniare de ordinnl al doilea (q) §i (Q) §i 
acelea ale ecuatiilor diferenpale de ordinul al treilea neliniare (Qq) §i 
(qQ). Simbolurile {X, t}3 {xs T) reprezintä derivatele lui Schwarz. 

Nucleul teoriei i l constituie faptul cunoscut de la E . E. Kummer 
(1834) cä solujii X, x ale ecuatiilor diferenpale (Qq), (qQ) transformä 
unele in altele integrale Y, y ale ecuatiilor diferentiale (Q), (q) §i anume 
in sensul formulelor (T). O secpune importantä a teoriei transformärilor 
se referä la ecuatii diferenpale oscilatorii (q), (Q) cu domeniul de defi-
nitie (— co, + oo). „Oscilator" inseamnä cä integralele ecuatiilor (q) §i 
(Q) se anuleazä de o infinitate de ori in ambele sensuri. In acest caz se 
definesc in intervalul (—oo, - f oo) prin intermediul unor transformäri 
liniare care duc spapile integrale r3 R ale ecuatiilor diferenpale (q), (Q), 
unul in altul §i prin intermediul unei coresponde nte convenabile a zero-
urilor unor integrale corespunzätoare y£r3 Y£R, anumite funcpi, a§a-
numitele dispersiuni generale ale ecuatiilor diferenpale (q), (Q). Acestea 
sint tocmai solutiile ecuatiilor diferentiale (Qq), (qQ), definite in intervalul 
(—oo, -f oo). Intre aceste solupi §i acelea ale ecuatiilor diferentiale 
(qq), (QQ) existä anumite relapi remarcabile care, prin introducerea 
unui Operator algebric convenabil, pot fi interpretate ca proprietäp struc-
turale ale unui sistem algebric. 

Lucrarea de fatä conpne un studiu al acestor fapte. 
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OB ObLUHX ÄHCriEPCHH ÄHfcOEPEHUHAJlbHblX yPABHEHHH BTOPOrO 
nOPHÄKA 

K p a T K o e coÄepJKaHHe 

T e o p H H n p e o 6 p a 3 0 B a H H H H j i H H e f i H b i x A H ^ e p e H U H a j i b H b i x y p a B H e H H H 
B T o p o r o nopfl jKa B AeHCTBHTejTbHoö o ö j i a c T H 3 a H H M a e T c a B c y m H o c T H 
O T H o u i e H H H M H c y m e c T B y i o m , H M H M e > K A y p e m e H H H M H J W H e f i H b i x ^ H ( J ) ( J ) e p e H -
unajibHbix y p a B H e H H H B T o p o r o n o p H A K a (q) H (Q) H p e m e H H H M H Hej iHHeHÖHbix 
Ä H ^ c ^ e p e H U H a j i b H b i x y p a B H e H H H T p e T b e r o n o p n / j K a ( Q q ) H (q Q ) . C H M Ö o j i b i 
(X, t), {x,T) o 6 o 3 H a l i a i O T n p o H 3 B O A H b i e LUßapua. 

H A p o T e o p H H c o c T a B J i n e T T O T ( J ) 3 K T H 3 B e c T H b i f t e u j e K y M M e p y , ^ T O 

p e i u e H H f l (X, x) A H q b ^ e p e H i j H a j i b H b i x y p a B H e H H H ( Q q ) , ( q Q ) npeo6pa3yioT 
O A H H B A p y r n e H H T e r p a j i b i {Y,y) A H ^ e p e H i i H a j i b H b i x y p a B H e H H H ( Q ) , (q) 
B c M b i c j i e c f ) o p M y j i ( Ü T ) . 

3 H a q H T e j i b H a a q a c T b T e o p H H n p e o 6 p a 3 0 B a H H H O T H O C H T C H K K O J i e ö a T e j i b -
H W M A H ( J ) ( t ) e p e H U , H a j i b H b i M y p a B H e H H A M ( q Q ) c oöJiacTbio o n p e A e j i e H H H 
( — 0 0 , 0 0 ) . , K o J i e 6 a T e j i b H b i H " , 3 H a q H T «rro H H T e r p a j i b i y p a B H e H H H ( q Q ) 
H M e i o T B O Ö O H X H a n p a B j i e H H j i x , ß e q K O H e H H o e q n c j i o H y j i e f l . B S T O M c j i y q a e 
o n p e ^ e J i n i o T C H B H H T e r p a j i e ( — 0 0 , 0 0 ) , npn n o M o m H j i H H e f i H b i x n peo6pa3o-
B 3 H H H K o T o p b i e n p e o 6 p a 3 y K > T H H T e r p a j i b i ( r , J?) A H ( f ) ( | ) e p e H U H a J i b H b i x y p a B H e ­
H H H (q, Q ) O A H H B A p y r o f l , H e K o T o p w e ( f>yHKu,HH, T 3 K H a 3 b i B a e M b i e o ö m n e 
A H c n e p c H H A H 4 ) ( J ) e p e H H H a j i b H b i x y p a B H e H H H j(q) . ^ T H , ( J ) y H K U H H , K a K pa3-
p e m e H H a AH(} ) ( | ) epeHLi ;Ha j ibHb ix y p a B H e H H H (Q , q)v ( q , Q ) o n p e A e j i e H H b i e B 
H H T e p ß a j i e ( — 0 0 , 0 0 ) . M e > K A y S T H M H p e i n e H H S M H H p e m e H H H M H A H ( J ) ( f ) e p e H -
U H a j i b H b i x y p a B H e H H H ( q q ) , ( Q Q ) c y m e c T B y i o T H e K O T o p b i e o T H o m e H H H 
K O T o p b i e n p n B B e A e H H H a j i r e ß p a H q e c K o r o o n e p a T o p a , M o r y T 6 b i T b H H T e p n p e -

T H p O B a H b l I O K C T p y K T y p H b i e C B O H C T B a O A H O H a A i e Ö p C K O ^ C H C T e M b l . 
3 T a p a ö o T a c o A e p a < H T H c c J i e A O B a H H e S T H X ( J ) 3 K T O B . 
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