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VIL

Sur une fonction arithmétique.
Par VOJTECH JARNIK.

(Prégenté le 6 novembre 1930.)

§ 1. Introduction.

Soit & un nombre entier, k =~ b; soit

k
Q(u)= 2 ars Ur Us (Grs = aur)
ré=1
une forme définie et positive, dont les coefficients ar sont
des nombres entiers; nous désignons par D la déterminante
de cette forme. Si z est un nombre entier positif (z et, plus
tard, y seront toujours des nombres entiers positifs), désign-
ons par F(x) le nombre des points a coordonnées enti¢res
(,,Gitterpunkte®), situés dans I’ ellipsoide fermé Q(u) =uz.
Le volume de cet ellipsoide est égal a

oti I’ on a posé

7

T eréyn

posons encore

o]

z
(1) Plz) = F(a;)—-%fv ;
on doit & MM. Landau et Walfisz le résultat suivant:!)

1 A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Elli-
psoiden, Math. Zeitschr. 19 (1924), p. 300—307; K. Landau, Uber Git-

Zv1asini olisk z Véstniku Krial Ces. Spol. Nauk. TF. TL. Ro¢. 1930
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i—l ‘i;—l
2) P(oo)=0(a:z ),I’(r)=sz(x‘ )

(Nous allons utiliser, dans cette note, les symboles O et £
toujours par rapport i une variable, croissante vers - o
par des valeurs entiéres.)

Quant a I’ évaluation inférieure de P(z), on connait
encore un résultat plus précis que voici:?)

Théoréeme 19. Il existe deux nombres ¢y >0, ¢ca > 0 et
trois nombres entiers Ay > 0, A2 >0, N> 0 (¢, Cey Ay, A3, N
ne dépendant que de la forme Qu) — ¢ est - d - dire du nombre
k et des nombres gn) tels que

=—1

P(x)> M+ c1) a;2 pour tous les nombres x> ¢y, satisfai-
sant a la relation ;rr':-— A1 (mod N) et

=1

2
Plx) < (M—c)) & pour tous les mombres x>cy, satisfai-
sant a la relation x=- A, (mod N).
Dabps cette note, nous allons considérer la somme

Y
(3) Z P23(z) (y >0, yentier)
z=1

et nous allons démontrer le théoréme suivant:
Théoréme 2™. Il existe un nombre positif C, ne dépen-
dant que de la forme Q(u), et tel que

szm =Cy* 1+ (y),
on -
f(y) =9 (y*?),

’ 0 (y*?) pour k> 8, '

f(y) = 0 (7/::2 logy) pour k=38,

O (y*logy) pour k=5,6,7

(Observons que & — 2 < ?%" < k—1 pour k=25,6,7).

terpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschrift 27
1924), p. 126—132 et 24 (1925), p. 299—310 (zweite Abhandlung).

%) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Klli-
psoiden, zweite Mitteilung, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 311—316.
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Mais nous allons démontrer encore un théoréme un peu

plus général. Observons que, d’aprés les formules (2), P(z)
k

s . - —1 s
est précisement d’ordre x> . On est alors conduit a tenter

de diminuer la valeur de la somme (3), en y substituant, au
k

lien de P(x), la fonection P(x) — K a:_"_—[, ou I est une con-
stante convenablement choisie. Kit en effet, le théoréme sui-
vant — dont le théoreme 2™ n’est qu'un cas particulier —
nous apprend qu'un tel choix soit possible:

Théoréme 3. Soit E un nombre réel; alors, on peut
trouwver un nommbre positif Cr, ne dépendant que de la forme
Q (u) et dunombre E, qui jouit de la propricté suivante: en posant

k 2
([) () — oz ) =Cry* "+ f(y),

on a ‘
flp=@,

O ("% pour k> 8, \

fly) = 0(y’° “*logy) pour k=8, .

l O(J‘logy) pour k=D5,6,7

D’une facon plus précise, on a

(M — E)?

Cr= k—1

+ K,
ot K est un nombre positif, ne dépendant que de la forme
Q(u) (donc indépendant du mnombre I). On obtient alors la
plus pétite valeur de Cg, en prenant E =

Dans la démonstration du théoréme 3*"°, nous ferons
usage d'un theoréme que j’ai démontré dans une autre note:?

Théoréme 4™. La suite

pl
(4) I—L(ﬂi— (x=1,23")

e

/
possede une infinité des points limites.

3) Voir la note précédente ,,Sur les poinis i coordonuées entie-
res dans les ellipsoides a plusieurs dimensions*.
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I1 serait suffisant pour notre but de savoir que la suite
(4) ait plus de deux points limites. (Observons que le théoré-
me 1%, qui va aussi trouver une application dans la démon-
stration du théor¢me 3%™°, nous assure seulement que la suite
(4) a au moins deux points limites.)

§ 2. Lemmes.

Dans la suite, nous désignons par ¢; (i=1, 2, ---) des
nombres positifs, ne dépendant que de la forme Q(u) et de
leur indice i (c1, cs sont déja réservés); par < nous allons
désigner des nombres complexes dépendant des variables
quelconques, dont la valeur absolue | ¥| ne dépasse pas I'unité;
nous n'allons pas distinguer les différents 9 par des indices.

Dans ce §, nous allons établir quelques lemmes assez
simples, dont nous ferons usage constamment dans la suite.
Lemme 1°. Soit ¢>1, £> 0, x entier. Alors on a

) o—1
x + 9ox .
n)='|0 ?+1 ¢

Démonstration. La formule sommatoire d'Euler donne

2 n"=%w(’+fuedu+gf(u-_[u]—%)u{’_'du
n=0 0 0

et lapplication du second théoréme de la moyenne a la
derniére intégrale achéve la démonstration.

Lemme 2™, Soient donnés trois mombres entiers et po-
sitifs x, p, q; soit (p, ¢) = 1, q > 1. Posons

q_.

G (p,q,x) = p Z re Ty -I-Z —eirg

r=0

alors, st ¢ diésigne un des nombres
-'I'_"l, /ﬂ_uq /u - lv

on a

T
.
6) Nt e TG =G (pqn) o +Iadat L.
n=0
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[

Remarque. On a

|

q—1

»

©) PR R P

(R

0
alors, p et q étant donnés, (i (p,q,z) ne dépend (ue de la
classe du nombre z modulo q.

Démonstration. Posons

z=Lqg+ R, L entier, 0 —_ R <gq.

Si L <100, l'assertion du lemme est évidente; car,
pour L <100, on a <100 et alors

|G (p, q,2) 2| 72 qx° <200 2!,

x
—~

-
[

n{,e,..z.'rin%‘ ot < 10000 qz o—1
n=u0

Soit alors L=100, c'est - & - dire z = 100g. Alors on
peut calculer comme il suit (en utilisant le lemme 1°):

£ L—1q—1

m&””“ZEW%VWﬁmerw

R n

\" " o
(8) 21 (I"l +r)e e-—zmr-q :Z (z°+ ")'quoml) eIy =

r=0 r=0

R
. P
= zf’Ze‘z’"’& + degtal L
r=0

’, ’ - I
r (0 77 < q) étant donné, on a (observons que (»——24*—;)
L-1 L-1
\W+W@f+zww+mZW"W-
1=0

N (o—1

~ ) % “»
l”—é—;.z\d(l(l)y -
= 11
51 )
0 2 l(' . J)--IE ¢ O Joo\
S 4 or gt o +Pesqt L
[=1

L—1

- 0 \ 0 ZD(' ¢ n—l

= 4r=—+ %cequt
i=1 q



6 VII. Vojtéch Jarnik:

Alors (en utilisant la formule (6))

I—-1q—1 Z" q;l
» ¢
(9) Z)_,(l qa+ne ‘2""_7" 7(3"2""_ e gtz
I=0r=0 r=0

Ma:s les formules (7), (8), (9) donnent le résultat cherché
(5), en observant que
R

\ 27!"— — L —l‘nr-—-

r= 0

éme

Lemme b Sotent x, p, q des nombres entiers; x> 0
0<p <q (donc ¢ > 1), (p.q) =1; posons

s—lllax( q . —i—-)
/4 q—p

Alors on a, pour chaque ¢ = 0,

z
2 —27rm—

(pour ¢ =0, n =0 on doit poser n~=l).

<s‘x~

Démonstration. Soient m;, my des nombres entiers,
my ~ ms Alors on a

I'application du lemme d'Abel nous donne alors le résultat
cherché.

Remarque. On a évidemment

g—1
(10) Zs=tic1qlogq,
P=0
g—1
ﬂ‘ . . g0 . . . .
le symbole )_, signifiant — ici et aussi dans la suite — que
p=0

la sommation ne s’étend que sur les valeurs p, satisfaisant
a la relation (p, q)=1.
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§ 3. Démonstration du théoréme Jime,

On a % (z entier, z>0)

Ed k -1 x k
o 3! \ -l ‘S’ \ -1
Fo)=2M 2, n® taM L }_ al E nE o-erink

n—=0 2<q= Vo p=0 q ()
*
+ Serxtlog2a,

on
.
. P
S}J.'I — l‘ 6'2'“7 Q(m)
(m)—=0
On sait que
i
(11) |1L3'1',(1|<"a(l2

On a alors, d’aprés (10), (11) et d’apres le lemme 3™,
pour y =x (y entier)

P

—2Tin
) [ Bt
S e
Vz<esVyr=0 -
7—1
Y N A N logq k.,
=z C8 }-I LT‘” ey )_4 A T
4>V':c_p=0,15 SV qE_l
L2
Z ozt log (2a),
d’ ot
% N Opa -vznmﬁ
F('/B):“)ML" oM L 21 ra -
n=0 2S4I<l ¥ p=0 n=0

k

+ Jenzt log (2 z);
on a alors, d'aprés (1) et d’aprés le lemme 1°F,

4M 3 7'
k

k
P(z) —Ez® = F) —

4) E Landau, iiber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellip-
soiden, Math. Zeitschr. 21 (1924), p. 126—132, formule (4).
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k k
¥ _o x
= F1(®,y) + e (J‘ 2 +axtlog(2 :r)) ,

on l'on a posé
E_ E 1 —omin?
Ip‘ (.If.;l/) — (M__ E) ‘,’:2 {_‘) ]" L Z lsp.c an le 27 .

2<g¢=< Vyp=0 ni=l)

On a, d’aprés (2), pour 1 "z =y
k
[Py y) | < csz® 5

d’on
v E 2 &
Y (P Bz 7) =Y P ) +
z=1 z=1
Yy ¥
(12) + 0 L (w"“’—l—:v‘ log (2 a:)) =

=£ F2(a;,J)+O(1/’“ 2—|—7/‘logJ)

Nous allons maintenant cosidérer la somme

(1) ECEIES Y Y )

N z=1
ou

v
¥, = 01— E)Z;wk_ :
Ez'_: 4 MM - E) ﬁ wﬁ —1 2 2 ): -1 ——271::——’
< ) = (] =0
Y g=1

r=1 25q<}
el k P 7—1
N O Y Spq \' -1 —27inL \ N
Yo=amdy Y YRy Y .
a

z=12=<¢SVy p=0 n=0 2 S V7 90

v

On a, d’aprés le lemme 1°,

—_ 2
(14) Y= ‘(—A,I:IQ— Y10 ).
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Pour évaluer 33 on peut calculer comme il suit, en
observant que l'on peut indifférément commencer la somma-
tion chez x=0 ou chez z=1, chez =0 ou chez n=1et
en utilisant le lemme 1°7, 2¢mc ot géme.

;_ — rrinf..y E..._.
Y.—amm—-p Y ZS""')Jn PIED W R
25qsl/1/ p=0 Zz=n
ko L3 L4 L E_
sz 1=% y:—(n—1 2)—!—%(312 —(n—1)? l)—}-

T=n

« 5—2 2 2 <« -2
+ 9y =7\¥ 2 _pt +2 Y +n +}614_/ ;

a

1

v ok _, ¥ k ¥ _, k_
an (%yz_% 2+ly2 +%n2 +

k _ —omin?
+ Yeuy? 2)6 Bning =%G(p.q,y)?/"“—

—EG(p.q,?/)yk—l'F syt eyt =9 Py

L-o ¥ Fet_ofe z_;_,,);

%
2<¢<sVy r=0, 7 2<¢<sVy q?

alors
O(y*?) pour & >8 l

O(y*~? log y) pour k=8
!H:
0(_?/‘) pour k=5,6,7 J
Il nous reste & évaluer 35. Nous posons, pour cela,

Y z k . P = k , 7
5—1 27in— gy 51 —27n’—
A (pya,pa'yy) = Z an e ¢ }Jn’z e q

Z=1n=( n'=0

O<p<a, 0<p'<d, p,)=1, (P, ¢)=1);

I

(15) Y.

alors on a
q—1

Y= ¥ Y ¥ ES:',”?’"'”A([).q.I',q .

298V Y p=02<q¢ SV Y =0

Posons (p, ¢, p', ¢', & étant donnés)
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k k
" - —1 , =1 ,
Gpya, ) £* = f | ( O q'yw) :l;z == f’

L, i 1 -2ain z k 1

2"2 (, q__~/_‘g,z 'ZM'(, T’ f—-}J

n=0 n'=0

On suppose, b]en entendu, 0<p<q . Vy, (p.q) =1,

utilisant le lemme 2‘""« et 3“"‘«,

z  k . , .
N 1 —emin 2 ,12‘- -1 —zxinl
n e 7 n e 7 =

n=0 n=0

=ff+(+pg+G+9)g—99=

. P . , , P B
= (p,q.2) G, q, x) 25 %+ Serr (Sq 4 Sid+ ¢ 2;) xt3,
en posant

s—Mar(q 4 ), s’ = Max (l,, - ,).
P q—p P a—p

Il s’ensuit

v
‘Al ("’ a4, 2),’ q” .1/) = E (" (T)) q, -D) (l' ([)I! '[" fD) ;I/'k_z +

z=1

’ ’ ’ 1 v—"
+ 9cyg (sq s+ *q? ‘;) Y

Le produit G (p,q,z) G (p’, ¢', ) ne dépend que de la
classe du nombre x modulo ¢¢’; alors on a (observons que
aq’ = y)

\ Gpyay2) Gy o', x) * 2 =
x=|
qq';l < ,
A M v ’ ’ . .9
e }_‘ G (poa, B) G 'y R) L (lgd'+ 1)

=0
R ) <I < I_(
a

a1
Y apma ) Gy g,y Y Wad) 2 A ey ad'yt )
Ir‘-.{» , )'l/ R

|<[<..._
L]

W"-‘l (qq')*2 ‘l/ £ *
=N G a B GG, d ) (YO (L) + o /'"2);
PAA ) G R)( k—1 (qq) o Y

mais on a, d’aprés le lemme 37",
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S 2 'r— R
(16) 16 s 1017 Fore™ TP RN
L P r-=()
(17) Glpad R~ 28
et alors
y
E G ([). q, :I}) « (1)', (", .r) ;l;k" 2 .-
Z=1
y"““‘ q¢’--1 .
= ""1) L C (7)’ a, l{) (' (l' (I l{) + t)‘Czl (l([ SS ?/ H
ad’ =0

alors on a

Lo i O, VR
Alp, v dsy) = (k_l) " L( (a, B Gy

+ dcz (sa'? +5'q* + 55" qa) y* 2

Nous avons ainsi obtenu I’évaluation suivante de =3 (en
utilisant la formule (11))

y/l

k—1 IR
28 k—l‘j 2 Z )‘ }J Hl Hl

25quu 2<€¢ <V y p=0p' =0

971
(18) - Y GpaR) GW. ¢, B +

R=0

-+ O(f/ -2 ‘ }_‘ Z L 8(1'2+9'q2+¢s (m)

q<V//2<q<Vu1x =0 =0 ["(]‘l

La fonction sous le signe O est égale (d’apres (10)) a

0 (_1/""'2 2 \:‘ (_ﬂ_"?_,_ +

_oa \ T
2<qS )y 289 <Vy (2 q?

__TI_(_»:'__// + log (12 Ing; q )) .
q*® '("z‘ (’?... /7 *
I O(t/:":) pour k>8 ]
et O (¥ 2 log y) pour k=8 '
lO(y‘)pourk=5,6,7 J
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Nous allons faire maintenant encore une modification de
la premic¢re somme 2 droite de la formule (18); au lieu d’éten-
dre la sommation sur les ¢, ¢ avec2 Zq =Vy, 2=q¢' =Vy,
nous laissons parcourir q et ¢’ tous les nombres naturels
=~ 2. La série infinie, qui représente le changement en que-
stion du premier membre & droite de (18), sera majorée par
la série (voir (10), (11), (16), (17)

® g1
ca v Z \-‘ V kl2 'k/2 O(yk—l v Iog(l)_

q2p~0q>l/u1' o1 «:>Vy(lz
3k
= 0( * log J)
Done, en posant

k=403 STV S”S” \;l G(p.a, R) G(p', ', 1)
S5 SRS bt S Gt a0,

3k

(19) Z3=Ky"‘1+ Oyt +y* logy).
D’apres (12), (13), (14), (15), (19), on a

L*‘) _ (M—By

-1
l(P(sr:) Ex 1 +

(20) z
3k

+ Ky* '+ O(y""2 + y * logy).

Pour achever la démonstration du théoréme 3*me ;) nous
reste & démoutrer les faits suivants:

1. K >0

Y L _ 2

2. ) (l’(w)——Ex" 1) —Cey* ™' = Qy* ).
e=1

Ad 1. On a, d’aprés le théoréme 1°f,

(P(L)~ M’c ) =Za E b2 > g Ykt
z<T<u
A, (mod N)

pour y > cay. Done on a, d'apres (20) —en y posant )] —
nécessairement K > 0.
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Ad 2. Supposons que, pour une certaine valeur de F,

on aurait
Y

E_4)\2
Z (l’(a‘)— Ex? ) = Cgy*~! + oly*™?);

z=1

on aurait alors

k_\2
(l’(y) —Ey?® l) = Cey* ' —Cely— 1)* "'+ o(s*™?
=(k—1)Cey* "2+ oly*~¥;
alors

l ﬁ_ll k_, *_,
Ply)—Ey® |=V(k—1)Cgy? +0(3/2 );

done, la suite (4) ne pourrait avoir plus de deux points
limites, ce qui est en contradiction avec le théoréme 4°™c.

Prague, le 25. X. 1930.



