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Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre.

Von
Vojtéch Jamik in Prag.

§ 1.

Definitionen und Bezeichnungen.

Es sei stets r ganz, r > 2;

r
Q=0Qu)= 2 By Uy, (4., =a,,)

u,v=

sei stets eine positiv definite quadratische Form?) mit der Determinante D;
die Form @ heifle rational, wenn es eine Zahl ¢ gibt, so daB aiw:bw o,
wo die b, ganz sind; sonst heifle @ srrattonal. Wenn die Form @ die Gestalt

~.Zajuf (also «; > 0)

Q(u) =2

hat, soll Q(u) eine Quadratform heilen. Wenn « > 0 (in der Folge wird
stets > 0 vorausgesetzt), so sei A(x) = Ag(z) gleich der Anzahl der
Gitterpunkte (d. h. der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten u,, u,, ..., %,)
im abgeschlossenen Ellipsoid @ (%) < z. Das Volumen dieses Ellipsoids ist

n?z?

V() ="Vo(x) = V_ﬁ—l’ (%+ 1>'§

es werde noch

P(z) = Po(z) = Aq(z) — Vo(x)
gesetzt. Endlich sei

R(z) = Ro(z) = L [ |Pal9) 4y,

[

(o)~ 2o (2 [itway).

) Mit sonst beliebigen reellen Koeffizienten a,, .
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§ 2.
Einleitung; der Hauptsatz.

Man hat sich in den letzten Jahrzehnten ausfiihrlich mit der Funk-
tion P{z) — hauptsichlich mit ihrer Gré8enordnung fiir wachsendes 2 —
beschiftigt. Insbesondere ist?)

(1) P(z)=0(z) fir r=2 (Landan 1, 2),
(2) P(e)=0(a?) fir r=2 (Landau 4),
(3) P(z)=0(2?) fir r=3 (Landan 1, 2),
(4) P(z)=2(2¥) fir »— (Landau 4).

Man ist heute — besonders infolge der grundiegenden Arbeiten des Herrn
Landau — imstande, die Formeln (1) bis (4) verhiltnisméiflig einfach zu
beweisen.

Zwischen (1) und (2) besteht aber noch eine grofle Liicke; ebenso
zwischen (3) und (4). Man hat sich daher bemiiht, die Schranken fiir P(z)
noch weiter einzuengen. Dabei stot man aber, besonders bei den O-For-
meln, auf ungeheuere Schwierigkeiten. Durch duBerst schwierige und scharf-
sinnige Uberlegungen ist es Herrn van der Corput (v.d.Corput 1) gelungen,
zu beweisen, daf man in (1) den Exponenten  noch ein wenig herab-
driicken kann; insbesondere fiir den Kreis (d. h. Q(u) = -~ u?) lautet
das gegenwirtig schirfste Resultat

P(z)=0lz

?

=) (Nieland 1),

wie Herr Nieland mittels der neuesten van der Corputschen Methode be-
wiesen hat. Fiir den Kreis wurde auch (2) vom Herrn Hardy zu

P(z) = 2(zt logiz) (Hardy 1)

verscharft. Auch fiir die Kugel (d. h. Q(u) = u? + u? — u}) ist es gelungen,
die Formeln (3), (4) entsprechend zu verschirfen:

P(e)=0(z""") fiir jedes >0 (Walfisz 3),
P(z)=Q (x%log%x} (Szegs 1).

%) Die Zitate beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende dieser Abhand-
lung; ich strebe dabei keine Vollstindigkeit an und gebe meistens zu jedem Resultat
nur ein — und zwar nicht immer das historisch erste — Zitat an.
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Die Methoden, die zu (1) bis (4) fiihren, sind fiir jedes r > 2 an-
wendbar und liefern

(5) P(z) =0(x%_’%) (Landau 1, 2),

(6) P(z)=20 (;&1) (Landau 4).

Man sieht, was fiir eine ungeheure Kluft sich zwischen diesen beiden Ab-
schitzungen fiir grole r offnet!

Nun ist es eine fast triviale Tatsache, daB fiir jede rafionale Form @
die Formel

(7) P(z)=Q (2277) (Jarnik bei Landau 6)

gilt; und fiir groBe r ist diese Formel viel schirfer als (6). Es wire
daher natiirlich zu glauben, daB die Landausche Formel (6) fiir grofie
nur eine recht ungenaue Abschitzung liefert.

Wie man sieht, sind die Formeln (1) bis (6) und auch die fiir r =2, 3
besprochenen Verschirfungen weit davon entfernt, eine definitive Losung
des Problems zu geben. Es wirkte daher héchst iiberraschend, als es 1924
Herrn Walfisz gelang (Walfisz 1), das O-Problem fiir rationale @ mit »>8
vollstindig zu losen. Durch eine geeignete Modifikation seiner Methode
konnte dann Herr Landau auch die Fille 4 < <7 bewiltigen (Landau 5).
Ihre Resultate lauten: wenn die Form (%) rational ist, so ist

(8) P(z):O(ﬁ“> filr r> 4,
(9) P(z) =0O(xzlog?z) fiir r—4.

Ein Vergleich von (8) und (9) mit (7) zeigt, daB fiir rationale @ die
GroBenordnung von P (z) fiir » > 4 ganz genau, fiir r =4 bis auf einen
logarithmischen Faktor genau bestimmt ist. Dabei darf man den Faktor
log®z in (9) nicht vollig weglassen, da fiir die vierdimensionale Kugel

CIOES -1
” P(z) = 2(z loglogz) (Walfisz 2)

gilt; man kann freilich noch eine Verkleinerung des Faktors log?z in (9)
anstreben, was auch verschiedene Autoren mit Erfolg versuchten.

Der Erfolg, den die Gitterpunktlehre dadurch bei rationalen € mit
r > 4 verzeichnet hat, hat natiirlich die Untersuchung des Einflusses von
srrationalen Koeffizienten in der Form @ angeregt; in dieser Richtung hat
Herr Walfisz (Walfisz 4) den ersten erfolgreichen Schritt getan. Ich habe
dann ausfiihrlich die irrationalen Quadratformen untersucht und habe unter
anderem bewiesen (Jarnik 2): Wenn r > 4, so ist fiir fast alle Quadrat-
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formen?®) und fiir jedes &£ >0
(10) P(z) _ols777).
Man sieht, wie scharf die anscheinend so ungenaue Landausche Formel (6)
ist; vielleicht ist sie sogar vollig scharf (bis auf logarithmische Faktoren?),
da die Abschitzung (10) wahrscheinlich noch nicht definitiv ist.

Zu jeder Form @ gibt es eine Zahl f=f(Q), so daB
Po(2) = 0(af+), Po(z)— 2 (a7

tiir jedes ¢ > 0. Fiir rationale Formen ist nach (2), (4), (7), (8), (9)

(11) f=5—1 firr>3,
1 r .. 1 r .. -
f25=5—1 fir r=3, fzg>5—1 firr=2.

Die Formel (11) ist also fiir » > 3 richtig, fiir r = 2 sicher falsch. Es
entsteht also die Frage: Gilt (11) auch noch fiir r = 3 (fiir rationale Q)?

Zweitens ist nach (10) < % fiir fast alle Quadratformen, wenn r > 4;
weil %< —;— — 1 fiir >4, so hingt f fiicr r > 4 wesentlich vom arith-
metischen Charakter der Koeffizienten der Form ¢ ab. Also entsteht eine
weitere Frage: Hangt f auch fiix r = 2, 3, 4 von den Koeffizienten von @ ab?

Die Beantwortung dieser beiden Fragen scheint ein Problem zu sein,
das hoch iiber den Moglichkeiten der heutigen Mathematik steht. Wir
werden uns daher ein einfacheres Problem stellen: Wir bilden die Funk-
tionen R (z), T(x) nach §1; das sind gewisse Mittelbildungen aus der
Funktion P(z), die leichter zu behandeln sind als P(z) selbst; und wir
werden folgenden Hauptsatz beweisen:

Hauptsatz. 1. Es ist

r—1y 4
R(x):Q(xT), )
ja sogar
—r+1
liminfz * R(z)>0.

r=co

r 2
%) Hfur fast alle Quadratformen“ bedeutet: fir alle Quadratformen 2; o« u; (e;>0)
]=

bis auf einige Quadratformen, deren Koeffizientensysteme [¢;, o, ..., &,] im 7-dimen-
sionalen Raume der Punkte [e;, o, ..., &,] eine Menge vom Lebesgueschen MaB,
Null bilden.
1) Das heiBt (weil R (2) = 0)
—r+1
limsupz * R(z)>0.

r=w

Mathematische Zeitschrift. 33. 5
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2. Fiir jede rationale Form Q (u) ist

R(z)=20 (x%—l> ,
ja sogar .

minfz ® R(z)>0.

T=co

3. Fiir jede (rationale oder irrationale) Quadratform ist
R(x)=0 (a:%logex) fiir r=2,
R(z)=0 (xélog x) fir r=3,

R(z)= 0227 fir r>3.

4. Die Behauptungen 1. 2., 3. blesben richiig, wenn man in ithnen
R (z) durch T(x) ersetzt.

Es sei nun @ eine Quadratform, f, =f, (@) sei so gewahlt, daB

B(z)=0(ah*), R(z)=Q(zh)

fir jedes ¢ > 0. Dann ist nach dem Hauptsatz f, =% fir r =2, f, =1
fiir r =3, mag @ rational oder irrational sein. Dagegen gilt fiir » > 4:
fi =% — 1 fiir rationale @ und nach (10) £, < % < % — 1 fiir fast alle @
(da offenbar f, < f). Also héngt fiir » > 4 die Zahl £, sicher von den
Koeffizienten von @ ab.

Wenn @ rational, so ist nach dem Hauptsatz f; =%-— 1 fiix r > 2,
fy=1>%—1fir r=2. Das sind also die Beitrige, die der Hauptsatz

zur Beantwortung der beiden aufgestellten Fragen liefert; ich bemerke aber
noch einmal ausdriicklich, daB der Hauptsatz nicht P (z) selbst, sondern
die beiden leichter zu behandelnden Funktionen R (z), T'(x) betrifft.

Auch der Fall r =4 verdient Beachtung; fiir jede Quadratform ist,
wenn 7 =4,

B(z)=0(z), T(2)=0(z);

der logarithmische Faktor aus (9) ist also verschwunden.

Im Spezialfall des Kreises (@ (u) =] + u;) ist bereits viel mehr
bekannt, als

T(z)— 02} log®), . h. als | P*(y)dy—0(alogta),
0
namlich

H 3
[P (y)dy=ya*+ O (xlog®z) (Walfisz 2, etwas schwicher
¢ bereits bei Landau 3),
wo y > 0 eine absolute Konstante ist.
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Aus der Schwarzschen Ungleichung

1(, 1 . *
r@) =1 [IPw) ay < [ay [Pw)ay) = 72)
0 0 ]
folgt, daB es geniigt, die O-Abschitzungen des Hauptsatzes fiir 7 (z)

(d. h. die entsprechenden Abschitzungen fiir f P*(y)dy), die Q-Ab-
0
schitzungen fiir R (z) (d. h. die entsprechenden Abschitzungen fiir

z

f P () dy) zu beweisen. Ubrigens ist fiir jede Quadratform, wenn r > 4,
0

Plx) =0l ) (Jamik 3),
also auch ;o

T(z)=0 \x?_l) s
so daB es geniigt, die folgenden Sétze zu beweisen.

Satz 1. Es ser Q eine Quadratform; dann ist

E
P*(y)dy =0 <x2 log“x) fir r =2,

P®(y)dy = O (x*log®x) fiir r =3,

O%a O%R O;.&

P*(y)dy = O (z?) fiir r=4.
Zr=d =
Satz 2. lim inf 2 ¢ [ max (0, P(y))dy >0,
r=0o 0
—-r—38 z
liminf 2z ¢ [ max (0, —P(y))dy > 0.
z=0 0

Dies ist sogar etwas mehr als wir brauchen, da z.B. max (0, P (3)) < P(y)|.
Satz 3. Wenn @ rational, so ist

x

lminfz % [ P(y) dy > 0.
0

T=®

<

Satz 1, in welchem die Hauptschwierigkeit Liegt, wird mit einer Methode
bewiesen, die an Jarnik 2, 3 erinnert. Der Beweis vom Satz 2 bietet
methodisch kaum etwas Neues; er ist nur eine Modifikation des Landau-
schen Beweises von (6), und auch diese Modifikation habe ich schon ein-
mal (Jarnik 1; damals nur fiir r = 2, dafiir aber nicht nur fiir Ellipsen,

sondern fiir viel allgemeinere Gebiete) ausgefithrt. Satz 3 ist trivial.
5‘
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§ 3.
Beweis des Satzes 1.
+oo
Es sei 0(s)= X e~"s; diese Reihe konvergiert absolut fiir R (s)>0.

n=— o

In diesem ganzen Paragraphen sei eine Quadratform
Q(u) = Xy (;>0, r=2)
Jj=1

fest gegeben. KEs seien 0 =1, < 1, < 1, < ... diejenigen Zahlen, die sich

in der Gestalt r .

b= Sems (my gauz)
=

darstellen lassen; a, sei die Anzahl derartiger Darstellungen der Zahl 2.

Dann ist offenbar

A(x) 220": ﬁﬁ(ajs) :ﬁaﬂe-‘ins

Sz J=1 n=0
fir R (s) > 0. Nach einem Satz vom Herrn Perron iiber Dirichletsche
Reihen ist also fiir jedes « > 0, welches keinem 7, gleich ist, und fiir

jedes @ >0 a+im
1 L zs
A(z)=Ao(7) =5 J‘ jglﬂ(o:js)%ds.
Dazu schreiben wir noch die bekannte Formel auf?$)
ror r ati®
2.2 ] zs
V(z)="Ve(z) = 2.z - f ©—ds.
VZ:EZ.‘.&;FCQ—J,— 1) 2””“1---%“_@_@ 2 tt
Daher ist (a =% gewéihlt)
JP(v)dy

0 1 1
——fo — —f{o
z z
e11(s+s’) ,
Y —dsds
88
—1-+z'oo ~— T80
z F] .
s r
1 4 n? : a2
’ 7
- L TT8(e;8) — " )| TT0(e8") — —"——
1Y 1 Joy... e, 8% foy..oe, 8%
——f{ — -t
z z
eZ ) _q

L4
desds s

5} Alle vorkommenden Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen.
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wenn man im mittleren Glied von (12) die Integrationsfolge vertauschen
darf. Statt diese Vertauschbarkeit nachzuweisen, beweisen wir (12) durch
direktes Ausrechnen. Es ist

z

szPg(y)dy=f<Za,.- 2

=y P ,I‘<g+1>)dy

(13) = 3 Sa,a,(z—max(i,1,))
AnE® InZw
ﬂg <x§ _lé+1) ”r xr-rx
> Sa, RS
r o, « /r \\2
Sz jwy .. a,T(g-rZ> - (T—r-l\(I \3__1))

Blge)= 3 ewer; 3 ewns —0(gd);

n=—e n=—oco Jz

weiter sind die Funktionen -, ¢ bei festem z > 0 fiir %(s) =~ be-

3

schrinkt; wenn wir also noch zeigen, dafl das Integral

ATzcc -—1-1,00
dsds'
ss’(s+s")
——zoo -——-—-zao

konvergiert, diirfen wir die Integration der unendlichen Reihen im letzten
Glied von (12) gliedweise ausfiihren, und zwar in beliebiger Reihenfolge.
Und in der Tat ist (¢ (z) bedeute eine nur von z abhingige positive Zahl)

T 4+

dtdi’ dede’

ﬁ<c(x>f f(1+!t;)(1+!t’l)<1—.zt+m<4°(x)ff(_1?7)(1+t')(1+it—t's)
a¢ log (1+4¢)
_sc(x)fdtf(lm(m Y iy =160(s >f<1+m2+t)

also ist das Integral § konvergent. Wir schreiben nun im letzten Glied
von (12)

o« oo 7 r
Sa eint baw. Sa, et fir JJ0(a;s) baw. J[0(¢;s")
n=0 ” m=0 J=1 j=1
und integrieren gliedweise; wenn wir den Residuensatz und die bekannte Formel
a+1o

1 exs
274 f ;3+1d F(b’l) (6>0,a>0, 2=20)

a—i®
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benutzen, bekommen wir fiir die einzelnen Glieder (die Integrations-

grenzen % — 1700, % —+ 700 schreibe ich nicht auf):

—in$ ,—ims' (ez(a+s) l)d s’ 0 fiir x<max(i.n,lm)
T 4a® .U ss’(s+s%) sas = x —max (1, 4,) fir z>max(i,1,);

ff —A.,.s(e:v(s-fs) 1) dsds
ss'? (s+8")

0 fir x<2,

IQI“

L
472

.
1 n" 26+ 1 dsds’
—— . .
472 o ...« S§+18'§+l s+s

1 j‘ J‘J’ ei/(x+s) ,
_— ds
4z y —+1 ,,

z

_ z" f yr dy o ,Trxr-(r-l
AL (r(-;—ﬂ))" al‘..a,(r—:—l)Tg(%—f—l)

Durch Summation bekommt man aber sofort die rechte Seite von (13);
damit ist (12) bewiesen.

Im Rest dieses Paragraphen sei stets z >1. Mit ¢ bezeichnen wir
unterschiedslos positive Zahlen, die nur von 7, «,,¢,,...,«, abhingen.

Eine Zahl % nenne ich eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt, wenn 2 >0,

0<k<Vx, (h,k)=1. Ein fiir allemal bemerke ich: Wenn ich einen
Bruch% aufschreibe und ihn eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt nenne,
verstehe ich darunter, dall der Bruch schon in seiner reduzierten Gestalt
aufgeschrieben ist, d. h. daB 4 >0, 0 < k < Vz, (h, k) =1. Zwei Farey-
punkte (und ebenso spiter zwei Medianten) heien benachbart, wenn
zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante) liegt. Dabei be-

zeichne ich als Medianten alle Zahlen ;%77_:, wo %, % zwel benachbarte
Fareypunkte sind. Wenn % ein Fareypunkt mit % >0 ist, so sei %, ,

dasjenige linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, welches
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den Punkt % enthilt und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten hat.

Wenn I=(a, b) ein Intervall ist und é > 0, so bedeute d1 das Intervall

(6a,6b). Es sel
2n

A= max ——,
1€52r %
Die kleinste Mediante ist 0—+1_— < L_ Wenn also bei festem
1+[1=] ~ 1o

j 1Lj<Lr) die Zahl % alle Fareypunkte mit 4 > 0 durchliuft, so iiber-
deckt die Vereinigungsmenge der Intervalle 3;58,‘ ; sicher das ganze Inter-
y .
vall (Vé_—, + oo). Bekanntlich ist
x

h 6’ h 6"
(14) %h,k—<;—‘k—y‘a—c, ?+k_ﬁ)’
wo 3<£60'<L1, 1 <607 <1
Folgende Bemerkungen werden wir oft brauchen:

L Fir 0<t<24 s—L1 4 2>0¢ist
<1< ~

r
, 5

P 0 (e, 8)0(ags)...0(e,8)—
(15) ]’O{l...d,

8

Denn es ist

0 (e;s)= l/és(l +;(8)), Wo y;(s) = 2n§; e_"ziﬁ;

fiir unsere s ist aber
1 _ T
x l aj (1t a?)
R (5) = 1w > 0 80 ly(s)| <ce ¥,
also
7 _ cTr
nz 1-.-zzt’

———— 1+ 7(8)), wo |z(s)] <ce )

Yey... e, s

0(ey8)...0(e,8)=

Die Funktion von i

_ cx _ cZ
1+ 2° 7 14z
e ;11 e
T, = r_1
st1 e
lslz (1-{—!2172)‘ 2

nimmt aber fiir 2 >¢ im Intervall 0 <?¢< oo ihr Maximum fiir

14222 —cax an, wie man leicht nachrechnet; dieses Maximum ist also

r 1
_+?

kleiner als cz* *.
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II. Es sei s———{—n, Wotm2 B, ; liegt, > ¢; dann ist (a=1

fir r =2, =0 sonst)
h h
(16) ez <t<e,,
’-' 1
(17) f o) 8’1dt<c “log*z,
2n ! 2
Z;ﬁmk bk
1 x'g—l “
(18) £+1-;dt <eo——log'x
2% s S0 hE®
@
Beweis: Nach (14) ist
2nh c
t— <,
ok T gy
also gilt (16). Zweitens ist ¢
! | ‘ .
0(6;9)| < —T—F=57
(-5 E)
also (wegen (16))
(4
Yz
J. ﬁ’“ozjs_}dt< ¢ du
2a® L PR Y /1
@ 3% <F+u>
cVz
- / 27 h )
v=12xu

. e
b dv z
ad f ;< e log®
o¥z
k

s |
Bk oyz (1307 )i E b
Drittens ist nach (14), (16) und wegen s|>1¢
O
1dt < ¢ ¢
f T
;—fﬁh.k '

wegen b >1, 0 < k < Y folgt daraus (18).

—1—+t’z’ setzen und be-

Nach (12) ist, wenn wir s=_+11, s’
denken, daB sich der Betrag des letzten Integranden nicht dndert, wenn

wir das Wertepaar 2, ¢’ durch —?, — ¢’ ersetzen,

%) Jarnik 2, S. 708, Formel (13).



Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre. I. 738

7/

(V—+(t+t> V—w(t o )dtdz'.

Also geniigt es offenbar, wenn wir dieselbe O-Abschitzung, die wir fiir

A a2
[P (w)dy
beweisen wollen, fiir das Integral

,.

wis

T

o yﬂﬂ(a s)—

J J‘f l“l - % sg
"

1
'ss —-Ht—t")
. i

< Io(e;sy— —
j=1 ,
Yo ... a8 didt’

wis

\

beweisen. Daher geniigt es auch, wenn wir dieselbe Abschitzung fiir die
folgenden Integrale K, L, M beweisen (der nicht aufgeschriebene Integrand
ist derselbe wie bei J): -

°A 24 A 4
12 Yz o o }5 ,
! == ...d’= d --'d El
K— fdtof .dt, L Jdté til'to t
V2 Ve
’

M= Jo'odtfw..dtﬁ)
4 4
=

-~

z z
Im Rest dieses Paragraphen sei 2 <7 < 4.

7 Die etwas kiinstliche Wahl der Integrationsgrenzen [an einigen Stellen ;1—_,
z
an anderen ?474 wurde absichtlich getroffen, damit die Schwierigkeiten, die sich in

| E3
der Nahe der Geraden ¢ = ¢’ zeigen, auf moglichst wenigen Stellen auftreten.
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Abschitzung von K.
Nach (15) ist fiir z > ¢

2A 24 2_A
Vz Vz ” z ¢
1 dtdt’ Ehk dt’
K<cax® ff =20x' at T
A - ——t—t
'1‘ 0 1] z
24

T r 1

= 2¢2° o flog(l—[—xt)dt—0< 2+?logx);

dies ist sogar mehr als die gewiinschte Abschitzung.

Abschitzung von L.
Wenn n >1, ¢, 20 (j=1,2,...,n), so ist

I S — 1
(19) Va,a,...0, < — (0, +a,+... +a,)
Also ist
. 7 ’ ﬂg ! r 7;‘ 1
IT0(e;8") — LI 10 ()] + =
IJ—'l }'“1---“78'51 Jj=1 “1"'0‘1 [8 ‘Eli
wenn wir noch bedenken: erstens, daf fir 0 <1< }—_, g.vi gilt
x
1—1—— < 3,; zweitens, daB die Intervalle —-58,, . das Intervall
—+]t—t']
x

je’

(alles fiir > ¢), sehen wir, daB es geniigt, wenn wir fiir die folgenden
Integrale L, (0 <j<r, j ganz) die gewiinschte Abschitzung beweisen:

<2_A —{—oo> iiberdecken; drittens, daB & > c%, wenn ¢’ in 2041%" . liegt
O,

4| n )
vzl fo(es) - s
I — f = Ve .. w82 { dtf as’
° sl sy,
; A
Vz
4 T 3
vl o) —— %
.IJ=1 ’ ]/czl...a,sg; yk [67 (e8") ]
L= 5] dt~h_;7 T dt’ fir 1<j<r
0 g 25

—%
@y Ok
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Nun ist nach (15)

71 k x{—l 1
42 kT
L<oe fdt >k

1_1logx= O(x-;—T'—Zlogx);
hk?

das ist wieder mehr als die gewiinschte Abschitzung.

Abschitzung von M.
Wir sollen folgende Integrale abschitzen:

x

(o]
1 r
;HO(ajs)O(ajs') ‘, ,
20 j=1 Ldidt,
(20) . ,,(1 ,
. ss’ll—+|t—¢ |)
4 4 ®
1z Vo
o0 [=-] r '
'I_{B(djs)
Jj= ‘ ’
/2 £+ 1 , dtdt
(21) J o (tie-))
A 4 ’
Vz 12

(das Integral, welches aus (21) durch Vertauschen von s und s’ entsteht,
brauchen wir aus Symmetriegriinden nicht mehr zu beachten),

(22)

In (22) ersetzen wir |s| durch ¢, |s’| durch ¢’ und sehen, daf (22) fir
x > ¢ kleiner ist als (es ist t—%>% fiir tgi_, :v>c)
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© z 14
dt at’ dt’ dt’
<cz —— T —+
e PEaE! -1 ' TRE!
FeRE t'2 z(t—1t") t
= max

A xt —E e L 0-2)
1z Yz Vz 2) (v?’ =z /
3 1
r T
dt —=1 1 log¢ , 1 5t
<fo r (11:4 "t——!— ogpx_f— 7 >=0<x2 '10835);
4 ﬁ” xt?’l a:tTZﬂ

und das ist wieder mehr als die gewiinschte Abschitzung.
Wenn wir auf (20), (21) die Formel (19) anwenden, sehen wir, daB
es geniigt, fiir die 27 Integrale

£107 ()07 (e, 8)|  dedt’
lss’ 1

A

=

2
—+le—2)
x

F £ 07 (ays)  didt
ajs
M; =f f 2o 1

—x——{—‘t—t';

(j=1,2,...,r) die gewiinschte Abschitzung zu beweisen. Wir verkleinern
diese Integrale nicht, wenn wir statt

Jfdi[...dt schreiben ¥ at [ ...dt.

i i 2

Vz 1z

In jedem Glied dieser vierfachen Reihe ersetzen wir im Integranden den

Faktor _1_“1___ durch die sicher nicht kleinere Zah!l
-;#it—t"
(23) 2 (h, &, B, k') = min (z, ~1—~)
min ¢ t

wobei mjnlt — 1’| die untere Grenze von ¢ — ¢ | bedeutet, wenn ¢ das

Intervall —ss,, 5, U das Intervall _53,, w durchliuft; mm( ) be-
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deute z. Wenn wir dann in jedem Glied

07 (c:8) 07 (wss’
O B ) fdt 107 (&) 07y
[s8"|
%23)1]- %ﬁm ke
bzw.
6" |,
A(h b, 1K) f di f USRS
iss"—f !

i—jﬁh,x %ﬁhuk
das Integral nach (17), (18) abschitzen, bekommen wir (¢ =1 fiir r =2,
a =0 sonst)
(24) M, <cx" "log™=z-8 (1=1,2,....,75 i=1,2; z>c),

WO

8=t i k)

dabei wird iiber alle ganzen &, k, b/, k' summiert, welche die Ungleichungen
0<k<7Vz, >0, (hk)=1, O<k <Yz, b >0, (B, F)=1,
k' >k erfiilllen (die letzte Einschriankung ist aus Symmetriegriinden er-
laubt). Es ist .
8§=38,+38,,

wo in §, alle Glieder mit - — h;’, in §, alle iibrigen Glieder von S zu-

k k'
sammengefafit sind.

Abschitzung von §,.
Aus %:% folgt h—1', k— k', also ist wegen i(h, k, b, k)<=

S <cx >j Z —:—‘;}‘L—z,
h'—l 0<kEVz

also
Sl=0<x':) fiir r =2, §,=0(zlogz) fiir r=3, 8,=0(x) fir r=4.

Abschéitzung von S,.
Es ist
8, = 82,1 + Sz,e + Sg,s'
Dabei sind in S, , diejenigen Glieder von S, enthalten, fiir welche
o5 = [hE =Bk
(25) min;t—1'| < YA

“j
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ist (dabei bedeutet min ] t —¢'|, wie in (23), die untere Grenze von | —1'I,
wenn ¢ das Intervall 2= %W, . t das Intervall —EB,, » durchlauft); die
l

iibrigen Glieder von 8, sind in S,, enthalten, wenn Rk — k' k>0 und
in S, ;, wemn k&’ — h k<0.

Abschitzung von §, ;.

Es ist (alles fiir x > ¢)

2xh _ 2xb_ 2a (W MR
« koo ko R

Die Linge von %128,! . 15t kleiner als ﬁ: Wenn also (25) gelten soll, muf
7 ’ z

c c w |hE — bk
kyz  Eyz g 3%

)

Sein; wegen k’Zk muB also
hE —h' k!
¢ > E___—'.

}

also
(26) EF>cye,
(27) Rk — W k| <ec.

Wenn der Fareypunkt - gegeben ist, gibt es also fiir k' hochstens ¢ Moglich-
keiten modulo k; denn Wegen (27) muB 2k =I(mod k) sein, wo |I|<c.

%, k, k&' bereits gegeben sind, gibt es nach (27) hochstens ¢ Moglichkeiten
fir »’, und zwar ist nach (26), (27)

> }i — % > c’%.
Also ist (wegen A(h, k, k', k') < )

Se1<cx2 2 Z_y _jm

h=1 o<r<Vz K°

Also
SQ,!_—:O(a:g) fiir r=2; S, ,=0(x) fir r=3;
S,z'l=0(z%loga:) fir r=4
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Abschitzung von §, ,.
In den Gliedern von S, , ist, da (25) nicht gilt,

LE
A "k .
(28) (h’k’h’k)<cihk’—h'k'
Wir setzen
(29) rE — b k=s+1k,

wo 7>0 ganz, 0 <s<k. Wenn %, k,s gegeben sind, so ist ¥’ durch
die Bedingung %k’ = s(modk) eindeutig modulok bestimmt. Wenn %’
irgendwie so gewihlt ist, daB A%’ = s(mod %) und wenn noch dazu z ge-
geben ist, so ist 2’ durch (29) bestimmt, und zwar ist A’ = -Il? (hE —s—1k).

Dain 8, , stets A" > 1, muB hk'—s— Tk >k sem. Also ist wegen (28), (29)

S?“<CZ 2 222 ) ;-"’.—Il;.hk'—,;—rk.s—}-ltk‘

k=1 0<E<Vz s=1 k¥ = h
Dabei ist bei gegebenen h, k, s die ‘Zahl k¥’ modulo % bestimmt und durch
k <k’ < Yz beschrinkt; die ganze Zahl r > 0 ist bei gegebenen %, k, s, k’
durch h k" — s — 1k > k beschriankt. Also ist

1 1 1 1
e <%
- hk'—s—zk stk - hk ' k<ﬂs+1k
STTE= 3
L 1 1 c 1
hE hE —s—zk hk's TR
S <s+TRERE -k 0=: < e
c 1
— ——log (2R %’
T th,uk hlc’ g )
1=u<3p

(man beachte, dal s <k und da8 u———(hk — s —1k) ganz ist). Also

ist weiter fiir z > ¢
> S
g 5-2 hlc'—s tk s+k
)

T

log (2R K
<%k2’ﬁ%_ Iog(hx) S‘ 2
B2 0<n <Vz (nk)?

¢ 1 k b
< ;—log(hx)— (—_—) log” z,
s Jog ( )ﬁ_l Ve g
wo b=1 fiilr r =4, b= 0 fiir r = 2, 3. Daher ist filr z >¢

bg.,<cm 4‘log xz 2 ZIOg_;:j_]ogx<cxl“§loge+bx 2 21-').

h=1lg<p<Vyzs=1 k* " hls o<k<Vzk® ~
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Also ist
S,.=0(atlog?z) fiir r=2, 8,,=O0(zlog*z) fir r=3,
8y ,=0 (x% log? x) fir r= 4.

Abschitzung von §, ,.

In den Gliedern von S, ; gilt wieder (28), da (25) nicht gilt. Wir
setzen
(30) B'Ek—hk' =s+ 1k,
wo 1 >0 ganz, 0 <s <% Wenn k,k,s gegeben sind, so ist &' durch
die Bedingung Ak’ = — s (mod k) eindeutig modulo % bestimmt. Es sei &’
irgendwie so bestimmt; wenn dazu noch © gegeben ist, so gibt es genau
cin %', welches (30) erfiillt; und zwar ist &' = (hk'-+ s+ k). Ao
ist wegen (28), (30)

1 1 k 1
3;«02 222 g :-.* hlc'+s+zk.'5+’k.

h—10<h<1zs-1 x z—OIc‘7 -

Dabei ist bei gegebenen 4, &, s die Zahl %’ modulo k& bestimmt und durch
k¥ < ¥’ < Yz eingeschrinkt. Es ist

(=]

N 1 I ¢ 7 1 ¢ E 1
— G < TR T e 2 ’
k' tst+k STTE T REs %hk'l-i—tk_l_k- 2hh" 7""

0 s e

SN T

°_log (2hk’).

=0

Dieselbe Abschatzung haben wir bei S,, bekommen. Weiter geht
alles buchstiblich wie bei S, ,, so daBl die fiir S, , bewiesene Abschitzung
auch fir S, , gilt.

Definitive Abschiétzung von M, .
Esist §=8,+ S, 1+ Ss',_, + Sg's, also
S= O(a:%log“’x) fir r=2, 8S=0(zlog?z) fiir r=3,
S8=0(z) fir r=4.
Wegen (24) ist also
M, ,=0(ctlogte) fir r—2,
M, ;= O(x*log?z) fir r=3,
M; ;= 0(z*) fir r=4.
Damit ist aber Satz 1 bewiesen.
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§ 4.
Beweis des Satzes 2.
Es werde fiir x > 0
(31) Ay (x)=A4A(z), Py(x)=P(z), 4,(z) =5fAe_1(y)dy,

z

Po(2) =[P, (¥)dy (e=1,2,...)

gesetzt. Offenbar ist

r r,
22

e

Es seten 0 =4, < 4, < 1, < ... diejenigen Zahlen, die sich durch die

A4,(z)=

+ P, ().

Form Q (u) = 2 a,,%,%, mit ganzen u, darstellen lassen; es sei a,

U‘V—

die Anzahl derartiger Darstellungen der Zahl i,. Dann ist®)

lol‘l
N

wEgite x%+§ ©
P, (2) =4, () — == s

VDT(§+9+1) A Ub=

wenn o > %. Fiir die Besselsche Funktion J,(z) gilt bekanntlich fiir

z2— -+ o©
2= EE o)

Die Rethe 2 -2 konvergiert bekanntlich fiir w > 5 2 ; wenn wir also

n*l n

d,= + —l- setzen, bekommen wir fiir o > 2

g+r;1_ ©

: 2 3 r+1005”(2}/1——:£—d)+0<

Q+1yD _122+ *

m lfb

=8
T

%) Vgl z. B. Landau (2), S. 452, Formel (6). Dazu ist folgendes zu bemerken:
In unserem Fall sind die Landauschen Zahlen &y, Ay, ..., k,, %, %, ..., 2, gleich
Null, also u=y=0=a,=1. Weiter ist bei Herrn Landan B, (x)=4,(z)—1 (da

(32) P,(z)=-

T

der Punkt [0,0,...,0] nicht mitgezahlt wird), B, (z)=J B,_,(y)dy; also
2 i)

B, (x)=A, (x)—-—’ . Endlich schreibt Herr Landau jedes 4, a,-mal auf, so da8 bei

ihm die g, nicht auftreten; sein % heiBt bei uns 7.
Mathematische Zeitschrift. 83. 6
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Wir bezeichnen nun mit ¢, unterschiedslos positive Zahlen, die nur
von 7, a,,, o abhingen. Aus bekannten Eigenschaften Dirichletscher Reihen
ergibt sich, dafl fiir ¢ > ¢ die Ungleichung

(33) 9 r+1 >22

n=2 1

€_
3t

gilt. Es sel ¢ irgendeine ganze Zahl > 5, fiir welche (33) gilt; es sel
fiir jedes ganze g > 0

1 d 1\2
o @) =1(0+%) 2,0 =1(0+%+3)
(also cosz (2YA, =, () z; ,(9) — ):(_1)i+1 fiir 4 =1, 2>. Dann ist erstens

(34) =z, ,(9) < 2,,(9) <z, ,(9+1); =,(9)= g;é +0(g) (¢=1,2);

zweitens ist wegen (32), (83) fiir g > ¢,

r—1 7—1
ot—— e+
(38) Pz (@) >c,g . Pz ,(9))<—c,g ;
drittens ist (wegen (31), (35))

T1,0(g+1) 7._1 %2, 0(g) r—1

— +
(36) f P,_ 1(y)dy>c g 2 f(g)Pe_,(y)dy< —cege 2,

Wir behaupten nun: fiir jedes ganze ¢ 1 gibt es zu jedem ganzen
g > ¢, zwei Zahlen z, ,(g), 2, ,(g), die (34), (85), (36) erfiillen. Diese
Behauptung ist fiir ¢ > ¢ richtig, also geniigt die Induktion von g auf o — 1.
Es sei also fiir ein ganzes ¢ > 1 und fiir jedes ganze g > ¢, (34), (35), (36)
erfilllt. Da die Lingen der Integrationsintervalle in (36) O(g) sind, gibt
es sicher fiir jedes ganze g >c¢, , zwei Zahlen w,, ,(9), %, ,_,(9+1),
so daBl

—1
9—1+£—'

(37) Pe—l(x:l,e_l(g +1)) >€,_19 ,,__j s
PQ—1(‘E2,,9—1(9)) Co 19 s
xl,g(g) < xe,9_1(g) < x‘!,g(g) < x1,9—1(9'7' 1)< x1,@(9 +1)§
also wegen (34)
Ty o 1(9) <%y, 1(9) <%, .(9+1); 2,..(9)= 1 “+0(@) (i=12);
aus (37) folgt aber

%1, 0-1 (ﬂ+1) 9_1+tl 2, 0-11(9) 9—1+L:}
f e-—ﬂ () dy > Co 19 2, J. Pe—a Yy < —c, .9 2.

#2,0-1(9) 1, -1 (9)
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Damit ist aber die Behauptung durch Induktion bewiesen. Fiir o =1
angewandt, ergibt sie fiir x >c¢:

Z;,,(g+1) r—1 r+3

fmax(O,P(y))dy_z_ > f Po(y)dy > ¢ 291+ 2 >ecx t;
1]

3, 1(9+1) Sz 2, (9) g<cV§

2,1 (9) r—1 r+3

fmax (0, —P@)dy= > — [P(y)dy>c X g T >oxt.
; i

Lo (@) Sx Ty, (9) g<cVz

Damit 1st Satz 2 bewiesen.

§ 5.
Beweis des Satzes 3.

r
. “ . . .
Es sei @(u)= X a,,u,u, eine rationale Form, also a,,=b,,«,

u,v=1
wo & >0 und die b,, ganzsind. Essein >0 ganz; fir an <z <e«(n+1)
1t offenbar A(z)= A4 (an), also

r 5
P(z)=A(an) —yz?, wo y=-— ﬁr —,
ypr 5—:-1)
also
aP(x ro -t 51
di ):~—§N‘ < —gr(en)® .
Diejenigen z-Werte, welche den Ungleichungen
r
an<z<a(n+1), P(x) <”é“(an)?‘

geniigen, fiillen daher hochstens ein Intervall aus, dessen Linge hoch-

o . .
stens - ist; also ist

a(n+1) / L
Pz 55 e
daher ist
_r z
llminf 2 2 fﬁp(y).d?/> 0,
Z= oo 0
w.z. b.w.
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