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Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide
al(uf + ... +“r2.)+"2(“f.+1 +... uf) <=x

VOJTECH JARNIK, Praha.
(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Marz 1940.)

§ 1. Der Hauptsatz und seine Folgerungen.

Es sei r > 4 ganz,

r

Q(n) = Z Ay U 1 (Upey = Uyy)

pr=1

eine positiv-definite quadratische Form in den Verdanderlichen «,, . . ., «,.
Das Volumen des Ellipsoides @(u) < 1 sei Vy; dann ist das Volumen
T

des Ellipsoides @(u) < « fiir « > 0 gleich V. z%. Man setze Pg(z) =
r

= Ag(x)—V,. x2, wo Ay(x) die Anzahl der Gitterpunkte (uy, .. ., u,)
mit Q(u) < x bedeutet; endlich sei fiic > 0

Mg(z) = sz (y) dy.
0

Sind die Koeffizienten a,, ganze Zahlen, so gilt bekanntlich?) fiir r = 5

P (x
— o0 < lim inf —— Q( 2) <0<llmsup ol?)
Z=00 ?—- =00 E-——l

x x

(1)

1) Z. B. A. WALFI8z, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden,
Math. Zeitschr. 19 (1924), 300—307; E. LANDAU, Uber Gitterpunkte in mehr-
dimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 21 (1924), 126—132; H. PETERSSON,
Uber die Anzahl der Gitterpunkte in mehrdim. Elhpsou]en, Abhandl. a. d. math,
Seminar Hamburg & (1926), 116—150; V. JARNIK, Uber Gitterpunkte in mehr-
dimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 27 (1928), 154—160.
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Dadurch ist die GroBenordnung der Schwankungen von Py(x) fiir ganze
a,, vollstindig beschrieben. Der Verlauf von My(x) i8t, wie es zu
erwarten war, viel glitter; insbesondere hat fiir r = 4 (und ganze a,,)
Herr Walfisz die Existenz des Grenzwertes

. M (x)
0 < lim < W (2)

(und noch viel mehr) bewiesen.?) Verwandte Resultate filr » > 5 habe
ich schon friilher bewiesen?); der von Walfisz untersuchte Fall » = 4
bereitet aber bekanntlich besondere Schwierigkeiten. Die eben fiir ganze
a,, dargestellten Resultate gelten freilich auch fiir die sog. ,,rationalen‘
Formen @, d. h. fiir diejenigen Formen @, in welchen alle Koeffizienten
a,, ganzzahlige Vielfache einer und derselben Zahl ~ > 0 sind (denn

offenbar ist P ,(z) = P, ( % ))

Ganz anders liegen aber die Verhéltnisse bei den ,irrationalen*
(d. h. nicht rationalen) Formen; wir beschrinken uns in diesem irratio-
nalen Falle auf die Formen der Gestalt

Qmp;Z&ﬁ (B> 0 fir j=1....7) (3)

i=1

wo also mindestens eine der Zahlen 8, §,” Y(u,v=1,2,...,7) irrational
ist. Fiir diese Formen hat man, im scharfen Gegensatz zu (1) und (2),
folgende Resultate:
P (x M :L')
lim ? )— =0(r=25). % Jim —gl— =

=0 —E-—-l r=w T
Ha

0 (r = 4).5)

Andererseits ist hier das Verhalten von JMy(x) nicht mehr so regulir

2) A. WaLFIsz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden,
5. Abhandlung, Acta Arithmetica 1 (1936), 222—283 und 7. Abhandlung, Travaux
de YInstitut mathématique de Thilissi b (1938), 1—67. Anmerkung bei der
Korrektur. (2) gilt (fiir ganze a,,) auch fiir > 4 (nicht aber fiir r = 2, 3).
Vgl. V. Jarnik, Uber die Mittelvertsitze der Gitterpunktlehre, 5. Abhandlung,
Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 69 (1940), 148—174,

3) V. JARNIK, Sur une fonction arithmétique, Véstnik Kr. Ces. Spol. Nauk
1930, Nr. 7; 13 S.

4 V. JARNIK, Uber Gitterpunkte in mehrdim. Ellipsoiden 1I, Mathem.
Annalen 101 (1929), 136—146; V. JAkNiK-A. WALF1sZ, Uber Gitterpunkte in
mehrdim. Ellipsoiden. Math. Zeitschr. 32 (1930), 152—160.

5)'V. JARNIK, Uber die Mittelwertsiitze der Gitterpunktlehre, V&st. Kral.
Ces. Spol. Nauk 1932, Nr. 20, 17 S.
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wie im rationalen Falle; denn fiir jedes ganze r > 4 gibt es drei Formen
Q,, Q;. @5 von der Gestalt (3), sodaB fiir jedes & > 0 folgendes gilt:

M Y (x)
lim sup —; Q'(~_2 == Q0. 5) hm '_,Q; ez ), 6) (‘)
& 5+
x -
A ‘.l’ ‘1)
lim inf —5 ) =:0,7)  lim sup —= Q‘l(___ =z 00 7) ()
+8 L

@

Q2

(man beachte r— 1> } (r + 1)). (4) zeigt, daBl die Grofenordnung
von My(x) von den Koeffizienten f; abhingt, da sich verschiedene
Formen verschieden verhalten konnen; (5) zeigt, dafl der Verlauf der
Funktion M,(x) sehr irregulir sein kann — ganz anders als im ratio-
nalen Falle (vgl. (2)). Es erscheint daher angemessen, fiir irrationale
Formen nach Resultaten zu sichen, welche erstens den gesamien Yer-
lauf von Mgy(x) und zweitens seine Abhingigkeit von den f; zu be-
schreiben erlauben. Ich habe dieses Problem schon einmal,8) und zwar
fir die Formen der Gestalt

Q(u) == o ('“'2 + ...+ “‘2) + ('"'f i I o ‘""f,q-r ) (6)
angegriffen, wobei ich r, > 4, r, == 4 voraussetzte; iiber die damals
erzielten Resultate und uber ihre Beziehungen zu den Ergebnissen der
vorliegenden Arbeit werde ich kurz zum Schlufl dieses Paragraphen

berichten. Damals habe ich fiir die Formen (6) statt A7 (x) die Funktion

f | Po(y) | dy untersucht. Heute will ich My(x) fiir die Formen (6),

0
aber mit der mehr einschrinkenden Bedingung », 2> 6, r, 2> 6, unter-

suchen und im Hauptsatze eine velhaltmsmalhg einfache Funktion
F(x) = Fy(x) bilden, welche die Funktion M 4(x) so genau darstellt, daB
M (z)

M ()
‘ Q . g ——
) < l):l Lnf FQ P < 11;'1:“1’ FQ(x) < .

Bezeichnungen und der Hauptsatz.

In der ganzen Abhandlung bedeuten r,, 7, ganze Zahlen, r == r;, + r,,

z = Min (ry, ry), 1, = 6, 12 = 6; &y, x, bedeuten positive Zahlen; 2 st

&) V. JARNiK, Uber die Mittelwertsiitze der Citterpunktlelire 11, Math.
Zeitschr. 33 (1931), 85—97.

7) V. JARNIE, Eine Bemerkung zur Gitterpunktlehre, Casopis pro péstovani
matematiky a fysiky 69 (1940), 57—G0.

8 V. JARNIK, Uber die Mittelwertsiitze der Gitterpunktlehre 111, Math.
Zeitschr. 36 (1933), 581— 617.
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irrational. Q(u) = Q(u,, . . ., 4,) ist dann durch (6) gegeben. Die Gestalt
von Q(w) gestattet uns, die Kettenbruchentwicklung
.\, 1 (g, ganz fiir v > 0, )

N, T go =2 0, go> 0 fiir v > 0 (7)

Qg ,
T —

27

heranzuziehen. Die Niherungszihler und Néherungsnenner dieses Ket-
tenbruches sollen dauernd mit p,, ¢, bezeichnet werden, also

1

Po=9o D1 =G+ L. Dotz ==goroPos1+ po(t 2= 0)} (8)
G=1 q =g Qi+2 = GoiaQes1 + Qv = 0).

Mit ¢, ¢,, . . . bezeichnen wir stets positive Zahlen, die nur von ry, 7,,
oy, &y abhingen; sind z. B. &, 5, { irgendwelche Parameter, so bedeutet
z. B. cg(&,m, {) eine positive Zahl, die nur von ny,7,, &;, s &9, ¢
abhingt u. desgl. Die Zahl ¢;, bzw. ¢;(&, %, ) u. desgl. hingt freilich noch
vom Index I ab; in der ganzen Abhandlung kommt aber nur eine end-
liche Anzahl der ¢, ¢(&, 7, (). ... vor. Wenn kein MiBlverstandnis zu
befiirchten ist, so lasse ich oft den Index / weg und schreibe unter-
schiedslos ¢ statt ¢, c(&, 9,C) statt ¢, (&, », {) usw., so daBl Gleichungen
wie ¢ + 1 == ¢ vorkommen konnen. Sind 4, B positive Zahlen, die von
irgendwelchen Parametern abhédngen diirfen, so will ich (etwas abwei-

chend von der iiblichen Bezeichnung) 4 ~ B schreiben, wenn ¢ < % <c

ist. Also z. B.: fiir P, > 0 ist p, ~ q, (ausfiihrlich gesagt: es gibt ein
¢, > 0 und ein ¢, > 0, sodaB fiir jedes ganze v > 0 entweder p, = 0
oder ¢, < %’- < ¢, gilt).

Mit {a, b} bezeichne ich den groten gemeinsamen Teiler der ganzen
Zahlen a, b (die iibliche runde Klammer konnte zu MiBverstindnissen
fithren); mit [£] bezeichne ich fiir reelles & die grofite ganze Zahl < ¢&.
Das Zeichen a/b soll bedeuten: a und b sind positive ganze Zahlen und a
ist ein Teiler von b.

Von den gelaufigen Eigenschaften der Kettenbriiche brauchen wir
nur folgende:

1. Alle Briiche -fll’ sind positiv, aufler wenn % <1 und 2 = 0:
v 2
dann ist p, = 0. Daraus folgt: die positiven Néaherungsbriiche von %
2
stimmen mit den reziproken Werten der positiven Naherungsbriiche
von %2- iiberein. (Zum Beweis konstruiere man den reziproken Wert
1

von (7).)
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2, Sind @, b ganze positive Zahlen mit

a \ 1
iT Y A
. - Dy oo . . N
so ist — = L% fiir ein geeignetes v = 0.
b =
3. Fiir ganze ¢ f_' 0 ist
1 Pe M
A = l —_— l— — ——
e 20} 2qu e+ v A} DY+

4. Aus (8) folgt po <P, e < i S <G5 <
Posz = 2P0 Qo2 22 2qv. Qo1 ~ Jot1 G- (V)
Also ist fiir jedes £ > 0 und jedes ganze « > 0
Z 1< Zq; < e(e) ¢, Zq”_'E < c(e) g,
r=u e 2 v

Allgemeiner werden wir oft Abschatzungen folgender Art gebrauchen,
ohne sie stets ausdriicklich zu erwdhnen: ist ¢ > 1, n ganz, n > 0,

>0 &> a1 yn>> 0, 1y < n—1 §i—1 (1 << j f_ n).
80 ist
S+ &+ .. F &n<ela)én g+ yg A oo <Tela) .

Weiter: Ist T'(a) die Anzahl der positiven Teiler der natiirlichen
Zahl a, T(a) die Summe ihrer reziproken Werte, so ist fiir jedes e > 0

Ti(a) < T(a) < cle) as.

Zur Abkiirzung schreiben wir oft exp 5 statt e”. Ist b reell, so
bedeutet & denjenigen in der lings der negativen reellen Achse aufge-
schnittenen komplexen &-Ebene regularen Zweig, der fiir £ > 0 positiv
ist; wir schreiben auch exp,b = &. In der ganzen Abhandlung ist
x> ¢, und w wird stets durch ¢, < 2 <g¢,,, definiert, also w > 2
ganz. Natiirlich interessieren uns hauptsichlich groBe Werte von .
Weiter wird stets

F(2) = Fo(x) == 27! Z Z p— \Im( (q,,i:_;@)‘)

v m/p v

nigy
r—1 1 ) s 1M \?

F'(.'C) = Fb(x) = ot 3 + 271 Z Z T3 =3 1.=% A\Iln(l, ((l'iz—) )
Tw r<W My q,m m '

e
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F'(x) == Fg(x) == g1 z -—————74:72—--7—_—_-_-;, Min (l. (Miqitlﬁn)z)
v mip, Pogom™ “m* " *
n(ay
gesetzt (der Strich bedeutet also keine Ableitung). Dabei liuft die Summe
nach ¢ hier und im Folgenden stets nur iiber die v mit p, > 0; in F'(x)
tritt dazu noch die Bedingung v << w hinzu. Bei jedem v laufen freilich
m bzw. n lber alle positiven Teiler von p, bzw. g,.

Beweis. Auch F(z) enthilt das Glied «"~'q;2 (fiir v = w, m =
= n == 1). Also

F'(x) < F(x) < F'(x) 4 car—1 Zq:2 < F'(x) + e ! q:v'g <c F'(x);

"W
also F(x) ~ F'(z). Aus ¢, ~ p, folgt F(x) ~ F"(x).
Nun lautet der

Hauptsatz 1.
M y(x) ~ Fy(x),

d. h.: cg Fo(r) < My(x) < ¢y Fy(x) fitr x = g,.
Statt fiir > ¢, geniigt es offenbar, die letzten Ungleichungen fiir
x > ¢; zu beweisen. Nach Hilfssatz 1 ist jede der beiden Beziehungen

Myx) ~ Fo(x), Mo(x) ~ Fg(v)

dem Hauptsatz dquivalent; insbesondere zeigt die letzte Form die Sym-
metrie des Hauptsatzes; denn F” édndert sich nicht, wenn 7, x, mit
79, &, (also die p, mit den ¢,) vertauscht werden.

Da es fiir andere Zwecke niitzlich ist, beweisen wir zugleich folgen-
den etwas allgemeineren Satz:

Hauptsatz 2. Es sei 0 < o < 1. Dann ist
coltt) Fola) < Mo(x) — Mo(ux) < cq{p) Fo(x)

far x> cg(pe).

Hauptsatz 1 ist im Hauptsatz 2 als Spezialfall ;1 = 0 enthalten.
Ubrigens kann man im Hauptsatz 2 offenbar statt c,(u) die Zahl
¢;(0) = ¢y schreiben.

Folgerungen des Hauptsatzes 1. Aus dem Hauptsatze 1 (den ich
nach Bedar{ in der ersten, zweiten oder dritten Form benutzen werde)
ergibt sich eine Reihe von Folgerungen, die jetzt genannt und bewiesen
werden sollen unter der Annahme, dall der Hauptsatz richtig ist; den
Beweis des Hauptsatzes werden wir in den Paragraphen 2, 3, 4 erbrin-
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gen. Ubrigens kann der Leser den Rest dieses Paragraphen 1 auch erst
nach den Paragraphen 2, 3, 4 lesen.
Bis zum SchluBl dieses Paragraphen mogen folgende Bezeichungen

gelten:
G(t) = D~y Min (‘- (g"%ﬂ)z) (o)
e LM m :
nlq,
alSQ
Fo(x) = =1 > &(). (1)

(&) bedeute immer eine fiir £ > 0 stetige und positive Funktion, fiir
welche £ 'g(£) nicht abnimmt; p sei die zu ¢ inverse Funktion. Man
beachte: mit 7 = y(§) ist

we _ m

& @)’
also ist 5“’1;:({-‘) fir £ > 0 nicht wachsend, also fiir & 2> 1 beschrinkt.
Weiter ist & 'y9(&) - 0 (fir & — ) dann und nur dann, wenn

Elq (&) — oo; sonst ist 0 < lim & 'y(£) < 0. Diese Bemerkungen wer-

=0
den wir oft brauchen.
Satz 1.
Adus
. Qv+1 ;
lim su < 12
‘v=¢>p ‘P(qv) ( )
folgt
lim sup — Q(a’) p(x) < (13)
=00
Aus
lim sup 2241 < ¢ 14
0=°°I ¢(qy) (14)
folgt
lim sup M ( p(x) > 0. (15)
Ze oo

Hilfssatz 2. Fir jedes ¢ > 0 und jedes v (mit p, > 0) st
W) < 55 Bv) < 5 (q";‘) ;

qv (4

Qov+1 v+1

1 2—2 q 2
6(v)<c(s)qT:e( - ) 0 S(v) < A(w, 6)(7),
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wo A(v,e) =cg; flir ro=r, A(v,e)=cle)gl*t® far |r—r|=1,
A, e) = cle) ¢ fir 1 < |1, —ry | < 4,

A, e) =c¢ far |rn—r, | =4
(man beachte, daB einige von den A(v, ) von ¢ unabhiingig sind).

Beweis. Die erste Formel ist trivial, also auch die zweite fir
9pp1 = - Fir ¢,,, < @ ist aber

. 1 Qo+ 1mn\?
Sw) £ —W Mm( (—”'—x—))

I

mlp, v
nlq,
1 -
é_z_ (qt'+1) Z 1 + = 2 2_2 z
2 as~ dla 9y a>__‘.‘._ dla
41 Tv+1
i—L 5
¢ [go+1) 2_ ¢ [qp+1\’ 3 .
L— < (=] (wegen > 1 <ca’, 2>6).
="9 x = "3 T =
qv qv dla

Weiter: die Gliederzahl von &(v) ist < c(¢) 2. Jedes Glied mit mn <

1 z—2 . .
< ist hochstens L Zoi2)’ < — (q.,+1 und jedes Glied mit
T Qo+ q; z |7 g\

. 1 1 z—2
mn > ist hochstens ———— < — (q",“)-
Qv+1 gm n 9, x

Endlich: aus Symmetriegriinden darf man 7, > r,, also r, — », =
= ¢ 2> 0, r, = 2 voraussetzen. Dann ist

< > (q_}tﬁ) Lt

m/p, %,
nigq,
Hierin ist
o m\2 2 _ 2 2
z'mz = p: Z(E) = p, Z d—2 < cp, <cq,,
mip,, mip,, da/p,
Sw<ed, Sn<dad, S <o
nlgy nigy, /g,
fir o = 2, 3, Zn2—°<c fiir ¢ = 4.

n/d,
Beweis des Satzes 1. Gllt (12), so gibt es ein @ > 0 mit ¢, , <
< a¢(g,). Jedem hinreichend groBen z ordne man V = V() so, daB
P(r—) < 2 < @(gy), also gr_; < p(®) < gp. Nach Hfs. 2 ist
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Z Sk) < ¢ z q:?' < rq;'z < ep (). (16)
vl [N 4
) a2
1 (gp1)* (9(g0))”
S) < ¢ — (—-—) < cfa) ————e

Da & 'g(£) nicht abnimmt, so ist

(@11 - (u) (rlao’
Gos1 G %

wegen q,.s = 29, @yiy = 9y Q1 < () ist also

I

26(0) < o(a) (_ti)_(zth_t%f_ < o(a) (¢ ("P(m)){)a . (,;(ur) ‘ (17)
o<V qy_, %° pi(a) a* y)

Aus (11), (16), (17) folgt aber (13).)
Gilt nun (14), so setze man , = g,,,, — 1 fiir jedes ganze w > 2.
Es gibt ein @ > 0 und unendlichviele w mit 2x, > q,,, > a¢(q,), also

9

By
Qo <y (”f"’) < Max (" %:) - 9]

und nach Hilfssatz 1 ist fiir jedes derartige w
F(xy) > a7 g% > ofa) 27 9 X (aw);

daraus folgt (15).

Die Schirfe des Satzes 1 kann man aus folgender Bemerkung
beurteilen: gilt zugleich (12) und (14), so gilt (13) und (15). Eine Fank-
tion ¢, fiir welche gleichzeitig (12) und (14) gilt, bekommt man offenbar
auf folgende Weise: Fiir v > 0 sei

g(q_") = Max Qu+1,

v osuse Qu

(&)
&
2, < £ < ¢,41 (v 0). Man beachte, daB fiir die eben definierte Funk-

tion ¢ folgendes gilt:

weiter sei konstant fiir 0 < £ < ¢ und linear in jedem Intervall

A. Stets ist y(x) > c0; man kann aber «;, &, so einfiihren, dal ¢
beliebig schnell, also y beliebig langsam wichst.

%) Infolge des Hauptsatzes 1. kann man niimlich bis zum SchluB dieses
Paragraphen F(x) oder F'(x) oder F”(x) statt Mq(x) betrachten.
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B. Dann und nur dann ist £ 'y () -0, wenn &'g(&) — oo (fiir
& — o), d. h. wenn die Folge g,, ¢, s, . . . aus (7) nicht beschrinkt ist.
Sonst ist 0 < lim £ yp(&) < co.
E~ow
Daraus und aus Satz 1 folgt offenbar:
Satz 2. Stets ist
lim —J-'{f—_(ﬁfl = 0. (18)

T=00 X

Sind aber ry, r, und eine Funktion f(x) mit lim f(x) = co beliebig vorge-

geben, 80 gibt es zwer Zahlen x,, «,, sodaf fiir die Form (6) galt
lim su M'Q_(_al:) () = oo.
T=0@® r
Satz 3. Dann und nur -dann ist
lim sup Mf_(_? < 0,
=0 I

wenn die Folge g, 01, 9a, - - - w8 (7) beschrinkt ist.
Als Gegenstiick dazu folgt aus Hilfssatz 1 sofort
Saz 4.19) Stets ist lim inf 2%)
XT=® €T
Satz 4 groBer als ca” 2 ist, so erscheint es natiirlich zu fragen, wann
es zu gegebenem @ eine Funktion y mit folgenden Eigenschaften gibt:
(#,). Die Funktion y(&).& "3 ist stetig, positiv und nicht ab-
nehmend fiir £ > 0.

> 0. Da die Funktion My(x) nach

Q(x)

(£y). 0 < lim inf ﬂ(_ﬂ;_ < lim sup Mg() < ©

T=m z() T= x(x)
Ist die Folge go, 91, ... beschrinkt, so gibt es eine solche Funktion,
nimlich y(2) = a"~*, denn nach Satz 3, 4 ist in diesem Falle M y(z)~a""3.
In jedem anderen Falle ist aber die Antwort negativ:

Satz b. Ist die Folge go, ¢y, . .. nicht beschrinkt, so gibt es keine
Funktion y(&) mit den Eigenschaften (E,), (E,).

Beweis. Die Folge g,, g, - . . sei nicht beschrinkt und « habe die
Eigenschaften (&,), (E,). Mit d,, d, . . . bezeichnen wir positive Zahlen,
die nur von «, xs, 71, 7, und von der Gestalt der Funktion y abhéngen.
Fiw x> d, ist nach (#,)

dy 1(2) < F(x) < dy y(). -

19) Die Rolle des Satzes 4 ist aber eine andere, als man hier glauben konnte.
Wir werden némlich im Hilfssatz 6 den Satz 4 (und noch etwas mehr) direkt
beweisen und erst mjt Hilfe dieses Satzes den Beweis der Hauptsiétze erbringen.
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Da die Folge q;“ (» =0, 1,...) nicht beschrankt ist, so gibt es unend-

lichiviele 7 mit
Irer M Qo+, (19)
q}" yV qﬂ
laBt man V durch diese Werte iiber alle Grenzen wachsen, so ist
s (20)
q,-

Man nehme ein solches 17> d, und setze zunachst r ==z = ¢,
Dann enthdlt &(17) das Glied ¢;72 (mit m = n = 1), sodall

2(ay) > dy F(ay) 22 dg “5;_.1 ‘1;2-

|-

Zweitens setze man

[

9y
T = qlll(;:l)

Dann ist nach den beiden ersten Ungleichungen des Hfs. 2

26(11) < dg Zq *<d, ql,'l

>V

1
qv+1) o+1 (qv+1)2 Uy
S(v dg <d
4 )= Z( "\g,

(vgl. (19)). Also, nach (11),

3
- 1) 1 —
2l @) < dyg F(ag) < oy I(Lz (q—'til) + (—_r—)) =y, gyl
ar \ dy .
! T41
Also
ACARRIC) B AN [ 28\ Wl | (20
.”L:.;.—'i ' .L"]. = l- ;L" q]r 1 qV

Hier ist die linke Seite > 1 nach (%,) (da x, > ), wihrend die rechte
Seite nach (20) fiir V' — oo gegen Null strebt — Widerspruch.
Bemerkung. Ersetzt man in (E;) den Exponenten —r + 3 durch

—r+ 1+ 2 so wird der Satz falsch, da

~ 1
. —r+1l+z .
F(‘l) - X = zv: W Min (ilzz, (qv-i-l mn)z)
m{py

n:q,
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nicht abnehmend und stetig ist (gleichmafBige Konvergenz auf jedem
endlichen Intervall) und zugleich My(x) ~ F(x) ist.

Die Satze 1, 2, 3 behandelten die ,,Maximalordnung® von J/y(x)
(sie betreffen den ,,lim sup‘‘). Wir wollen jetzt andererseits die ,,Minimal-
ordnung® von My, d. h. Sitze mit ,lim inf*, betrachten. Zunachst
aber einige einfache Begriffsbildungen. Es sei
log M, (x)

.. Jog M (x)
lOgT, !2(Q) = hnzl:::f lOg T ’

[(@) = lim sup

d. h.: f(@) bzw. f,(@) ist die untere Grenze aller reellen 8, fiir welche

M () o M (2)
lim sup — < ®© bzw. lim inf

ab

ist. Analog sei

log ¢
, &) == lim sup ——21 8(x,. &,) = lim inf
P(oy, xg) ”=;11 log ¢v (% &a) vew  10g gy

log qv+l

Offenbar ist (man beachte p, ~g,)
1 < S0y, o) = O(oxg, %)) < p(2%g, %0) = P(0xa, ) < 00.
Nach Satz 2, 3, 4 ist
r—3s K@ S h@sr—1 (21)

und Satz 1 liefert sofort folgenden Satz, der freilich wesentlich schwicher
als Satz 1 ist:
Satz 6.

9

L

(@) = r—1—

D]
Dabei ist == 0 zu setzen; analog in éhnlichen Fallen. f,(@Q) ist also

durch die Angabe von r, y(x,, x,) eindeutig bestimmt. Dagegen braucht
f2(@) nicht einmal durch die Angabe von 7y, 7y, y(0, &5), (s, x,) ein-
deutig bestimmt zu sein, wie folgender Satz zeigt:

Satz 7. Es seien 7, 1y, y(1 <y < ) gegeben. Dann gibt es zwei
Zahlen o, x, mit

0oy, &g) = 1, p(ovg, ) = 7, (22)

sodaf fur die Form (6) die Qleichung fy(Q) = r — 3 gilt und es gibt zwes
andere Zahlen «,, x, mit (22), sodaf fir die Form (6) die Ungleichung
fAQ) > r— 3 gilt.

Yorbemerkung. Ist dagegen 9(x;, &) = 1, so ist nach (21) und
Satz 6 notwendig f,(¢) = r — 3.
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Beweis. 1. Man wihle g, 95, 95, . . . der Reihe nach so, daB alle
g, = 1 mit Ausnahme einer Teilfolge g, ,g,,, ..., die so gewihlt wird,
dall

g SN (1 G SOV
s > B 0 oy,

Dann ist p(xy, o) = 9, 6(og, ap) = 1. Fiir v = Qo2 ist

Zeu)—2+ > +2—[+11+111

<Oy <y — e

zur Abkiirzung. In der ersten Summe ist ¢, < Gy, < :u', in der
zweiten ¢,,, < cg,: nach Hilfssatz 2 ist also

'
I<c Z (qi;f—l) - < ca—? Zq?ﬁ < ca?
4 q -

LR

¥
) s 2 l 1 h —_
Il <¢ Z (q—') P 1/ I

v]-__1§_jv<v,-—‘.’.

Il < ¢ z 9:2 < ('q;,iz = cx 2
v._;t"-~»-2
Nach (11), (21) ist also /(@) =r—3. ° .
2. Man wihle g, =¢,=¢,=...=1 und g¢,,9, ¢;, ... 80, daB
lim 08 d2vr1 _
v=c 10g g2y

also d(ag, o) == 1, p(xy, x9) = y. Wird p’(= ¢) gewiihlt, daBl 1 <y’ <y,
so ist

~ - Y oope -
29041 = Qapi 2 > Goeir > Igp flr 22>

Jedem x > ¢ ordne man ein ganzes V mit ¢,, < @ < @op,s zu. Dann
enthalt (vgl. (10)) S(2V) das Glied (fir m = n = 1)

L' Min (1 (@_ﬂ)z)
2 b ‘1: b
9or

Wegen ¢op,q = $qopi0 > F ist
S(2V) > gy, (22)
Ebenso enthilt S(21" — 2) das Glied

1 (%V—l)z,
qgv—z @ |
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1

. ~. .’7 1Q
wegen Gop_y = $9ov, Qor—2 < oy ist

2
Z2—
B2V — 2) > cq,, T " (23)
Ist
. z
Qop < €XP, Ty
z4+2— =
Y
so ist nach (11), (22)
—r41 — 2z
T F(z) > cexp, — |
24+ 2— -,

"
/

ist aber

. . .
Ty = €XP, (———- 5 )
2 + 2 _—
Y

so ist nach (11), (23)

9
z|lz— ‘,) 9,
T F(x) > cexp, __...-*,._*.,.7_2_ —z | =cexp, (———»-l«»:.)— .

2+ 2—— 24+ 2——

7
Also
2z
(@) 27— 1— e > 1 — 3,
z + 2 — —
4

Nach Satz 7 erscheint es angemessen, folgende Definition einzu-
fithren: sind 7, 7, (1 < y < ) gegeben, so sei fy(ry, 7, ¥) die obere
Grenze von f,(@) fiir alle Formen (6) mit 9(x;, «;) = . Die Funktion
fo(rs, 75, ¥) (als Funktion von y bei gegebenen 7y, r,) zeigt einen merk-
wiirdigen Verlauf, der jetzt untersucht werden soll. Im Rest dieses
Paragraphen sei stets

d=2firry =1, d=1fir |[r,—nr,|=1,d=0fir |[r,—r, | > 1. (24)

Satz 8. Man setze

D

5
X = Min( td iod

| .
Y

Y = Mi 2y 2z 2z
== ] m(y—i—l’2+y'z+‘.’)'



Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide. .. 15

D

2z z 4+ 2
Z = Min (__.._, —— _lm-—f——_);) .

24 2——
+ Y
Dann 1st
I — ‘)ﬂ \
fa(rl. 7. ‘y) __\: r—1—Max |2 z~ ; . - d )Z (23)
z— S 2424 —
Y tE Y
fori. 1) = r—1-—Max (X, Y, Z)." (26)

Es gibt sogar zu jedem System ry, vy, y (1S y < o0) eine Form (6) mit
vna) =y, [(@ 2 r—1—Max (X, T, Z). (26°)

Wir wollen die elementare Diskussion dieses Satzes nicht voll-
standig durchfiihren. Man bemerke zuniichst nur folgendes: es ist
X <2 Y < 2 und fiir y > 1 auch Z < 2; also:

Satz 9. Fur y > 118t fy(ry, 73, y) > r — 3. (Und freilich fy(ry, rs, 1) =
=r — 3). Zweitens: fiir 1 < 2 ist A(z— 1) < 2(z—2); fiir y > 1 ist
also

z—

22— >

‘i]lo

Zz —

~<||¢]w

aus Satz 6 und (25) folgt also

Satz 10. Fir y(xy, xg) > 1 st f,(Q) < f1(Q). (Fiir p(xy, ) = 1 ist
freilich /(@) = /(@) =r—3.)

Drittens: ist y > z 4 1, so ist

22 22, 242 2z 22z

X = > - > >7. X> e =Y,
z+2+i 2437 z+1 24+37 249
Y
also nach (26)
2z
frnrey) 2r—1— ———:
e o 2 + —_—
y L]
der Vergleich mit (25) liefert
9
Satz 11. Fiir y > 3 -+ 148t fy{ry, 70, 9) = 1 — 1 — —Ld Also:
z+2+?

wihrend f,(Q) nach Satz 6 mit wachsendem y wichst, so nimmt die
Funktion fy(ry, 75, ) ihren kleinsten Wert r — 3 genau fiir y = 1 an,
wahrend sie fiir y > z + 1 entweder stets ihrem groften Wert r — 1 —

22

P gleich bleibt '(fiir |r,—r2| > 1) oder dem Grenzwert r — 1 -—
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2z
z+4 2
sondere (wenn man schirfer (26') statt (26) beriicksichtigt):
Satz 12. Zu jedem Wertepaar r,, r, gibt es eine Form (6) mit
2z
24 2°

Satz 13. Es seien ry, 7, geyeben, |r,—ry|> 1. Dann ist fir alle
Formen (6)

abnehmend zustrebt (fir |7 — 73| < 1). Daraus folgt insbe-

Q) zor— 1-—

2z
@ <r—1— 22,
es gibt aber Formen (6) mit
2z

Satz 11 lift aber zwei wesentliche Verschiarfungen zu. Erstens:
Satz 14. Ist 6(xy, %) > 2 + 2, so 18t

2z

R =r—1—. T (27)

2424

tET Y(o%y. )

Ist dabei auch |r,—ry| = 2, so st sogar
lim inf — - Mq(2) e (28)
r=00 . I
expz (r 1 s 2)

Dieser Satz zeigt, dafl f,(Q) doch (vgl. Satz 7!) in einigen Féllen durch
die Angabe von 7y, 7,5, d(ay, xy), Y(%y, &g) eindeutig bestimmt ist, namlich
wenn d(xy, &) > z + 2. In diesem Falle ist es sogar nicht notwendig,
den genauen Wert von 6(x,, «,) zu kennen.

Zweitens: kennt man f,(Q), so wei man nur, daB fir jedes ¢ > 0

Mo(@) _ o pimint M@ _ o

lim inf —5g5ee m inf — g

= ®
Fiir |7, — 7, | = 4 und fiir r, = r, wollen wir nun zwei Sitze beweisen,
welche sich, was ihre Schiirfe betrifft, zu (27) ebenso verhalten, wie
Satz 1 zu Satz 6.

Satz 16. Es sei |1y —ry | = 4. Dann ist stets

fim inf ~20(®)_
2=00 2z

< 00; (29)
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ist O(oy, ap) > 2z + 2, s0 st sogar

0 < lim inf MO(—":)—

r=0 2z

< . (30)

Man vergleiche diesen Satz mit Satz 2!

Satz 16. Ks sei r, = r,. Fir £ > 0 sei £ ' (&) positiv, stetig und
nicht abnehmend. y sei die zu ¢ inverse Funktion. Man defintere die
Funktion o(n) dadurch, daf die Gleichung &+ *y*(&) = n* durch & = p(n)
befriedigt wird. Dann gilt:

1. Ist
lim sup q”“ > 0. (31)
t=a0 t)
so ist
Mg
lim inf -T--(--.f? 0%(x) < . (32)
2. Ist
hm u y Jett < 0 33
LT (33)
und 05y, Ng) > 2z + 2, s0 ist
Jo(v) .
lim inf * ——:1— o*(x) > 0. (34)
r=m Ra

Wir sollen also die Satze 8, 14, 15, 16 beweisen; dabei diirfen und
wollen wir bis zum Schlufl dieses Paragraphen aus Symmetriegriinden
1, = 1, = % voraussetzen.

Es sei erstens 1 < p(0g. Ap) = y < 0, 0 < ¢ << 1. Man stelle fest,
dafl

[ ]

1 z—

i

—z+2+4 (=2 (y+e)—2+¢) =

Yilv
Iv

z—

+ Ae). (35)

22—

~<|w

wo A(e) - 0 fiir £ > 0. Fiir jedes v ist ¢,,, < c(e) ¢;**. Es gibt un-
endlichviele ¥ > 1 mit g;, > ¢}—. Fiir jedes derartige V definiere man
x = 2(V) durch die Gleichung

z—2
qV = expx ——’:)—) (36)
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Nach Hfs, 2 ist dann
Zé(v) < CZq., < gy’ (37)

vV

Z@ (v) < cle) 2 = (q.,'+ l) <

o<V u/l' ?

< < o(e) qu,r+a)(t-—2)——2+a e < (38)

o<V

—9 —;
< C(C) qg"l-;)(z ) —2+¢ x 2+2

Nach (36), (37) ist

[y F—2

ZG(’D) < cexpx(—_ 3
v.V =
7

“\; (39)
z — i

nach g}~ < gy, (36), (38), (35) ist

{ —_
26(17) < ¢(c) exp, (— 2 ? o + }(s)) (40)

v<V 2 — =

Y
Weil & beliebig klein gewahlt werden darf, so folgt aus (11), (39), (40)

—_
fz(rl,'r,,y)__gr-—-l—Qz ; fir y < oo, 41)
2 — —
Y

Es sei nun 0 < ¢ << 1. Fiir beliebiges x = ¢, und beliebiges ganzes
¥ > 1 ist nach (11) und Hilfssatz 2, da 4(v, £) mit wachsendem » nicht

abnimmt,
T F(x)<c Dgt+ DA(v.e) (M)z<
247+ 2, ;

24 4 (42)
< (:q‘—,'2 +ecA(V—1Llega”
Ist 7, —r; = 2, s0 setze man fiir jedes ganze V > 1
_z_—!—g
= () =g, ;
wegen A (V — 1, ¢) < c(e) 2° ist nach (42)
2z
— s
T F() < ele)x
Do
L) S r— 1—- = fiir ry—ry > 2, (43)
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Fiir 7, —ry = 4 ist sogar A (V —1,¢) < ¢, also

o F(x
lim inf ——Q'T < oo fiir ry—r, > 4, (44)
g=0 r—1—— -
x

Es sei nun 01y —7 <2, 1 S pog,000) =9 <L 00, Es sei 0 <
<y’ <y, e> 0. Es gibt unendlichviele V mit g, >> gf_,; fiir jedes
derartige V definiere man x = z(V) durch

gy = exp, ———z—d (45)
z+ 2+ —
14
Fir x = (V) ist nach (42), Hilfssatz 2 und wegen ¢,,_, < (V)
& F(2) < ole) (6" + df_, 2" g2 ), (46)

Hier ist nach (45) und ¢}, < gy

_9
24 24 —
+ +y
qz_q 9y s exp, (—— 2+ e+ (% + z)
— 2
= exp, -—-—zd—_|_ e\
z+ 2+-}~}7

Da man ¢ beliebig klein und 9’ beliebig nahe an y wihlen kann, so ist
nach (46), (47), (48)

z ——
z+ 2+ i
4 (48)

22
d
2+ 24 —
+ 14
Durch (41), (43), (44), (49) ist (25), (29) bewiesen.
Nun mogen ¢, y, ¢ dieselbe Bedeutung wie im Satz 16 haben; es

sei r, = 7, und es gelte (31), sodaB es ein a > 0 und unendlichviele V'
mit

hlryre, ) Sr—1— fir 0K n—r <2  (49)

9y > @ 'P(qV_.])’ Gy, < W(a—qu) é Max (1, a—1) 'P(qV)

gibt. Jedem solchen hinreichend groBen V ordne man x = z(V) durch
die Gleichung

;" y*(g,) = 2*, also g, = o(2)
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7zu. Nach (11) und Hfs. 2 ist
T Rr) < Zcq s Zquq:Hx_’ <eqit + el gha”
[ i
Hierin ist

2 -2
9 - 9 9

S %Y 9 s —2 —2
gy =0 (2. q;,___l(—;—.) < ¢(a) y;’(q,.)—'l;—q,,' = cla)q, = c(a)¢ (2).

Also gilt (32).
Es handelt sich nun um die Abschatzungen nach unten in den
Sitzen 8. 14, 15, 16.

Hiltssatz 3. Far q, p,,_l Gt = B < Gy B8E

F( - r—1 -2 d qu' : .
T) > cx Qe T Qyy r )

/"7 Qv Por- :‘ x << qu Py Qor-a 'Mt

F(x) > c.L';l ((1,_1.2 - (%”_)-)

/‘i?)‘ Qe ;‘— T < Qe Pre -1 28t

_., /MY
y . 2 =121y
F(x) > e’ ol Y o
o>

Beweis, Wird 7, — 7, == o(0 = 0) gesetzt, so ist

1 * 4
Sl — 1) = —— Z __1_—_— Min (1. (qw ”m))
T, e

w1 MPy T z

nigye—y

[

(vgl. (10)). Iin ersten Falle enthilt S(u — 1) das Glied g5, ™% p%_, gu ",
(fiix m == p,_,, n = ¢,_,) und auch das Glied ¢, x> p;_,q, >, (fir
m = p,_,. n==1); im zweiten Falle enthalt S(w — 1) das Glied
a7 pi_, 9.2, (fiir m = p,_,, n=1) »nd im dritten Falle das Glied
¢, x 2 g2, (fiiv m == n = 1). Weiter enthalt S(u) stets (fir m = n = 1)
das Glied ¢, (vgl. (10)). Daraus und aus (11) folgt wegen p,_, ~ ¢,
die Behauptung.

Es seien nun 7.7, (1 <y < o) gegeben. Ist y < <o, so setze
man y, = y: ist y = oc. so setze man y, = v. Man wahle «,, «, 80, daB
es-zwel Zahlen a > 0, b > 0 mit

b w=1.2..) (50)
9",

a <
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gibt (also @ = ¢, b = ¢). Man definiere X,. T,. Z, genau so wie X, V. Z
im Satz 8, nur mit y, statt ;.
1. Ich behaupte nun:
F(a)» ca” Ve figr Qe Pre1GQuet S 8 < i (51)

Hier ist nach (5())

2
) -
"

x> Cqu

und Hfs. 3 ergibt

” : 2
F(zx) > I N cexpx(r— I—5 ?’“’/ )
- Y
Weiter: ist -

q > c‘{p_ =\
« sy 4 d
Ye

so ist nach Hfs. 3 und (50)

2
F(z) > cx™ ¢ q",_, cexp, [r—1— --——-~~-7'—z—--—l< :
Ve ]
ist aber
< exp £ .
= d
z4+ 2+ —
H ™ Yo
so ist ebenso
2 / 2z
F(x) > cx'_lq;" >cexp,[r—1— — —-I—)
z2 _I_ 2 ._,_ —
Ve
Damit ist (51) bewiesen.
II. Ich behaupte zweitens:
F(‘l) > cxr—-l—lw flll‘ Qo Por—1 == :t < 9 Po— 1 Tw—1- (52)

Hier ist nimlich nach (50)

¢ exp, (2 e ) < ¢w < CEXp, T yw)
also nach Hfs. 3

- 2
F(z) > ca’ " ¢* > cexp, (r —1— 7"”__).
w

1+
r—l1—z z 22
F(z) > cx g, > cexp, {r—1—; .
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Fir ¢, > expz( ? 2) ist weiter

2+

~1-~ 2z
F(x) > ca™ " ¢8> cexp, (, —_1— Z-F_‘-’)

und fiir g, gexp,( _: 2) ist ebenso

2
) r—1 —2 1 2z
F(x)>ca q,” >cexp, |r— — 73
Damit ist aber (62) bewiesen.
1IT. Drittens behaupte ich:
F(x) > o’ 7w fiir g, < & < g Pu- (53)
Hier ist niamlich nach (50)
Yo
q, > ¢ exp, (l o )’w):
also nach Hfs. 3 und (50)
F(z) > ed gl q, " >
2 Yw z+ 2
— 11— —_— ==cexp, (r—1— H
—\(‘(\pz('r z+(z Yw] 1 + Y0 P, 1+ yw
fiir
2
9y > exP, ( —
24 2——
. * Y,
ist
r—1—z z —2 | 1 2z
F(x) > cx 9,9, 1 > cexp, [r—1— 3
z24+2——
Yw
fir
{ z
9 S exp, [ —
2+ 2——
Yw
ist ebenso -
r—1 —2 2z
F(x) >cx’ " q, >cexp,[r—1—- 7|
2+ 2——
Yw

Damit ist (53) bewiesen.
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Aus (51), (52), (563) folgt
F(2) > cexp, (r— 1 —Max (X,, ¥, Z,)) fiir g, < 7 < gpyr (54)

Da X, -~ X, Y,—7Y, Z,— Z fir w— oo, d. h. fiir 2 —'>:oo, so folgt
(26') aus (54).

Damit ist schon Satz 8, also auch die Sitze 9 bis 13, vollstandig
bewiesen.

Hilfssatz 4. Ist 8(xy, &) > 2 + 2, s0 ist

7 2z 1 2z
x) > —1— 3 i LTIy
(x) > ccxpx(r 1 P 4)> cexp‘(r o 2)

ﬂl?‘ q'o g < qw %-—1 pw—l’ w > C.

. 1 1
Beweis. Fiir hinreichend grofe w+ 3isv.t; Qo < q:,+2, Po—1 < q:,+2.
z
Fiw ¢, < @ < g, Py ist daher z < qf:z, also nach Hfs. 3
v r—1—z z —2 | z42
F(x) > cx 99—y > CEXD, (1——1—-2_'_ 3)>

D
> cexpz(r——— 1 —iT 4).

z+4
Fir 4, 9015 % < @y Puy Qu—1 18t < qz,:?', also nach Hfs. 3

r—1—z 2

F(x) > cx q,> cexpz(r—l 22 )

Tz 44
womit Hfs. 4 bewiesen ist.
Nun sei d(xg, ) > 2+ 2 (also umsomehr y(ay, &) > 2 + 2),
r—ra 22 20 Ist gy Pu1Quot S & < ¢usp SO ist nach Hfs. 3 fir

P z
4 = €XPy (z_-{—-—é)

F(x) > ca™

9 2z
9 = cexpz(r—— 1 —m)

und fir ¢, > exp, (;—_—';'_—2) ebenso

—1— 2z
F(x) > ca™ ¢ > cexpz(r—lfﬂ' )

Daher und aus Hfs. 4 folgt aber

Te= r—l——
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das gibt also (28), (30) und zusammen mit dem bereits bewiesenen
Satz ‘11 auch (27) fiir |r, —7r, | > L.

Es sei wieder &(x;, &) >z + 2, aber 0 r,—r, <2. ¢ und p
mogen dieselbe Bedeutung wie im. Satz 16 haben; g(n) sei dadurch
definiert, daB die Gleichung &*2y"(&) = #° durch & = g(n) befriedigt
wird. Da &' y(&) fiir & 2> 1 beschrinkt ist, so gibt es ein b > 0, sodaBl
(&) < bE, also £2td pt 5 242 40(k) fiir £ 2> 1; fiir hinreichend grofle

7 ist also
z

(OB > o oln) > o(b) 1. (55)

Man setze nun voraus, daf3

lim sup Pl - . (36)
rmor - G(@0)
sodafl es ein a > 0 mit
Qo1 <a@(g) (=01,...) (57)

gibt. Ist ¢,, < 2 < ¢, 941 Pu—r» SO ist fiir w > ¢(b) nach (55) und Hfs. 4

2z

r--1 9—2(

F(x) > cx i > ¢(h) x x). (35)

Ist aber q,9, ;1 Py <

x < ¢, S0 gilt nach His. 3:
Ist o(x) = g, s0 ist

F(z) > ca™' g% = o~ ¢7%(a);

ist aber p(z) < g,, 50 setze man g(z) = y; also y < q,,, ¥**2 y'(y) = »,
also nach (67)

r—1 d -—z r

F(a) > ea" g qhu ™ > e T e g, ) 2

& 2
> e Min (L ™% M«l& L ~
?Iz '/’d“/) yz
> ce(@) 2”7y = cfa) 7 o).

In Verbindung mit (58) bekommt man also fiir alle hinreichend grofien x
F(x) > c(a, b) 2" o~%(x). (39)

Aus (59) folgt erstens (fiir , = r,, d = 2) der zweite Teil des Satzes 16.

Zweitens: es sei 0 < ry — 1y, < 2, 8(q, ) > 2z + 2, also umsomehr

(o, &g) > z + 2. Ist p(xy, ap) < 00 und wihlt man y’ so, dafl y(x,, x,) <
1

<y < o0, s0 gilt (56) mit p(£) = &'; es ist dann p(&) = &7, o) =
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Z

z+2+'—‘,'

=75 7. Aus (59) folgt dann (da 5’ beliebig nahe an (v, 1,) gewihlt
werden darf)

2z

f2(Q) Zr—1— : y (60)
z 4 24 ‘

, (o1 3g)
Ist y(ay, ay) = o0, so wiithle man ¢(£) so, daB} (56) gilt (das geht, vgl. die
Bemerkungen nach dem Beweis des Satzes 1). Wegen (&) — oo ist fiir

hinreichend groBe 5, wenn & = g(3) gesetzt wird, &2 < &2 pi(&) =
z

_z 9
=f, also p(n) < 4+ Aus (59) folgt dann fy(Q) = r—1— -z

z+ 2
so dafl (60) auch fiir y(ay, ay) = oo gilt. Aus (60) und dem bereits be-
wiesenen Satz 11 folgt aber (27) auch fiir |7 —r, | < 2. Damit sind
die Satze 1 bis 16 vollstindig bewiesen. Kinige Kleinigkeiten konnten
iibrigens, wie aus den Beweisen hervorgeht, noch ctwas verschirft
werden.

»

Ich mochte noch anfiihren, welche von den Satzen 1 bis 16 bekannt
und welche neu sind. In der 1. ¢.8) angefiihrten Abhandlung habe ich
die Funktion

R(x) == % f | Po(y) | dy
0

untersucht, und zwar auf folgende Weise: ich habe erstens eine obere
Abschitzung fiir | Py(x) | bewiesen (Hauptsatz 1) und darans ganz
einfach eine obere Abschitzung fiir Rp(xz) hergeleitet (Hauptsatz 2);
ebensogut hatte ich aber damals eine Ahschitzung fir M (x) ableiten
konnen. Weiter habe ich dort eine untere Abschitzung fiic Z,(z) be-
wiesen (Hauptsatz 3), aus welcher wegen

(x Ry(2)) __(I_fPfI(y) dy f(ly =z M ()
({] 0

sofort eine untere Abschitzung von JM,(x) folgt. Ohwobl also die
Resultate jener Abhandlung fiir R()(x) formuliert sind, kann man sagen,
dal jene Abhandlung auch Resultate iiber M (x) enthilt. In diesem
Sinne sind folgende Sitze der vorliegenden Arbeit in den Resultaten
der L. c.8) zitierten Arbeit enthalten: Satz 2, Satz 4, Satz 6, die Un-
gleichung

|5

falry 1 p) Sr—1—2 A

z__

< |
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aus Satz 8, Satz 10 und Satz 12. Die iibrigen Sitze der vorliegenden
Abhandlung sind meines Wissens neu; insbesondere war bisher der
genaue Wert von fy(ry, 5, %) fiir keine Werte von 7y, 7,, y bekannt, mit
Ausnahme von fy(ry, 75, 1) = r—3.

§ 2. Vorhereitende Hilfssiitze,

In diesem Paragraphen bringen wir einige teils hekannte, teils
leichte Hilfssitze.

Hilfssatz 5. Es ser 4 2 1:

log (2)—;:- n) z
B(v. m.n) = —5——1———= Min (1_ (Qv+;1)an) ):
(

£

2

A
|()g 2 H— n 3
, m Min (1 Qo+1mn\°\
C(r, m, n) = — s e Min |\ L\T |
W m

2

-1
l 2
])(l’. m, 'I&) = ‘—’_—P‘Tﬁ 1\1[1\(1. (M) );
A T X

“n Y
[

O(x) == a:'—gz B(v, m.n): H(x) = 22 z C(x. m, n);

v,m,n »,mmn

K(x) = a‘r—‘l“% Zl)(cv, m,n).
m,n

Dabes wird iber alle v, m,n mit p, > 0, m[p,, n|q, summiert. Behaup-
lungen:

G(x) + H(a) < 34”2+ ‘—;"F(n-) fir x> e5; (61)
k2
K@) a " F@) fir @> cgl) (62)

Beweis. Man setze’

4
A(r, m,n) = % Min(l, (‘7"“_’””) )
q,n me x

r—2
s T

+11) Zur leichteren Orientierung werden die ¢, die im Hilfssatz n eingefiihrt

werden, mit den Indizes 10n, 10n + 1, ... versehen. Allerdings versagt das im
Hfs. 24, da im Hfs. 23 za viele numerierte ¢ vorkommen.
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1. Die bekannte Ungleichung
2 . . -
(21 & 1) <‘Zl = e (63)
1 ?

gi bt

'.'.‘ r,—-l\ 'r,-—.‘:

log? ('.’ e n)
( E B(v, m. n)) z A(r. m.n). DL F(x) . c. (64)

Codityil rm,n r,m,n ]

denn das allgemeine Glied der letzten Summe ist (p, ~ q,)

q - —1
<ofdeqn s— und Zu q, ' <Leq, *.
m | g mt °
n/q,

Also ist

Z B(v, m, n) < =+ —' ST R(a): (65)

om0

denn: ist ZB(?: m, n) 2> A2, so ist nach (6G4)

c,m,n
PR A —r+1 5y
7 z B(r. m. n) < e F().
u,m,n

2, Es sei M, die Menge aller Systeme v, m, n mit

Pe> 0, g, < 2%, m/p,, nlq, (66)
fiir welche
C(v, m, n) > b

ist; I, sei die Menge der iibrigen Systeme #, m, n mit (66); endlich
sei M, die Menge aller Systeme v, m, n mit

P, > 0, ¢, = =%, m|p,, nlq,.

Es ist erstens fir 2 > ¢

ZC(Lm'n)<c zqu ’<ca:—§<__’,;x"’. (67)

oz
Zweitens:
. - . 1, .
da die Anzahl der Elemente von 9N, kleiner als cx** ist, so ist

Z Cv,m,n) < cx T < it (68)
M,

fiir + > ¢. Ist endlich (v, m, n) e M, so ist (wegen r, >z 2 6) fir x> ¢
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1 z
2 —_
U TR U Chd W (X g Le+1)2
‘N ) 2\ ) <\ )

7,

L
2z
o1 >cx > x

Definiert man also v, durch die Bedingung ¢, < o < Gy, 11 SO lst

v = v, fiir jedes System (v, m,n)eM,, wenn x> c. Also nach (63)
und wegen p, ~ q,

oo (el

mipy,
#lty, (69)
H 2
- Dy T n -
<:cz.»‘](1'(,.m.n)z Pre 1t s <o T F(a),
m ) "’-‘ e
n,n m,n 1
denn \
m\* s

2 ( ) o= Zl, 2< C.
Py, te . dipy,

Also ist fir x> ¢

S‘Cv m. n) <

«zl\-

-;; v F(a): (70)

denn aus Z (v, m, n) = Ax~! folgt nach (69)
M,

.. 1\("(1‘17111) )’11};1( )
93?1
Aus (65), (67), (68), (70) folgt aber (61).
3. Die Holdersche Ungleichung

2z -2 2z

ZI¢5'/il:\;(21¢ilz )Z(Zaw{*)
j Jj J

liefert (Summationsbereich: p, > 0, m/p,, n/q,)

Z D@ m.n) < ( Z A, m, n))% z @

*,m,n 0,0 v,m,m 9. / (7 1 )
z—z

<C('v rHF( ))_z.

o
S
+¥
v
~
L]
(15
v
.ol“
i
e
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denn
Doy E o3 (=12) Zn»’n‘}q—g<rzq—;<r
S s = 1. ). /N .
=T 2 M 2 + MR r ¢
Wiire
r—1—1 it
K(v) = 4ZI)(:'. m.n) > Fx)a "% (72)
ro.n
so wéare nach (71)
24-2
Flx) T < cex net2 = x4+
(F(x)) ¥ < cexp, |(r—1)= Tt e
22 36 1
Aber ——— > = 2 4 —; also wire
9 + 4= 16 n

F(z) <cexp, (r—3—1});

das ist aber nach Hilfssatz 1 fiir x > ¢ falsch; also gilt (72) fiir v > ¢
nicht, woraus (62) folgt.

Hiltssatz 6. Es sei 0 < p < 1. Dann ist

M () — Mo(nzx) > coo(p)a’> flir @ > o).

Beweis: Fiir > ¢ gibt es bekanntlich zwei ganze positive Zahlen
a, b mit

A @ Xy l.:

l‘/\

~
Man setze

Qu(u) = > (w34 ...+ u;"l) + %“"iw + ...+ Nf)). (74)

. bx .
Es sei nun m ganz, 0 <m + 1 __{__-E: ist
M

M (m -+ §)

2R < gy < MM ), (79)

so ist Q(u) < x, also nach (74), (73)

| Q) — Qyla) | == (? ¢...+«f)._.£

a
No— % 7)' 1

Ko

<5 3bx o Q(u)
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also nach (75)

AR < < T (mb+ 2 (76)

Fiir jeden Gitterpunkt (uy,...,u,) ist aber @, (x) gleich einem ganz-
zahligen Vielfachen von a;b™". Es gibt daher nach (76) keinen Gitter-
punkt mit (75). Daher ist im Intervall

«x,.(mb.+ LU ,ax__(mgrh 1) e

-~
-
S

4(y) konstant, also

__dPQ(y)—-l dy° dy” _ . (™ 2
dy ~— Quay 7 e\b

Diejenigen y des Intervalls (77), fiir welche

| Pow) | <35¢ (")

ist, fiillen hochstens ein Intervall aus, dessen Lénge hochstens gleich %;—;

also hochstens der Hilfte der Lange des Intervalls (77) ist. Daher ist

“:(m+ 1)

f PLiy) dy = 23 (;‘;b ) (._b.) .

f Po(y) dy 22 b Zm’“z

%4

. . .y XM Ny (m + 1
mit dem Sumimationsbereich -—15— = pa, :’—(——b———) < x; also

JIQ(:v) —_ MQ(,ua;) =fP(22(y) dy > c(u) N > c(p) a” =3 fir 2 > e(u).

uz

* B
%

Es sei nun s eine komplexe Verinderliche, Rs > 0. Man setze stets

O(s) = Z e, (78)

n=-—x
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Hiltssatz 7. Ist {h, k} = 1, k> 0,3?) s0 ist

] __. o0 22
o) =_L_l/___1_h- Z S(h. k. m) exp (lz( ~—1—m—-h—-) (79)

8§ — 2mi—m=—c & — 271 —
k &
wo

k
Lk 21
v 2 _ N VLA S ti ey
Sh. k. m) = zl exp( 2ri-a 7 nm)
a=

Beweis. Wird ¢ = 8" 4 2nd -—;i— gesetzt, so ist

@«

h
O(s) = exp (—— m2s’ —- ’wm’
m;_,, k (S0)
bid 2
= Zlexp( 2xia? 2 ),,Z exp (.— (% + b) k%').
a= == —00

Nun gilt folgende Transformationsformel's)

[

Z exp (— x (m + §)%8 + 2ximy) =

M = —00

0
= g~} exp (— 2aién) z exp (— =z (m + )2 87" — 2mimé).
m=-—aw

W27 -
Indem man diese Formel mit {"—s—, —%, 0 statt s, & # in (80) benutzt,
x

folgt die Behauptung.
Hilfssatz 8. Ist {h,k} =1, k> 0, so wst

| 8(h, k,m) | < V2k, | Sk, £, 0) | = VE far k=1 (mod 2),
| S(h, &, 0) | = V2k far k=0 (mod 4).

Beweis.
2
[ S(h, k,m) 12 = Z ;exp (——~ Qni—”z— (% —- b?) — 2 T (a — b))
a=1

wo b fiir festes a iiber ein beliebiges vollstandiges Restsystem (mod k)
lauft. Wird b = a + | gesetzt, so ist

12)  darf auch Null sein.
13) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (1903), S. 108.
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Lk

[ S(h. k. m) 2 = Z Zexp(’:hi %(21& + 1) + 2w l—lﬁ)

I=1u=1
Hier ist die innere Summe gleich Null, aufler wenn k/2l; dann ist sie
s
gleich k. exp (:-gi (hl* + ml)). Daraus folgen aber die Behauptungen.

Man setze nun stets, bis zum SchluB dieser Abhandlung,

T(s) == O™ {(18) O"™(a48) —

(81)

o)

I
<N ',—2’3
N Ao s

Hillssatz 9. Bei geradlinigen Integrationswegen ist

;"‘[Q(x) —- J’VQ(#:E

——~] im0 ——l-no
xr

w(y--s' ) ,u.r(n +8') ]2
= e s f f T( T(s ). . ds ds’. (82)
41- 8§48

— - -—-—~113

Beweis. Bekanntlich ist fir y >0, a > 0

a i o470

, 1 T(s)T(s') /¥ — 1 , y
M o(y) = —'112f f PO ds ds’. (83)

Den Beweis dieser Formel findet man bei V. Jarnik, Uber die Mittel-
wertsitze der Gitterpunktlehre I, Math. Zeitschr. 33 (1931), 62—84,
Formel (12) oder bei A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensio-
nalen Ellipsoiden VII, Travaux de I'Institut mathématique de Thilissi

b (1938), 1—67, Hilfssatz 1. In beiden Beweisen wird a = i voraus-
y
gesetzt (und bei Walfisz werden auch etwas andere Bedingungen der

Form () auferlegt), der Beweis funktioniert aber' bei jedem a > O.

: . . 1 1

Setzt man in (83) einmal ¢ = —, y = z, das anderemal ¢ = —, y = ux
x x

und subtrahiert, so folgt (82).

* *
*

Auf die reelle Achse lege man nun alle zur Zahl V; gehorigen Farey-
punkte (oder Fareybriiche), d. h. alle Zahlen —Lh— mit

=0, 0<k<Va (b k) =1. (84)
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Wenn im Folgenden zwei Zahlen mit A. & (eventuell mit gewissen, aber
denselben Indizes, wie %y &y oder &'y, &'y u. desgl.) bezeichnet werden,
so wird immer stillschweigend vorausgesetzt, dafl (84) gilt. Zwei ver-
schiedene Fareypunkte heiBen benachbart, wenn zwischen ihnen kein

Farevpunkt liegt. Sind — T I;" die dem Fareypunkt ﬁ- benachbarten
1 2
h

hy
Farevpunkte, - Iy < — < 2. s0o wird im folgenden stets mit BV(h, k) das

R I N
b
abgeschlossene Intervall - ht iy b hz\ bezeichnet. Bekanntlich ist

AN l + ke k4R

1
——
H

-’ o Y, \
. : —L + 1L S eS0.

B(h. k) = \A ”1 Fr e s esnhs
Die Intervalle B(h, k) iiberdecken die ganze reelle Achse und je zwei
von ihnen haben héchstens einen Punkt gemein. Inshesondere ist

1

B(0. 1) = 7 ~l » = \,. Ist y reel und M eine Menge
N e+ Ve + 1/
reeller Zahlen, so sei Y9N die Menge aller Zahlen y& mit 5 M. Man

setze Q(hy, ky, b, k) gleich dem Durchschnitt der Intervalle = %(Icl, k),
&

= B(hy, ky). Die Vereinigungsmenge aller §(hy, &y, hy, k) mit Ay > 0,

.'\‘.2

h, > 0 ist offenbar gleich dem Intervall (¢, + ), wo hier und im

Folgenden stets

2:7. 2::) 1

a ) [z +1 (59)

ist. Von nun an bedeuten ¢, ¢’ reelle Zahlen und es bedeutet stets
Lo vt + it
S == — = LN T — ir .
’ x ! RY

Hilfssatz 10. Ist y > 0, so ist

1 r 1l
‘ I Cion (7) 2+ 2 (86)
fier 1t] < 3= V_
Beweis. Fiir j = 1,2 ist fir |[¢]| < v

I

a? ax V@ :
%$ZMwa>( HJ ).
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Fiir einen Augenblick setze man

.T
= m_ig)_. i “js.

Nach Hfs 7 (mit A = 0, &k = 1 und x;s statt s) ist also

| I3 1 << ely) V= )2) N7
i Y Slexe\=ely o7 (87)

X 1 Vx ¥

H/ V1+a|tl o (1+x|tl) =)

Nun ist 7'(s) = (I7 + 6,)" (I3 + 8,)* — 67 6%; filhrt man dies aus, so
bekommt man 7'(s) als Summe von Produkten dargestellt, wo jedes
Produkt mindestens einen Faktor I' und auBerdem r —1 Faktoren
T, § enthdlt. Aus (87), (88) folgt also sofort

T LR - T+ .
l‘§4<“””42(LJ:uJ “”( (rjfwo)

Z+1
Aber &* exp (— cé?) < ¢ fiir 0 < & < oo, woraus (86) folgt.
Von nun an wird der Buchstabe % (mit oder ohne Indizes) stets eine positive

Zahl bedeuten. Sind Ay, k,, ks, k, gegeben, so setzt man stets ff; = e —Il—t’—
e )
‘) ’
(# = 1, 2); analog f’; = — -:—,, weiter sei stets S(&, k) = S(h, £, 0).
Hilfssatz 11. Fir te @(h,, ky, by, ky), x> €4y St
h h
IS]»\.INZl;N-,—z; (39)
5 i
71 S s 2
61 (5,5) O (xg8) — 1 . S7s(hy. Iy) S(hy. ky) 2
. r' “‘“L"L"s—z "s——z b
, : ( £1) Be) (90)
rz
< tm z iy Ir;
j=1 Kﬂ} ’I“l(l + ,v[t__ﬁ.n21
wol=2far j=1,1=1 fir j = 2; -
X2
[T(s) | < Cye (91)

W+ et — 8 D+ 2ty P
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Beweis. Es ist fir 2 > ¢

21 by

=g

xj ky

1
{
>~
-~
=1

fiir j == 1, 2. Daraus folgt (89).
Weiter ist (wegen k; < Vm)

== ~

™~
j

72 T cx
R

i

(W H -
> e

k;?’ (14 . lc;—l x )

also nach Hilfssatz 7, 8

o Sthy k) 2
|60 — ik [
(g4

l - .
vl"ils_iﬁfil\ Ve F x| t--pjl)

Aus (92), (93) folgt aber wegen |S(y;, k)| < V2k durch denselben
SchluBl wie im Beweis des vorigen Hilfssatzes, dafl dle linke Seite von
(90) kleiner ‘ist als

-— X
““4qu+xu—mm)“m
< — .
Vs Ts— By

A
2

(93)

o]+

X

¢ irs , 11, in ire

RITRT A+ 2 t—F1)" A+ x| t— B )

.~ —cx ) .
2, °“P(1.-; I+ aft—p, l)’) (o4

1=1,2

Nun ist aber

i’ c_\p( cx )
xp <c
A e U U T e A
Daraus und aus (94) folgt (90). \Vegeri k< V—.’l;, [t—B1 < ce ™} k,-—l
ist (vgl. (89))

1
\V5 Vo rzli—pn
Aus | Sk, k) | < V2k;, (94), (93), (95) folgt (91).

<k <

(95)
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Hilfssatz 12. Ist g veell, v reell, jo &= v, m > n > 1, so ist

— d dt C1a0() .
I(m. 1) —~f(1 ey B—— < (96)

oz

I - dt —
(- pi- ) ';;f(l Fait—pim (2 t—r)r

< cl"l(z n) Min (

1 -
(—I — ﬁ;‘) (97)

Beweis. Die Substitution @ (t — ) == u gibt

o*

Im.n. p.v) < T(m. y) = ‘l‘ f(

—m

du _¢m)
14wl

Fiir « | ¢ —» | = 1 beachte man, daB fiir jedes ¢ entweder |t — | =
>3 |p—vrloder |t——v| =} |p—nr]|ist; alwo

P 2 Ay <
T g0} < (@l p—wv]|» Tom. 1) + (®lu—v)m (n.7) <
c(ne. n) 1 1 . c(m. n) _
< & Max ((!,u—l[)" (L[,u—)l;’”)—px(w:,u,———vl)”

Die Formel (82) 1468t sich nach unserer Verabredung iiber die Be-
deutung der Buchstaben s, s’ folgendermaflen schreiben:

402 (M Q(z:) — M Q( (i) ==

1 x(s+s') nx(s--8')
ff Te) T(g e T qdr. (98)
8 —r S

-0 -

Sind &y, ky. kg, ko, By, K B g, By gegeben (wobei stets die Verabredung
(84) und 2 > 0 zu beachten ist), so setze man

MRy, ey, e Tog. Wy, Ky By K'g) =

f(f Ld) de +f (f Lde) dt +
+f f...dt)dt—i—f f...dt’)dt;
¢ —€ —G' .

dabei ist der Integrand derselbe wie in (98) und zur Abkiirzung wird,
wie auch im Folgenden,

€= Q:("1’ kl’ 71'2' k2)> ¢ = 6-:(h,l’ k'l’ 7"2: k,‘..')
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gesetzt. Weiter: sind Ay, &y, by, k, gegeben, so sei

Ny, by, g, ) = f ( f L) de,

N(hy, hy, by, k) == f ( f Ldrydt.

Ein System hl, l.,, h,. Az heille -suunhu, wenn es ein ¢ mit

hk _ e
’*n/w . (99)

gibt, sonst reguldr.’4) Man beachte, daB sich der Integrand in (Y8) nicht
andert, wenn t mit ¢’ vertauscht wird, dal} er aber in den konjugiert
komplexen Wert iibergeht, wenn 1, durch —-f, -—{' ersetzt wird.
Weiter beachte man, dall §(—- &y, ky, - by, k) = — 1. C(hy, ky, Do, k)
und daBl die Mengen G(hy, ky, ks, ky) genau das Intervall (o, -+ oo)
liickenlos und bis auf gemeinsame Endpunkte einfach iiberdecken.
Man setze nun
S(x) = Ny, by, by k),
Sy(a) == X N'(hy, Iy, ho. k),
Sy(2) = X N(hy, &y, ha. k),
Ss(x) == 2 N'(hy, ky, by, ky);

dabei wird in S und 8, iiber alle singuliren, in 8, und S; iiber alle
reguliren Systeme h,, Ly, ky, k, summiert. Weiter sei

Sy(x) = 2 M(hy, ky, by, kg, By, Ky, B g, K),
Ss(x) = E-Z'I(bl: kl, ]"27 k2’ hlh ]‘:'17 hlz: k’2);

dabei wird in S, iiber alle Systeme der acht Zahlen &,, . .., &', mit
(hy, Ky, Beg, Ko) = (B, 'y, B o BYy) (100)

summiert, fiir welche entweder

by 1, 4 /1 1
U << 37 <= el (lUl
l/., 7| ]/x(/.-, 7 ,) )
oder
h"l h o 4
< (
V<R V—(’“ T ) (102)

4) Man beachte folgende Symmetrieeigenschaft: vertauscht man in (99)
die Indizes 1, 2 und x, mit x, (also p, mit q,), so bleibt (99) ungeéndert.
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gilt. In S wird dagegen iiber alle Systeme mit (100) summiert, fiir welche
weder (101) noch (102) gilt. Endlich sei

Se(x)=£f...dtdt’.

Nach dem, was wir iiber die Symmetrieeigenschaften des Integranden
gesagt haben, ist offenbar (nach (98))

dn? (Mo(z) — Mo(uz)) =
= 2.8(2) + 2 83(x) + 2 RS, (®) + 2R S4(2) + S4(2) + Sy(2) + Sy(). (103)

AuBler den erwidhnten Symmetrieeigenschaften des Integranden be-
nutzen wir im Folgenden auch, dal sich @ (bis auf die Numerierung
der uy, ..., %,) und der Hauptsatz nicht andert, wenn ry, x, mit 7y, x,
vertauscht wird. Auflerdem benutzen wir stets die Abschitzungen

[T < o2 fiir 0 < w < w, |1 | =
=
x . 1 A
== EESTIEYGN ~ Min (.r. m) (104)
Endlich benutzen wir oft folgenden
Hilfssatz 13. Sind hy, k,, k, gegeben, so gibt es hochstens c,5, Zahlen hy
mit C(hy, &y, by, ky) &= 0.
Beweis. Es ist k, < V; und es soll

1 ‘)‘t
< —
<7 ot k) < T3
sein.

Natiirlich gilt auch der zu Hilfssatz 13 symmetrische Satz (Ver-
tauschung von Ay, h,) und in den Summen S bis Sy diirfen Glieder mit
€ =0 oder ¢ = 9 weggelassen werden.

2n by 2:hy
43} kl e kz

§ 3. Abschiitzungen nach oben.
Hier liegt die Hauptschwierigkeit in -der Abschitzung von Ss(z).
Hilfssatz 14. | Sg(z) | < 1002 fiir 2 > €14
Beweis. Nach (85) ist (alles fir x> ¢) ¢ < V‘if. Wird also zur

a4 gesetzt, so geniigt es aus Symmetriegriinden zu

7

e [ ([T

—2y

Abkiirzung y =
zeigen:

T(s) T(s") dt

-~ r—38 3
5 6 5) )dt < ca (103)
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ne [ ([l

zu zeigen. Nach Hfs. 10 und (104) ist

T(s) T(s' )dt
88" (8 + &

) dt’ < car—38 (106)

2y 2y

- +1 x dt’
wee [ ([ e o<

—2y —2»
2y t

e . xdt’ At =
= o f(f]+;t(l—~t.')
0 0

2y
7 1

== m;z floo (14 at)dt < 2?2 log .
0

woraus (105) folgt. Im Integrationsbereich von I, ist |8+ 8" | >
> [t 4 t' | = ¢, also nach Hfs. 10, 11, 12, 13 und wegen §r,—2 > 1

4 ':,+; k 2
et s @)
1

b kyhaks

—

xf x2 dt <
& k%" K 4wl t—fy (L4 & [ e— By )P

4 1 r 3
—t =1 1 fr—1
1202 —_— < log x,

< cyx PR
hokuks B2 kgt

woraus (100) folgt.
Hilfssatz 15, Es ses A = 1. Dann ist

[ S(@) ! < o5 F(x) fitr & > 15, (107)
1
| 8)(x) | < 350 273 4 7 F(x) far « > C153(4). (108)
Beweis. Aus
hky _ Do
hyky v

folgt mit lauter positiven ganzen Zahlen q, = m'n, p, = mn’, by = ayn’/,
ky = bym, hy = agm', ky = byn,
a;by = aghy, {ay, bz}_ = {ag, b} = 1,

also a, = a, = a, b, = b, = b. Also:
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mlp,, nig,, ky = bn, ky = bm, by = a%, hy = ade.

n
B— f| = 2ahy| bk,  x, hy o
! PV g kg | holy  xg| Ry q,,q,,“ = bmngsi1
Nach (104) und Hilfssatz 11 ist
, 1 7
Py <zfirte€ t'e— ¢ und <t+t'~7{;

fiir te €, ¢ « €. Nach Hfs. 11, (89), (91), 1215) und aus Symmetriegriin-
den ist also

AT | 1
| 8(@) | <ear—? 2 ——Min . —— ) (108
e ;Z(”) K ( Th— Py ) o)

k\® 1 1
S,(x) | < car—2 =) ——Min|l, —————)- 110
@i<or 3 @) g ) 0
Multipliziert man rechts in jedem Glied von (109) bzw. (110) mit
o \3
(h)abzw. (113) und benutzt hk, = abp, ~ abg,, so hat man

k2 k2
1 bmngy +1\?
J ~ 2r—1 ———v—ﬂ
] b(x) ] = vzb qv T mr? gt b )Iln( ( ax ) ) =
m | 1”0,,” I,qv

<< e F(x) (WegenZ(r“~ h—r+2+2 = ¢),

und genau ebenso

2 . Qv+1MN z
Sy (x) | < ex Z Z 7z nr.—3 e Min (l(—x ) )

v m|p,
n|gy

Diejenigen Glieder der letzten Summe, fiir welche g, > @ ist, geben
zusammen hochstens c2™%; jedes Glied mit ¢, < at 11ntemcheidet sich

von dem entsprechenden Glied von F(x) nur um den Faktor ¢ I —n—

9% Ls
(wegen m/p, /g, P, ~q,). Also ist |8(z)|<cx’*+ ez} F(a),
woraus (108) folgt. _
* %
Ist
G:(kl? kl’ hz, L'z) :*: 0’ (lll)

15) Hilfssatz 12 wird zweimal angewendet: auf ¢ und auf ¢’.
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80 ist

mrmng( (112)

2a 27 ‘) 1 C160

i Ve = V= . Min (k. &)’

W hy ' xg kg

wobei c¢;g9 > 1 gewihlt sei. Man setze nun entweder ¢ = 1, j = 2 (die
imagindre Einheit wird erst im § 4 wieder erscheinen) oder j == 1, 1 = 2.
Sind m,, m,, I, n ganze Zahlen, so sage man, daBl das System h,, ky, ky, &y
zur Klasse (i, my, my, I, n) gehort, wenn k; = k;, wenn dazu (111) und

2m k<< ML 2 Kk < 2me ) 2 Oy < 2P (113)

gilt und wenn gleichzeitig » die groBite ganze Zahl ist, fiir welche

— C
amtme ey [, I fy— By < ",;T%V:; (114)

ist. Bei vorgegebenem ¢ gehort jedes System hy, ki, ky, Ly mit (111) und
k; < k; genau einer Klasse (¢, m,, my, I, 2) an. Dabei ist offenbar

] =

1< om<om <z 1< oneme o Vo 22> 1 (115)
(denn nach (112), ¢50 > 1 und 2™ < V; ist

. . - Cigo
2Ms L ("IBOV'T% [Bo— By} << -—=7=
Zme V:z:

sodafl n 2> 0). Bei gegebenen i, m,, my, I, n mit (115) sei U(¢, my, my, 1, n)
die Anzahl der reguliren Systeme hy, ky, hy, ky, die zur Klasse
(¢, my, my, I, n) gehoren.

Hilfssatz 16. Gehort hy, ky, hy, ky zur Klasse (i, my. iny, 1, n), so st

1 Cnm,y
fo— B x) V;

Beweis. Ist 2¢r+m < ¢ %, so ist nach Definition

Min (1.1 (116)

BBy | =20~ O

== 2”'9"'""“1/;‘ x

daraus und aus (114) folgt (116). Ist aber 2"+'+™: - cug0 V. SO ist
nach (114)°

— \ ¢
N+ NV-T:- lﬁZ_ﬁl i <T.

woraus wieder (116) folgt.
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Hilfssatz 17, Es ust fir i = 1,2

22m‘+l

U1, my, my. 1, n) << e =
( 1 My ) < 1702”1/1.

Min (2

My + Mg 0-‘10- (m;+l))

2my—n
V=
Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, ¢ = 1 vorauszusetzen.

Ist hy, ky, ko, ky ein System der Klasse (1, my, m,, [, n), so gibt es genau
ein Paar a, b mit

1
Fir “of > G 18t U(s, my, my, I, n) = 0.

b5
{¢,0} =1, a>0,b6>0 (118)

und genau eine ganze Zahl u mit
24 < b < 2% (119)

Wegen (113), (117), (118) ist dann
0 um+1+1. (120)

Umgekehrt, jedem System a, b mit (118), (119) entsprechen héchstens
¢ 2™ Min (2™ ™, 21v0m+h) (121)

Systeme &y, ky, by, k; mit (111), (113), (117); denn es mufBl erstens
hk, = da, hok, = db mit ganzem d, 0 < d < ¢ 2™*+~* gein; sind h,k,,
hok, bekannt, so hat %k, bzw. &k, nach (113) hoéchstens 2™ bzw. 2™
Moglichkeiten; und ebenso hat X, bzw. k, als Teiler von hyk, ~ 2™+

bzw. von Ak, ~ h.k, hochstens ¢ 2do(mith Moglichkeiten. Aus der Regula-
ritdt von hy, &y, ke, ky und aus (117), (114) folgt

1 1

— (12 Xy !
c 92u < 262 =

]»'2 Cr22
== = ﬂ — f <
b Na ¢ Ibz | 2 g l =

also muB 22 > ¢, 2"+ V: sein. Wegen (120) folgt daraus: ist
22m.+2l < '1’6173 2n+lV;,

so ist U(1, my, my, |, n) == 0; das ist die zweite Behauptung des Hilfs-
satzes. Gilt aber 22 > ¢,, 2"+ |z, so ist die Anzahl der Paare a,b
mit (118), (119) und

’ C172

<TG

¢ x
b Ng
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hochstens gleich
22u+2 92

20479 2 \ ) 29
" T 1< )nHV"- (122)

denn alle diese Briiche —7~ liegen in einem Intervalle der Lénge
)

20,027 " o * und der Abstand je zweier solcher Bruche ist grofer

als 2722, Nach (120), (121), (122) ist

. ) - . M-ty (m,+1) 22u
U(l.my.me. I.om) < ¢ Z 2 . Min (2 e m n_H—/~_~_:
v=my+l+1 l &
wegen Z 2% < c2™*! jst damit auch die erste Behauptung be-
uzmy 41

wiesen.
Hilfssatz 18. Es sei 72 > 1; dunn it

—

18, () | < /7( =3 4 F(x)) fir x> c1g(2).

Beweis. M(hy, ..., k',) ist die Summe von vier Integralen. In f f

C—C’

schreiben wir — ¢’ statt ¢’; in f f schreiben wir — ¢ statt ¢; in f f
—€ ¢ —C--G'

schreiben wir —t, —t' statt ¢, ¢’. Dann ist das Integrationsgebiet in

allen vier Integralen: te €, t' ¢ € und statt 1 ~ bekommt man in den
8+ s

. 1 . . 1
zwei ersten Integralen ————————, in den zwei letzten ———-

—:i:@(t—l) —-:J:@(H-t)

Da im Integratxomgeblet £>0,t' > 0ist, so ist |t + ¢ | > |t—1¢' |
Wenn man noch bedenkt, daB 7'(s) s~ in den konjugiert komplexen
Wert iibergeht, wenn ¢ durch — ¢ ersetzt wird, bekommt man durch die
Anwendung von Hilfssatz 11, (89), (91))

L ar

a\'<c z _h .I_l PT—
1 2 y3.097 g2
l* I’ I.§

Lr,

f“ telt—5h %)_"'(1 Falt—f )T a i — )T
¢«
~ir,  axdtdt

x(I+a|t'—fq;) Treli—r] (123)

18) Denselben Kunstgriff benutzen wir in den beiden folgenden Hilfssétzen.
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Aus Symmetriegriinden diirfen wir uns (vgl. (101), (102)) auf die Be-
trachtung derjenigen Teilsumme der rechten Seite von (123) heschran-
ken, in welcher

hy h Wy 1 /1 1
O < |2— < — Y y
<z T\RTE) Lot (124)
gilt; man bezeichne diese Teilsumme mit S. Nach (124) ist fiir x - ¢
1 .1 h, h'2 8k hz -
] St (125)
L‘2Vx =k ke A l V ky TF 2
1
Daher ist &', > — V x; bei gegebenen Iy, k, ist —= Iy hochstens —=. v +
— Ky 21 X
+ 1< }h/ Werte fihig, da alle diese Zahlen ;’—72 nach (125) in einem
2 "2

16
Intervall der Linge —= e liegen und ihre gegenseitigen Abstéinde min-
Wl

. | . . , =
destens gleich —sind. Nach (125) ist weiter x|, — f'5 | > il @ b5
x
fiir jedes Paar ¢,¢' ist also entweder x|t—f,| > écml/a? k5t oder
x|t —py| = ;cml/x ky! oder x |t—¢ | > -,-%c,s,l/w k3'; also ist stets
A+ zlt—p DA+t —p)(I+alt—1) = foglzis!

und daher

Atait—f ) VUi —p, ) U+ att—r]) <
Try-1 ) ’ —1ry41
rU+aw~ﬂ|“ (L4 ajtr—gy)

Benutzt man diese Ungleichung in den Integralen von (123) und wendet
dann zweimal (auf ¢ und auf ¢') den Hilfssatz 12 an, so hekommt man

Iy / Ky K ’

~. ~. ‘2
wegen 7y -2, ¥y .o 2y, — [
hy h2 i, 2 h

S\2 —1
S<c D (Q) al Min (1 1 ) ke
h Lrogdre,in /lf: 2 .
O A A S S Sy S z V
vt (1 Bo— Py | )

das Summationsgebiet ist durch (125) und € = 0, €' &= 0 gegeben.
Die Summation iiber k', &'y, &'y, b, gibt .

r—1——
b\t * 1 ,
6 <ec Z (}T;) -T.fo-jr:\hn (l i__l) (12())
okl U Ay (1B—pui0)®
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(es ist namlich &', > 1V und h's. k', haben hdchstens c]/'-a; k5t Moglich-
keiten; bei festen L'y, &',. &'} hat A’} nach Hilfssatz 13 hochstens ¢
Maglichkeiten). Das Summationsgebiet in (126) ist

h> 0,0 <k < Vo, hky =1 (G =1,2), €0,

Es sei €, die Teilsumme der rechten Seite von (126) iiber singulire,
E, die Teilsumme iiber regulive Systeme h,. k. L, ky. Wegen der Sym-

. s ky & .
metrie der rechten Seite von (126) (7-' ~-I-'-), der Symmetrie der Be-
o Iy

hauptung und der Symmetrie der Definition der singuliven Systeme
geniigt es, die Teilsumme T von &, mit &, < &y abzuschiitzen. Nach
Hiltssatz 16, 17 (i == 1) und wegen z -~ 6 ist

/ (el

A2

2z

. o =1 ;
a - X 2 DN My 2 22m.~:l ,')-"“('m,-{I)
N e A ey mg(Lre-2) ’ L N v )
:’_.2 |2|2 a\glerm = l‘r 2]'

mit dem Summationsgebiet 2/ 1. 2rm <cfe. 2m <o < o

Das ergibt (wegen Z 1=m +1)

my

=

g - -i- o

T < 2 T 2 my i Lot

=~ b ip. oo 1 LT [ . .
',’nl,(fll,- S2o L) gmald i 3) a1

Mt

myama = - m, -
~~ ol 97
T < ealE (127)

te| o

— '”} A bmnq,-ﬂ a !

7
ratban (aqv)2 lz2 n m

mit dem Summationsbereich p, > 0. mip,. n/q,. @« > 0, b > 0. Wegen

r

. 2 .
oy TS T 1--2
a0 - = ==

wl
bekommt man in der Bezeichnung des Hilfssatzes 5
G, < ¢ K(x). (128)
Aus (127). (123) und Hilfssatz 5 folgt aber die Behauptung.

Hilfssatz 19. Es sei 7 2 1: dunn ist

r
N V. 3 0 192 g g L
PRG(a) | = (019 - 20q9)) T - = Fx) fiir o - 0y
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Beweis. Der Anfang des Beweises des Hilfssatzes 18 bis zur Formel
(123) gilt auch hier; also gilt (123) auch fiir Sy statt S,, nur ist hier der
Summationsbereich ein anderer: es wird iiber diejenigen Systeme
Iy, . . ., k'y summiert, fiir welche entweder

h,' h',‘ ~ 4 — :

ot 2/__1/1( +Ic’) fir j =1 und j = (129)
oder

hy Wyl 41 1\ ke I, .
oder

hy Ny| 4 1 h1 h, .

gilt. Aus Symmetriegriinden geniigt es, folgende Summen zu betrachten:
Erstens die Teilsumme aller Glieder der rechten Seite von (123), fiir
welche (129) und

ky = Min (ky, k,, k'}, &) (132)

gilt; diese Summe heile &,. Zweitens die Teilsumme aller Glieder der
rechten Seite von (123), fiir welche (130) und

gilt; diese Summe heifle S,.
Ist £eQ, t' e G, so ist in S; und S,:

2n by <22 27 2 hll vl < 21 _
Ay Ry %y le oy Ky —x, k'll/x
2_'1 111 . 2z ll/_'_ -8z 1 + 1
v koo Ay a,V.L l‘l ’l
also
3 -7 h n
— > A1
=tz 4 x|k K
Also ist fiir y = 1, 2 nach (123) und Hilfssatz 12
_ Iy K ar—2 1
Sy, <e ’ 2” 7y ]71 L-'%" k%r'l’%r‘k’lr' Min (l —_— 2
l1seehs 1 e (1 Bo— Py | ) (134)
- LIL' .
Pk — Bk
Man untersuche zunichst — bei vorgegebenen hy, k,, hy, ky, &'y, — die

Summe’
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1
h" PRy — Bk

Vo= Viky. by hy. Bg k') = z —

Ir—
kT

mit den Summationsbedingungen (vgl. (132), (133)) &'y = ky, MK’y —
— W'k 0, C(h'y, Ky, By, k'y) & 0, so daB nach Hfs. 13 die Zahl 7/,
nur ¢ Werte annehmen kann, wenn die iibrigen Zahlen gegeben sind.
Es sei V = V, 4+ V,, wo V, die Glieder mit {— <; und V, die Glieder

1 R
% 1o

it 1
e T

2 enthalt. In jedem Glied von V, setze man (mit ganzen a, b)

hlkl'—h’lk +w+bkl, 0<a<k1,1)/

Durch &y, &y, ¥'y, @, b ist dann k', gegeben und es ist

k', — a— bk,
ky

lﬂ‘zztlfrZZhllh L— b .1121 (136)

Hier ist > 1 <¢; die Summe nach b, &', ist kleiner als
N

by == 150 ganz, 'y —a—bk, = k,. (135)

Also

ck, ) - &y
ks — @ —BEy) (@ + bkp) NRTES TN (137)

a-+bky <3k Ky
ky - Iy "1
hE'y (bR, — a —- bk,) hk' (zm z )

dabei wird in X’ iiber alle m > a, m < $hk';,, m = a (mod %;) und in
2" iiber alle m >k, (vgl. (135)), m < k', m = hik'y —a (mod k,)
summiert, sodaf

ky a1 ” 1 ck, h,lc’l

-1 —_ < . 1

Tk, (Z w2 m) Ik, ( ot oe ) (138)
In jedem Glied von V, setze man (mit ganzen a, b)

Woky =hk'y, +a+bky, 0<a<hk, b>0;

+c

k' >a+bkisihk'y

also wie friiher

w, —_’ﬂk_lik%ﬂ > 0 ganz. (139)

(136) gilt auch mit V, statt V,, nur ist jetzt die Summe nach b, 2’,
kleiner als
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I Iy
"Z il FaF bk) @+ by = c > Wl @+ okt

a--bk, <§Ia k'y
Ay cky

- h Illk'
too > @ bl ™ M,( +A,+—l L,)

- b= SR

(140)

denn die erste Summe ist dieselbe wie in (137) und die zweite ist &, X m—2
mit dem Summationsbereich m > $hk';,, m =a (mod%,), so daB

2 s K
by T2 < ck, . k?. kl,:,l.
Nach (137), (140) ist also (wegen a < k)
K,
1 ky h&'y
i< 2 e )
==

(G == 1, 2) Bei festem ¢ summiert man nach (135), (139) iiber alle &', = &,
mit Ak’ = (——1Y""'a (mod ky); wegen {h;, k;} = 1 ist also

ky @©
: 1 , IN hyky
Ve - 1a<<e ) ———— > a2t joe V1T <
v (Z hlf{'frr‘] =1 (a« s ey
x,
1 k log (2h,k,)
<< ¢ z —5 (-’—l'— -+ log h»l) < ¢ ——g‘—(—r-—i-)—-
«ﬂ’*[‘z hl»"‘
Daher und nach (134) ist fir y =1, 2
qr—2 § .
S <« e L—MM Min (1, v T (141)
Oy X0 h Lr.——--lllnﬁ l_/éfa 2
bkt s (16— fu | 2)®

der Summationsbereich wurde frither beschrieben (durch (129), (132)
fiir y = 1, durch (130), (133) fir y = 2; aullerdem € =+ ¢). Die Summe
rechts in (141) zerfallt in zwei Teilsummen: die Teilsumme €, mit
singuliren und die Teilsumme B, mit reguliren by, ky, hy, k. In B,

summiere man iiber k', was Zk’ * < ¢ ergibt und wende dann

Hilfssatz 16, 17 an (mit ¢ =: 1 auf die Glieder mit k, < £y, mit ¢ = 2
auf die iibrigen). So bekommt man (wenn man in den Gliedern mit

ky < &, die Beziehung &, ~ILZ—K—1 benutzt und zur Abkiirzung
) .

2
on+ma\ T 22m.-l-l 1
- To(my+)
( = ) s 2T = By, my. L 1)

V & in l/.'l,'
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setzt)
B, < Cza:r—2(l my + 1) E(m,. my. L. n)

‘lli-m,(r,—‘z)-t-m,(lf -+-2)

Lo z ar=2 (I 4 my, + 1) E(ony. my, 1. n)

924 +my(r—1)+my . 4y

Die Summation iiber I 2> 0, 2" " < cV;, 2me < 2 K Va ergibt (man
beachte > gmehre—3) <my+ 1, da 7, = 6)

My=m,

B, < 2 ca—3(my + 1) n Z cat—3(m, + 1)
L4 am(re—d— ) +ma(r—3) 9m(r—)+m(dr—2—14)
my,me my,my

B, < ca’? fiir y =1, 2. (142)

In €, benutze man (vgl. (132)) die Einschrinkung k', =k, in g,
(vgl. (130)) &’y = k,. Die Summation iiber &’; ergibt nach (141)

r—2 ¢ .
®, <ec z % log (2hky) Min(l, __l__z_)

B2 pritdn—5 k3
1M 2

(1 a1 2)*
VW A
L (1B Bl

dabei summiert man iiber die singuliren Systeme h,, k;, hy, k,. Genau
so wie im Hilfssatz 15 bekommt man

2

log (2ab% n) b 1
I, < car—2 o BF G Min (1, (_a%"_ﬂ) )
wo og=1r+ $r,—5, v =14r,—2 fir y =1,
o=1n—4, T=1,—2 fir y=2;
Summationsbereich:

a>0, b>0, p,>0, mp, nlg,
Wegen
Py ~ Qo Z(IOg @+ 1a T o
ist in der Bezeichnung des Hilfssatzes 6

Ql <c H(CU), Qz <c G(x), (143)
aus (142), (143) und Hilfssatz 5 folgt aber die Behauptung.
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Hilfssatz 20. | Sy(z) | + | Ss(2) | < cog02™ 2.
Beweis. Benutzt man die FuBlnote!¢), (104) und die Hilfssatze 11, 12,
80 bekommt man

’ r—1 _L_z_ 1 : ._l_._____ .
[ 8y(x) | + [ Sa(x) | < ¢ ZI (hz) Ko Mm(l, (T Pe— Bl I)z)

Dabei wird iiber regulire Systeme Ay, ki, by, k, summiert und aus Symme-

triegriinden Z}‘:_%Nﬁ darf man sich auf diejenige Teilsumme —— sie
2 My
heile & — der letzten Summe beschrianken, fiir welche %, < k; ist.
Hilfssatz 16 und 17 mit 7+ = 1 ergibt
92my (2n+m.)z 23m,+m.+l

r—1 E
6 < ca 2147 my+ramy o V"
K4 X

my,ms,lin 2 VE

mit dem Summationsbereich

1 gzm,~n
<o

oY

Summiert man zunéchst iiber I, dann iiber » und endlich iiber my, m,,

grim < o)z, M < o < Y,

so folgt

2 1 21l-|-m, z 1
= < oar— z 9(r—5ymy+(r—3)my V'x- 92 <

My, Me,N

1
+—3 r—3
<ca Z 2(71'—‘5)7"1'?‘(':“‘5)7”: <o :

My,Mmy

§ 4. Abschiitzungen nach unten.
Hilfssatz 21. Man seize
F(z) = Fy(x) + Fy(x);

dabei ser Fy(x) die Summe derjenigen Glieder

—1
ar . mn\?
ar—1 4 (’l), m, n) = —‘ml\lln 1. q”—+-—-—-

g, m’ n’ ‘ z

mit p, > 0, m[p,, nlq,, fir welche entweder v > w oder Max (m, n) > '
oder q,,., Min (m, n) < &7 ist. Dann ist -

Fyf@) < cn02™ .

Beweis. 1. Die' Summe aller 4 (v, m, n) mit v > wist < ogpiy <cam?;
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2. Die Summe aller A(v, m, n) mit p, > 0, m/p,, n/g,, m > '
ist wegen z > 6, Z 1 <egl, g, > om kleiner als

m/pr
—1, 8 — -~
Z!l x “<ch0 LI et | BRT AR
m[py
a4 h>¢4‘
gp>ex’!

Derselbe SchluB fiir n > 2.
3. Wird iiber alle o, m,n mit p,>> 0, mip, nlg, v w,
@y41 Min (m, n) < x'", m < n summiert, so ist wegen

S () - S

/¢y dlg,
1 LAY
EA(v, m,n) < m(T) =
v,m,n o,m,n q" m n x”
_Z( ) m Ty fg<02’l < e,
o,m,n =
da Z 1< cqig cat.

=W

Derselbe Schluf3 fiir m > »

Hiltssatz 22. N(hy, ky, by, k) = f | I(u) |* du > 0, wo

uz

I(w) == I(w; hy, ky, By, K )=f

¢

()

<

et di.

Beweis. Es ist

| Iu) |2 = f L) s g f T gur g,
¢

—
Integriert man links und rechts nach u, wobei man rechts die Integra-
tionsfolge vertauscht und

z

(8+38") nw(s4-8')
u(8+8') du = ¢ —e
e u = .
s+ s

ne
beriicksichtigt, so folgt die Behauptung.
Hilfssatz 23. Es sei ky == 2 (mod 4), k, == 2 (mod 4),

Max (ky, k) < 277, (144)
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—13a (1 1
lﬁg—‘ ﬁl ! <X i Mln(z—? -l-.—)' (145)
1 2

Dann gilt fir x> cy9(pe):
L Ist | By — By | & < Con(t), S0 st

) ky\? ar—t
N(hy. ky, ho. k) > Ca99(1t) (ZI“) Tt (146)
1) Kk
2, Ist | By— Py | @ > coga(pt), s0 st
k2 ar—1
N(hy k. By k) > Cogq(re) (2 . 147
(hy. ky. by ko) 234(24) (h‘) k?k;'(l Be— B, | 2 (147)

Beweis. Zur Abkiirzung schreiben wir in diesem Hilfssatz N statt
N(hy, ky, by, k;). Da N nach Hilfssatz 22 mit wachsendem g nicht wichst,
80 geniigt es, u = ¥ vorauszusetzen, was wir tun wollen. Endlich sei

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (Symmetrie: ;:—2- ~%’) ky 2>k,
2 1
Fiir jedes reelle ¢ ist
T
"?2 e = fi(s. u) + fos. u) + fa(s, u) + fals, ),
wo
e 7% 8" (hy. ky) 8" (hy, ka)
fl(é‘, u) = 22 ) 1 dre g, f 1 1? ;f.‘ 2 X %f’;
b S kP k(s —i8,)"" (s — if)
Xq Al
f2(s.~ u) = —_—

iry Lry yv g1 . i . T 8 —2 2 h ’
oA ol K 5 — i)Y (s — gt m
1

e’ nZ 8" (hy ky) 8™ (hy. k) ( 1 1 )

us

fa(s, u) = _2—‘ (@71(“13) @n(o‘zs) -

n? 8" (hy. ky) 8™ (hy, ky) ) .

ook i s — i) s — i)

r
P
fd.('s’ u) = — 1 1, r
=T -E'" '§‘+1
al al s

R; = Rju) = f fi(s, w)dt (= 2, 3.4);
(O
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R’y = R'\(u) =ff1(8- u)dt; R”, = R",(u) =ff,(s. w) dt —ff,(s, w) dt.
— 0 - ¢

Dann ist also nach Hilfssatz 22

—f1 ' () | du.—.f< Ry—R'y+ R+ R+ R, 2— | R, ) du =

nr

—jwmwwa+m+ﬁa Ry|+ 1R D«

er

x (| Ry— R’ 4+ Ry 4 Ry - Ry — | R ) du
Benutzt man, daB8 || £ — |5 || < | &—n |, so folgt

Y —f| Ry(u) 2du i <

wﬂNRu+lwu+ Ryl + | Ryl + | Ryl = (148)
< (R4 | Ry | 4 [ Ry + | By ) du

Fiir te €, px < u < 2 gelten folgende Abschitzungen: mit Benutzung
der Hilfssatze 11, (89) (91) und 8 bekommt man wegen |e"* | <

212 C
g Zmib| (L, 1) ¢ .
ay ky x klv,x P2 V :

i 2ily| _ ok ok
s Smiky| ~CR| T o k| T BV MY
% iy
Tt
Ha(s.w) | < c T (149)
hl [ TG Py WL R PR L

Weiter k,Vl +x|t—p;| <ck at L‘,.""’l x < ext s (nach (144)), also

]2 e I ¢
Va

hi Vgt t—B D)

r T
: 2 22
s w) | < eh . * (150)
h’l LE" %r’ (l +

alt— DA+ @[t — B "
Nach (144), (145) ist fiir I =1,2

lq ky 1 ky
1> >—=7 > .
cx 5 1{ [Bo—br | x #H

x.l
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Wird also im Beweis dieses Hilfssatzes zur Abkiirzung

. 1
'm=M“bw£ZﬁJﬂ

eingefiihrt, so ist

M>— i fiir 1=1,2; (151)
nach Hilfssatz 11 (90) ist aber (alles fiir x > c)
r 2

kl — 1
| s, 0) | < o3 o2 -
g gw?ﬁﬂl+xu—mn%

wo I =1 fiir j = 2, ] = 2 fiir § = 1. Also nach (151)
r 2 wi'l—{“rlgjz%’l

by
s,u)| <cit -
o) | <o Zk}’fk}'tx*’t(l+x|t—ﬁ,.|)%f

r_z 2z 2
—_ 2
k ’Lz 1=1(l+xlt_‘ﬁfl) !
Fiir jedes reelle ¢ und uxr < u < x ist nach Hilfssatz 8
7
ky x2
[ h(s, w) | <ec7t . . (153)
RO e e— BT e — By )
Ist
1 1 1
Min | ¢ — g; | < — Min [— — = 154
Min |t fy} < Min () o (154)
80 ist nach (145)
Max|t— 8| < Ml 1 - + - <
j=1,2 A 0‘1 xg I.' VZ ;1 AT
< Min -~ fiir x > c.
=12 & l,l/x
also t ¢ €. Liegt also ¢ nicht in Q: 80 ist
1 1 1
Min | t — B; Mu — | —= 155
1u=1,2l = ( 23 “2) e (155)

Daher und nach (153) ist
| R, | = !f/l(s, u) du ——ffl(.s. w)ydu | <
—C0 c

S d t. )
L 4w t— B D 2 e — B "
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wo ® der Bereich (155) ist. Das letzte Integral ist also kleiner als

(L )gr. f at ) (A-l);n 1 f dr
C 7= L efl= e —'—"‘—'*"'<
V 1+ zit—pnit V= “‘V_<1+r)*'

ck‘

(T

Va vV
(nach (151)). Also ist wegen z > 6

r 1 .
ky x2 8 >
hy

[R"y | <c3t

“éﬂ l’n

Nach (149), (150), (152) ist wegen Hilfssatz 12 auch

-z-—l———— z
k, a? 8 =
| By |+ | By |+ | By| < ept oy ME.
hy p3npdn
ki ks
Nach (1533) und Hilfssatz 12 ist
r
77 2
EAPTIN 3
Il I; ke irs
1 2
Aus (148), (156), (157), (1568) folgt endlich
lt W —c— I
>f|f/1(s w) dt| du cf I."L"
Fir 6 > 0 ist
f dt = T((S—) > 0;
fiir 4 > 0 und reelles 8 ist also
_ et 2
f(8~— 213)" I'(6)
Es ist (bei geradlinigem Integrationsweg)
1 1 1
T a1
N -;f:f_ o Lfg‘z 77'2 él"(-l <clﬂ2—ﬁll r
(s —ipy) (8 —f2)° -

8—if,

55

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

. (161)
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Wird fiir einen Augenblick

L= f e;:' d¢ . (162)
—» (8 — i) '(8—’./32)% ’
gesetzt, so ist nach (161), (162) und Hilfssatz 12
‘L“‘ f ende || &M 2w
L2 B Y I W
—w (s—iﬁl)z r(—g) [
<0|ﬁ*ﬁ|x’r’+1fw i di ﬂ__ﬂlr%
Y Tzl t— 0 :
Fir pux < u < o ist daher (wegen u > 4)
L T
L] > caps 8" —cCagg | fo—Bu| 2. 2° . (163)
Ist also
[Be— Bl z < Mm( ”5) (also M = 1). (164)
2 23

r
so ist |L|> %-c,,sa?z—l; (162), die Definition von f,(s, w) und Hilfs-

satz 8 geben
g -1
ky x2
| [ | canfe Ty

1 2
also nach (159) .
r—1
N > (1 — p) ctagy — xR Cygg) "; “r
e

woraus (146) fiir a => cyy0(u) folgt.
Wir wollen nun zeigen, daB fiir jedes reelle ¢
1 1

w—mﬁw—w&”W&JM%wﬁam%:

< (165)

(B i) (s — iB)"
1 [ 1

7, Ly— + e ‘ ir . ro— *
@—m%“s—%v”l Bo— B (s— i)

Ist ndmlich Min |s —ig; | = ¥ |B;— By |, so ist (165) klar. Ist aber
§=1,2

z. B.]s—ify | <3 |Py—pPi |, soist |s —ify| >4 |B,—Pu | und das

dritte Glied links in (165) hat die gewiinschte GroBenordnung. Was

<c
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die beiden ersten Glieder betrifft, so ist bei geradlinigem Integrations-
weg, wie wir sofort zeigen werden,

8—ipy .
! 1 _ | fdr e 18—l 166)
0 137 : -0 (i 2 iyt brat1”
(s—ifp)*" (@B —ify" | 12 | Bo— By I

woraus (165) folgt. (166) ergibt sich aber so: auf dem Integrationswege

liegt J7 zwischen B, — B, und Js — fB,; aber |Js — B, | < s —if | <

<% |Ba— B, |, woraus |J7 | > ¥ | B, — B, | folgt; das ergibt aber (166).
Man setze nun fiir einen Augenblick

[

Aw) —_~f e‘:’d' —. (167)
J s — i) (s —ipy)"
wp, ir—1
Blu) = —% 2% (168)
(i1 — B2 I (4ry)
fufy  iry—1 >
O) = —— L -7 (169)
(is— i)Y T (1)
Nach (160), (165) ist
2 > 22
| A(w) — B(w) — C(u) | < ¢ f vl _
,.._Z,_m LBy — By V(U @ e — i T
(170)

(I=2firj=1,1=1fir j = 2). Es sei nun 4 > 1 (4 wird bald fixiert
werden) und man setze bis zum Schlufl des Beweises von Hilfssatz 23
voraus, daB

1
[Be—Frlx> 4 (also M = m) (171)
gilt. Nach (170), Hilfssatz 12 und (171) ist
7! LA
| A(w) — B(u) — C(w) | < ¢ . <—§-x2 M2 . (172)
=41 d
(| Be— B1 | )3

Die Amplitude von B(u) hat die Form Konst + uf,, diejenige von C(u)
hat die Form Konst + up, (fiir v > 0). Wegen f, # §, gibt es unendlich-
viele positive u, fiir welche die Amplituden von B(u), C(u) gleich sind;

. . 2na
diese Werte von % sind %, = %y + ———— (¢ = 0,1,...), wenn u,

| B — By |

der kleinste unter ihnen ist. Es sei (fir ¢ = 0,1,2,...)

T

N\,
T E—h )

Ug

4
G
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N sei der Durchschnitt des Intervalls {(uz, ) mit der Vereinigungs-
menge aller Intervalle K(a). Liegt % in R, so unterscheiden sich die
Amplituden von B(u), C(u) hochstens um $n; wegen |f,—f, | > 1,
4 =% ist also nach (168), (169)

L4

LAY
w?

| B(u) + C(u) | = Max (| B(u) |, | C(u) |) > ¢ ———— =
(1 B: — ﬂxrlz)? .

—cx® ONE. (173)
Nach (172), (173) ist also
2

[ A(w) | > (6241 _‘%) i‘r?—l M2 (174)
Die Linge eines jeden Intervalles K, und ebenso der Abstand je zweier
benachbarten Intervalle K, ist gleich

g 24

&
[B— BT
(vgl. 171). Daher ist das MaBl von N offenbar groler als ¥ (1 — u) 2,
wenn A = Cys(n). Wihlt man also

Ca
A = Max (l. 2 'cﬁ Cm(.“)) == Cagglt).
241
so gilt: ist | By — By | & > Coa(ue), s0 ist nach (174)

r z
| A(u) | > depn x—Z——I‘-))?.? fiir u e N

also, nach der Definition von f,(s, »), nach (167) und Hilfssatz 8,

lf_)‘l(s, u) dt

da das MaB von N groBer als ¥ (1 — ) x ist und N im Intervall (ux, x>
liegt, so ist also

z
ky :v2 ‘o

> Cogq T fir ueMN;

'l l\lr’

Cau4 a1
f‘f/ls ) dt du > ——~(l ;4)( 1) L:‘l.;‘ —.
uxr —o
Daraus und aus (159), (171) folgt aber
k. x'—
i\ - 02“ l"—‘ — Cy x 1
( 3 T e )( ) KB fa— b | oF

woraus (147) fiir » > Cyue(u) folgt.
Hilfssatz 24. S(x) + Sy(x) > cg50(1t) . Fa(x) fiir x> cosq(pa).
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Beweis. F'y(z) wurde in Hilfssatz 21 eingefiihrt. Es ist
S(@) + Sy() = 3 N(hy, ky, by, k)
mit dem Summationsbereich
hi>0, 0<k <Va, (hyk}=1 (G=1,2). (175)

Nach Hilfssatz 22 ist N(hy, kq, kg, k;) = 0. Also geniigt es offenbar zu
zeigen: Ist x > cyp(2e), 80 laBt sich jédem System v, m,n mit

p,> 0, mlp, nlg, v w, Max (m,n) < ", (176)
q'.v+1 Min (m’ n’) ; mi%
ein System &y, &y, hy, by s0 zuordnen, dall es erstens hochstens cyzq(pe)
Systeme v, m,n mit (176) gibt, welchen dasselbe System hy, k;, Ay, kg
zugeordnet wird, und daB zweitens

ar—1
Ny, Ry, g bp) = ) P gy (1. ("J_;"‘l)) (177)

2 T1—2 1 fa—
qvnl m's

Diese Zuordnung wird folgendermaflen hergestellt: man wihle zunichst
eine ungerade Primzahl p = cype(pe) mit

4 Cona(pt)
~ 4 233 '_‘
P Can: (1) (178)
(C2s0(te) bis cy34(p) sind die Konstanten des Hilfssatzes 23). Aus (176) folgt

{P,q,} =1, p, =mn', ¢, =nm' (n',m' ganz),

2rn’  2am 2 @ |Pe

Gy M Ky M X mn|qy

7 2xn 2nm’ 27
—_ | T« (179)
XMNGy 11 XN Ny M X MNGy 11

Ist » = 2 (mod 4) (dann ist m ungerade), so sei K; = in, Hy = 2m’,
sonst K, =n, Hy=m'. Ist m = 2 (mod 4) (dann ist » ungerade), so

sei K, = 4m;, H, = 20/, sonst K, = m, H, = n’. Ist nun

22 1 Cogi ()
Ty mngy +1 x (180)
so sei b, = H,, k, = K, hy = H,, k, = K,. Ist aber
P22 2 | Com(t)
9 i > 231 \
&y MAGQy41 " X (181)

SO setze man:

1. Falls p/K, (also nicht p/K,):

-

b= Hy, by = i;-l he = Hyp. Fy = Ky:
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2. Falls p/K, (also nicht p/K,):
Iy =Hp. k=K ho=Hy b= ‘%;

3. Falls nicht p/K,K,:
= Hlp, k], = Kla k2 = Hzp, kz = K2'
Da sich Ay, &y, hy, k, von den Zahlen n',n,m',m nur um einen der

1 1 . .
Faktoren 1, 2, p, 2p, ‘g-, —p 1 —, . unterscheiden, so gibt es zu
p’ 27 27 p 2p
jedem System &y, k,, hy, k, tatsidchlich hochstens ¢ Systeme v, m, n,
welchen eben dieses System Xy, k,, h,, k, zugeordnet ist.

Zweitens: aus unserer Definition der /%;, k; und aus (176) folgt sofort
hy>0, k>0, {h,k}=1, k;5=2 (mod 4) (j =1,2). (182)
Weiter
1

Max (ky, ky) < Max (m, n) < o < 2T < b (183)

Wird V = 1 gesetzt, wenn (180) gilt und V == p = cp5;5(t), wenn (181)
gilt, so ist nach (179)

alVa , 4l )
sl <lﬂz—~ﬁ;:x<~*—,1”- (184)

XyMN Gyt X MN Gy+1

Daraus folgt erstens

. o) _ clu)
e Pl < e gers — qors Min (. ) Max (. ) (185)
hid]
N A T,
< e(u) 2~ Mm(k, l.'g) < a7 21 Min (/."1 kz)

fiir & > c(u).
Beachtet man (182), (183), (185) und Hilfssatz 23, so folgt fiir

x > ¢(p): Gilt (180), so ist nach (184) | By — /) | 2 << cop(1e), also nach
Hfs. 23
wr—l

. k 2
A‘\'(hl. kl, hz 2) > 0232([‘) ( ) Lr. In >

n\2 'a.‘r—l .,Lr—l
) (B = et

r 2 n—2 —27
nrm' p,n T m"

gilt aber (181), so ist nach (184), (178)

| Bo— Pl x> %cm(l‘) > Conylpe)-

also mach Hfs. 23 und (184)
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] -\ 2 ar—t
Nhy by hg kg) > eanglp) (%) oA l"('; e g
1 R P P

ar—1 mn ¢
> (‘(.") 2 1,—2 n( q.',+l) *
p,nt e £

n Fa—=

Wegen p, ~ g, gilt also (177) stets fiir x > c(u).

Beweis des Hauptsatzes 2. Nach (103) und nach den Hilfssitzen 14,

15. 18, 19, 20. wo A4 = 1 gesetzt wird (sodaB jedes ¢(4) zu einem ¢ wird)
ist

Mo(x) — Mop(uz) < e’ 4 ¢ F(x) < ¢ F(z) fiir £ > ¢  (186)

(denn nach Hilfssatz 1 ist F(x) > F'(x) = 2" 3%).

Zweitens: Nach (103) und den Hilfssitzen 14, 15, 18, 19, 24 ist fiir
jedes 2>1 und jedes ¢ mit 0 < e < 1

Mo(x) — Mqlux) > cyoltt) Fy(2) —

— (€301 + ACgop) 273 — ("%F(&) fiir x > cqq(2, p).

Man withle nun

und benutze Hilf.ssatrz 21; es kommt heraus
Mo(x) — Ma(ux) > ¥ Cp(u) F() — Cqo5(1e) 273 flir & > cgglpe). (187)
Nach Hilfssatz 6 ist aber
"3 < egon(t) (M) — M(ux)) (188)
fii;' x > Cy05(1e). Nach (187), (188) ist
(1 + €a05(1t) Cana(tt)) (Mey(w) — Mopx)) > desgolpt) Flx)  (189)

fiir & > cy99(11) 17). Aus (186), (189) folgt aber der Hauptsatz 2.

17) Hier sieht man die Bedeutung des — iibrigens fast trivialen — Hilfs-.
satzes 6, dessen elementarer Beweis sich scharf von den analytischen Beweisen
der tibrigen Hilfssdtze unterscheidet! Ubrigens kann man Sitze von der Art des
Hilfssatzes 6 auch analytisch beweisen; vgl. A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in
mehrdimensionalen Ellipsoiden V, Acta Arithmetica 1 (1936), 222—283, insbes,
S. 260—264.
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OBSAH.

Prispévek k teorii miiZovych bodii v elipsoidech
(Ui .o+ u2) +oay(ul o+ .o+ ud) < w
VOJTECH JARNIK, Praha.

vs X1 . . 1y ,
Budte ry, r, celd &isla, x; > 0, x> 0, =X iraciondlni; r = r, - r,,
Ka

2z = Min (r,, r;) = 6. PoloZme dile

Qu) = &, (uf + ..o T uf‘) + .xQ('ufﬁr1 + ...+ uf).

vy

Budiz A4y(x) potet miiZovych bodid v elipsoidu @Q(u) < =, budiz Vy(x)
objem tohoto elipsoidu,

Pa(¥) = Aq(x) — Vao(2), Mo(®) = [Pa(y) dy (x > 0).
0

Budte ° piiblizné zlomky fetézce pro &islo 4, poloZzme
Qv Xa

l .
Fo(w) =77 D, —2—,,_—2;;:21“‘“(1,- (q“;ﬂ) )

v,m,n 9, m n

Pfi tom v probihda vSechna celd &isla > 0, pro néz je p, > 0; pii pev-
ném v probihd m resp. n vSechny kladné délitele &isla p, resp. g,.
Hlavnim vysledkem této price jest pak tato véta: Funkce Fg(x) vy-
jadiuje prabéh funkce M,y(x) tak presn&, Ze jest

0 < lim inf Mo (@) < lim sup Mo ()

minf 7 gy S msup oy < + o )

Ponékud obecnéji dokazuji, Ze vztahy (1) plati téZ, nahradime-li M y(x)
funkef

[Pay) ay.
ne

kde u (0 < ¢ < 1) je libovolna konstanta. Pomérné jednoduchy tvar
funkce Fy(x) dovoluje odvoditi fadu disledki o prabshu funkee Jo(x),
jez jsou dokézény v §1 této prace.
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RESUME.

Contribution a la théorie des points a coordonnées
entiéres dans les ellipsoides
ay(uit.. Ful)faul, 4.+ u)< &
VOIJTECH JARNIK, Praha.
Soient 7,7, des nombres entiers, &, > 0, &, > 0,1’— un nonbre
Xg
irrationel; » = 7, + r, 2 = Min (r, 7,) == 6. Posons

Qu) = &, (uf -+ ur.) + &, (ur,+l A+ u}).

Soit Ay(x) le nombre des pointe & coordonnées entiéres, situés dans
V'ellipsoide Q(u) < =, soit Vy(x) le volume de cet ellipsoide,

Pa(2) = Aq(x) — Vo(®), Mo(x) = [Pa(y) dy (x> 0).
0

Désignons par ? (v=20,1,...) les réduites de la fraction continue
v

[0
du nombre —*; posons
Xg

1 . qo + 170 \?
—1 .
Fg(x) = ar E P — Min (l. ( p ) )

v,mn q‘)

Ici v parcourt tous les nombres entiers > 0 tels qde p, > 0; v étant
donné, m resp. n parcourt tous les diviseurs positifs de p, resp. de g,.
Le résultat principal peut étre énoncé comme il suit: la fonction Fy(x)
représente l'allure de la fonction M, (x) avec une telle précision que
l'on ait

Meq(x) Mq(x)
o<li f < lim < 1
la:-ni;? FQ()_z—»aopF() t )
D’une maniére plus générale, je démontre que (1) reste valable, si 1'on
y remplace My (x) par la fonction

T
[Pay) dy,
uz
u étant une constante quelconque telle que 0 < u << 1. La fonction
Fy (x) n'étant pas trop compliquée, la formule (1) permet de démontrer
de nombreux résultats concernant l'allure de la fonction My, (x); on
trouve ces résultats dans le § 1°* de ce Mémoire.
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