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Uber die Gitterpunkte auf homothetischen Kurven.

Von

Vojtéch Jarnik in Prag.

§1.
Einleitung.

Es seien in der Ebene zwei rechtwinklige Koordinatenachsen z, y
und eine Punktmenge L gegeben. Die Punktmenge L moge folgenden
Voraussetzungen geniigen®'):

I. L ist eine beschrinkte Punktmenge.

II. Alle Punkte von L liegen im Gebiet 2 >0, 0 <y < 2.%)

III. Es gibt zwei Zahlen %, » mit 0 <w<» <1, so daB es in L
einen und nur einen Punkt (z, y) mit % =w gibt, wenn w eine Zahl

mit z < w < v ist, dagegen keinen Punkt mit —Z— =, wenn w > v oder
w<u.

Wenn 1 eine positive Zahl ist und wenn der Punkt (z, y) die Punkt-
menge L durchliuft, so durchliuft der Punkt (Yiz, Jiy) eine Punkt-
menge, die mit L(1) bezeichnet werde. Zu jedem Punkte (z,y) des
Gebietes

(1) x>0, u<L<w

gibt es offenbar einen und nur einen Wert von A, fiir welchen der Punkt
(z,y) in der Menge L(1) enthalten ist. Dieser Wert von 4 ist also in (1)
eine wohldefinierte Funktion von z, y; wir bezeichnen sie mit f(z, y).

1) Alle vorkommenden Zahlen und Punkte sind reell; alle Quadratwurzeln sind
positiv zu nehmen.

%) Diese Voraussetzung ist nicht wesentlich; sie wurde eingefiihrt, nur um un-
endliche Werte von - nnd die Zweideutigkeit gewisser Funkticnen zu vermeiden.
Durch Spiegelungen an den Geraden z=0, ¥y=0, y=2, y=—=2 kann man sich
allerdings von dieser Voraussetzung leicht befreien,
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Diese Funktion ist offenbar positiv-homogen zweiter Ordnung in (1);
d.h. wenn @ > 0 und wenn (1) gilt, so ist

(2) flaz, ay) = a*f(z, y).
Weiter ist in (1) offenbar f(z,y)> 0. Wir machen iiber f(z,y) noch

folgende Voraussetzung:
IV. f(z, y) ist in (1) stetig®) und besitzt fiir

(3) x>0, u<%<v

stetige partielle Ableitungen bis zur vierten Ordnung.

Wir betrachten nun alle in (1) liegenden Gitterpunkte (@, b). Die
zugehorigen Werte f(a@, b) bilden eine abzihlbare Menge. Wir bezeichnen
die verschiedenen unter ihnen, wachsend geordnet?*), mit 4,, 4,,.... Es
ist also 0 <, << 4, <...; offenbar gibt es unendlich viele 12, und es ist
lim 1, = +oco.

Die vorliegende Note ist dem Beweis folgender vier Behauptungen
gewidmet:

Behauptung I. Wenn on (1) gilt
(4) flz,y) =a(az + by)® (e« beliebig®); a, b ganz),

50 st

wo 6 =(a, b) den gréfiten gemeinsamen Teiler von a, b bedeutet.
Behauptung II. Wenn in (1) goli

(5) f(z,y)=(az-+by)* (% i'rmtz'omal),
so ist
lim inf (2, , — 2,)
endlich. o
Behauptung III. Wenn in (1) gilt
(6) flz,y)=ea(az®*+2bzy + cy?)

(« beliebig; a, b, c ganz; b° —ac=+0),

%) Die Punktmenge L ist also ein stetiger Kurvenbogen; die Koordinaten z, y-
eines Punktes von L lassen sich z. B. als stetige Fanktionen des Parameters

1=% (4 <7< v) darstellen.

4) Die Méglichkeit einer solchen Anordnung folgt sofort ans der Beschrinktheit.
von L.
%) « ist dann von selbst positiv.
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s0 st
lim inf (2, ., — 4,)

n=w

endlich und von Null verschieden.
Behauptung IV. In allen anderen Fdillen ist

lim inf ((2,,, — 4,) V4,)
endlich. "

Die geometrische Bedeutung dieser Behauptungen wird sofort klar,
wenn man sich vergegenwirtigt, daf f(z,y)=1 mit den Nebenbedin-
gungen (1) die Gleichung der Kurve L ist und daB i, 4,, ... diejenigen
Werte von 1 sind, fiir welche die Kurve L (1) (d. h. die in bezug auf den
Nullpunkt im Verhiltnis }2:1 gestreckte Kurve L) durch mindestens
einen Gitterpunkt hindurchgeht.

Die Behauptungen I, IT, III sind fast trivial; man findet ihre Be-
weise im § 3. Auch der Beweis der Behauptung IV, dem der § 2 ge-
widmet ist, verliuft ganz elementar. Es wird nur von den einfachsten
Sétzen der Differentialrechnung Gebranch gemacht; aus der Zahlentheorie
wird nur folgender wohlbekannter Satz herangezogen:

Hilfssatz 1. Es ses o > 0; dann gibt es eine Folge von Zahlen-
paaren p;, q; (1=1,2,...) mit

P; q; ganz und positiv, lim p, = lim ¢;= -+ oo,
i=® i=x

1
?;‘2.

P |
!E-Q!<

Ich beweise gleich noch folgenden einfachen

Hilfssatz 2. Voraussetzung: Es seien 4, B, C drei Zahlen mit
B®>— AC+ 0; es gebe zwei Zahlen v,, 1, mit 1, <1,, so daff die Funk-
tion 0(x) = — 557 fiir jedes irrationale T mit 7, <1 <7y, B+ Cv 0
esnen irrationalen Wert hat.

Behauptung. Man kann eine Zahl o und drei ganze Zahlen a, b, ¢
so finden, daff A=«aa, B=uab, C=uac.

Beweis. Es ist o(v) fiir alle 7 mit ¢, <7 <7, definiert, héchstens
mit Ausnahme eines einzigen Wertes, und nimmt fir 7, < 7 < 7, unend-
lich viele Werte — also auch nnendlich viele rationale Werte — an. Es
sei also 7’ eine Zahl mit 7, < 7’ < 7,, fiir welche o(z’) rational ist und
es sei 7” eine von 7/ und o(7’) verschiedene Zahl mit 7, <" < z,, fiir
welche ¢(7”) rational ist. Nach der Voraussetzung sind dann auch z’ und
z” rationale Zahlen. Es ist weiter
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A4+B('+o(x'))+Co(r")=0,
A_|_ B(T”+ O'(T”)) _jl_ C‘[”G(t”) — 0‘

Aus diesen Gleichungen folgt aber, da8 die Zahlen A, B, C wirklich —

wie behauptet — szueinander in rationalen Verhiltnissen stehen, aufler
wenn gleichzeitig
v +o(7)=17"+0(z"), t'o(z)=1"0(7").

Diese beiden Gleichungen wiirden aber besagen, daB entweder 7z’ =1z",
o(t')=o0(z") oder v'=o0(7"), o(7v’)=1" ist. Dies ist aber nicht der
Fall, da 7" von 7’ und o(z’) verschieden angenommen wurde, w. z. b.w.

Bemerkung. Die Voraussetzung IV hat eine Form, die die Eigen-
schaften der Kurve L vielleicht nicht ganz deutlich hervortreten lift.
Ich will sie darum durch folgende Voraussetzung V ersetzen:

V. Es gebe zwei Zahlen #,, ¢, (¢, < f,) und zwei Funktionen F(2), G (?)
mit folgenden Eigenschaften:

1. F(t), G(2) sind fiir ¢, <1 <14, stetig und besitzen fiir 7, <t <1,
stetige Ableitungen vierter Ordnung.
2. Die Menge der Punkte (F(2), G(¢)) (3, Lt <t,) ist mit L iden-
tisch und aus F(t)= F(i'), G(t)= G (¢') folgt t =1¢"
3. Fir t, <t <1, ist stets F'(1) G(t)— F(¢) G'(¢)+0. ®
Ich behaupte: die Voraussetzungen I, II, III, IV sind mit den Vor-
anssetzungen I, II, ITI, V #quivalent. Denn erstens, wenn I, II, IIL, IV
gilt, so ist die Kurve L durch f(z,y)=1 oder durch a:?f(l, —‘z—) =1
mit den Nebenbedingungen (1) gegeben; die Parameterdarstellung
1 T
r=—-——_, S —— u é T é v
ires YT (war=v)
zeigt also, daB die Voraussetzung V erfiillt ist.

Andererseits, wenn I, II, III, V gilt, so kann man die Kurve L(4)
durch die Gleichungen

(e) z=VIF(), y=1ie() (1, <1<t
ausdriicken. Also ist % eine stetige Funktion von ¢, die jeden Wert

héchstens einmal annimmt; sie ist also monoton und man kann daher ¢
als eine stetige Funktion von —Z— ausdriicken (ﬁir x>0, u g% _é_v);
aus der ersten Gleichung («) folgt dann, daB auch 1 in (1) eine stetige

%) Die Kurve L besitet also fiir ¢, < f <(f, in jedem Punkte eine wohldefinierte,
nicht durch den Nullpunkt gehende Tangente.
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Funktion f(z,y) von z,y ist. Dafl diese Funktion in (3) stetige partielle
Ableitungen bis zu vierter Ordnung besitzt, folgt sofort aus (&) nach
dem Satze iiber implizite Funktionen, da die Funktionaldeterminante
%(F'(t) G (t) — F(t) G'(t)) nicht verschwindet.

Die Voraussetzung IV besagt also iiber die Kurve L mehr als eine
bloBe Stetigkeits- und Differentiierbarkeitsbedingung. Man kann aber
diesen Ubelstand in den meisten Fillen leicht beseitigen und die Giiltig-
keit unserer Behauptungen auf allgemeinere Kurven ausdehnen. Z. B. kann
man folgendes behaupten: Die Punktmenge L moge den Voraussetzungen
I, II, TII geniigen; man definiere f(x,y), 4,, 4,, ..., L (i) wie am Anfang
dieses Paragraphen. Es gebe weiter zwei Zahlen u/, v/ (v <o’ < v’ <)
mit folgenden Eigenschaften:

1. flz,y) ist fix x>0, u'g%gv’ stetig und besitzt in jedem
inneren Punkt dieser Punktmenge stetige partielle Ableitungen bis zu
vierter Ordnung.

2. Keine der Gleichungen (4), (5), (6) sei erfiillt fiir alle z, y mit
x>0, v < %,g v’. Dann ist li:t_l_ i@nf (4,41 —4,) V4,) endlich. Denn
es sei L' diejenige Teilmenge von L, fiir welche »’ < % <o gilt, und
es seien Ay, Az, ..., (7, <m, <<...) diejenigen Werte von i, fiir welche
L(A) durch einen Gitterpunkt des Gebietes z >0, 2’ g% < v’ hin-
durchgeht. Dann besagt die Behauptung IV, auf die Kurve L’ an-
gewandt, daf li;n_ i:f ((Ang., — Amg) Ving) endlich ist; um so mehr ist also

~1,)V4,) endlich.

n+1

lim inf ((4

Ich will aber bei solchen naheliegenden Modifikationen unseres Satzes
nicht linger verweilen und gehe zu seinem Beweis iiber.

§ 2.
Beweis der Behauptung IV.

Nach dem Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen gilt in (3)
(wegen (2) und infolge der Voraussetzung IV):

(7) 2f(x,y) =2*f2(z,9) +22yf, (z,9) + [, (2. 9)-
Dabei sind f:, f,,, f,= positiv-homogene Funktionen nullter Ordnung;
man kann also in (3) setzen

®) fe@y=0(L): L@ =v(L), =1L,

Mathematische Zeitsehrift. XXVI. 29
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wo die Funktionen ¢(7), w(z), z(7) fiilr w <7 < v stetig sind und eine
stetige zweite Ableitung besitzen.

Aus (8) folgt weiter in (3) (wir setzen dziz) = ¢'(7) usw.)

fo @) =—5¢(L), fofen=te(¥)=—Lv(2),
far@n) =3 v (%)=~ %2(%), fe@n=g2(2).

Um die Behauptung IV nachzuweisen, geniigt es offenbar, folgendes
zu zeigen: falls in (1) weder (4) noch (5) noch (6) gilt, so ist es mdg-
lich, vier Folgen ganzer Zahlen

(9)

a, @, ..., &
b, by, ..., b
€y €y nes €
d, dy, ..., d
zu finden, die folgende Eigenschaften besitzen:
1. Die Punkte (a,,b,) und (c,,d,) liegen im Gebiet (1). (n=1,2,...).

2. lima, =limd, =lim¢, =limd, =4 0.
n=x = A= n= o
3' f(a’n’bn)_f(cn’dn):l:o (n=1’2”“)'
1
4. f(a,,b,) —f(c,.d,) =0 (yﬁ)

f(@..b,) —f(c,,d,) =0 (m—;lT—))
(Das Zeichen O bezieht sich auf wachsendes n.)
Wir setzen also jetzt voraus, daf in (1) weder (4) noch (5) noch (6)
gilt. Dann sind zwei Fille moglich: )
Fall A. Es ist ' (v) =0 fiir alle 1 mit v <7< ».
Fall B. Es gibt ein 7, mit v <7, <wv, x'(7,)=+0.
Wir werden diese beiden Fille nacheinander diskutieren,

Fall A. Nach (9) ist dann auch v’ (v) =@’ (v)=0 fir v <7< v;
es ist also nach (7) und (8) in diesem Falle

(10) f(z,y)=Az®+2Bzy+ Cy*

in (3), wo 4, B, C, Konstanten sind. Wegen der Stetigkeit von f(z,y)
gilt dann (10) im ganzen Gebiet (1). Weil in (1) weder (4) noch (5)
noch (6) gilt, so ist B® — A4C + 0 und es ist nicht méglich, eine reelle
Zahl ¢ und drei ganze Zahlen a, b, ¢ so zu bestimmen, daB A4 =«a,
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B=uab, C=«c. Nach dem Hilfssatz 2 gibt es eine irrationale Zahl z,

A+Bry o 1. )
mit B+ C1y 40, u <7y <wv, so da — O rational ist. Wir setzen
A+ B, __r R

(11) ~BY¥Cs s (r,s ganz und teilerfremd)

und bestimmen nach Hilfssatz 1 eine Folge von Zahlenpaaren p;, g,
(p;» g; ganz und positiv, lim p, = lim ¢; = -+ 00), so da8
i=x ==

C; H .
(12) %—zo—l——qi—g, el <1 F=1,2,...).
Dannistfﬁm‘>z‘0:0<q,.—s,u<;’ <w, 0<g¢;+s, u<p'.l'§<”
und
(13) f(q;'+s: P;‘}‘T)‘f(qi"s,pi_")

=4(4g;s+ Blgr +p;8)+Cp;r).

Aus (11), (12) folgt aber
(14) 0=s(4+ Bz,)+r(B+Cxzp)

— & O (g — &

_.s(Aq‘.—f—B<pi q‘>>+r(qu—;—Ol\pi q;))'
Aus (13), (14) folgt

flg+s pitr)—f(g—s p—r)=4(B+r0)
(15) . G
= 44‘1;(32 —A40) (nach (11)),

wo %k die von Null verschiedene Zahl T bedeutet. Es ist offenbar
0
fiir wachsendes ¢ (wegen f (1, 7,) > 0)

(16) f(g:+s pi""'):qi'f(l'!' ;i, ’5: T ;:/1 g: (L.,
fla;—s, Pi—f)szef(l“%’%——)"’fbf(l To);

also ist nach (15) und (16)

- 1
a7 flats p;+r)—f<qi—s,p¢—r)=0(m~“+_&7‘+g>,

1
(18)  fla+s, Pi—f—f)'—f(%_8’27;—’):0(,,7(7?;%—_73)-
Es ist weiter 7, irrational, also ¢, 4 0 (nach (12)), also gilt nach (15)

(19) fle;+s p;+1)—flg,— s, p;— )=+ 0 fiir £ >4,
Aus (17), (18), (19) folgt aber nach dem. am A.nfang dieses Para-
graphen Gesagten, da8 in diesem Falle wirklich lim inf ((4,,, —4,)V4 )/—)

endlich ist, w.z.b. w. #=o
29*
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Fall B. Es ist nicht identisch y’(z) =0 fiir v <7 <<v; wegen der
Stetigkeit von ’(z) gibt es also zwei Zahlen w,, v, mit u < u, <, <,
so daB x'(z) fiir w, <7 < v, stets von Null verschieden ist; also ist y(z)
eine fiir w, < 7 < v, entweder stets wachsende oder stets abnehmende Funk-
tion von 7, woraus sofort folgt, daB die Funktion von

f,L,7)="f,1,u) ff,,ya £)dé=f,(1, u1)+fx(é)df

fiir u, < v < v, hochstens zweimal verschwindet. Wir konnen also zwei
Zahlen u,, v, mit u, < u, < v, < v, so wihlen, daB f, (1, 7) fir u, <7z <o,
stets von Null verschieden ist. Fiir w, <7 < v, ist dann die Funktion

;i((ll—’? stetig und, wie ich behaupte, nicht konstant. Denn gesetzt, es
PACERS
ware filr u, <7 << v,

Lo+ hf(l,7)=0 (h konst.)

S0 wire wegen

Ly =20(LY), f@y=21(12)

auch

(20) f.(z,y) -+ hf,(z,y)=0
fiir

(21) £>0, w<L<o,,
also auch

for(Z:y) TRt (2,9)=0, f (2,9)+hf, (2,9)=0
daraus wiirde aber nach (7) und (8) folgen
21(z,y)=(he —y)*f,, (z,9) = (hae — )z (L).
Die Gleichung (20) wiirde dann besagen, daf in (21) gilt
(b —y) Lo g (4) = 0;
es miifite also fiir u, <7 < v, gelten
(b= 2’ (®)=0,
was mit der Voraussetzung im Widerspruch steht, daB 3’ (z) fiir u, <z <,
von Null verschieden ist. Die Funktion 2’ ((: z)) ist also fiir u, <z <7,
stetig und nicht konstant, -also gibt es sicher einen Wert 7, mit u, < Ty < 0y,

so daB REICLOR rational und von Null verschieden ist.
v (1, 7)
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Wir haben also die Existenz eirver Zahl 7, mit

’ _z.l,to
u<t < @W)H+0, f,(Lr)+0, ElI_ L

(r, s ganz, teilerfreind und von Null verschieden)
nachgewiesen.
Es ist noch 7 —s7,4 0; denn aus 7 — sz, = 0 wiirde folgen

f.(1,7) 47, f,(1,7,) == 0, wihrend aus dem Eulerschen Satz

f.(1,7%) + 7 1, (1 %) =2f(1,7)>0
folgt.

Ich wihle nun eine ganze positive Zahl & so, dafl

Vi 3 , i
(22) pUr=sm 2L - 9y () + 72 (m)] -

Es sei weiter p;, g; eine (nach dem Hilfssatz 1 existierende) Folge von
Zahlenpaaren mit (p;, ¢; ganz und positiv, lim p, = lim ¢; = + o0)

i=x i=®

gp-0+ le;| <1 (t=1,2,...).

Fir ¢ >4, ist das Rechteck B, mit den Ecken (g, — ks,
pi—kr), (¢;— ks, p;+kr), (¢;+Fks, p,—kr), (¢,+Fks, p;+kr)
ganz im Gebiet

(23) z>0,

U+,

2

T+

o ~ Y
=z

II/\

enthalten. Es ist also fiir ¢ > ¢, nach dem Taylorschen Lehrsatz
j f(Qa + ks, pi + ]Cf) = f(Qi’ p‘l) + k(’sfx(qia Z’.) + "'fy(q;'a P;))
L 2
(24) l -+ ’2—(8'f (g5 P)) + 2781, (4 ;) +rifs(a; ;)

| 6 (8 f (q;: pa)‘r37'3 fz y(q” 23, ) T 1.a
wo fiir den Rest R; die Abschitzung gilt

' kf , .
Bl <& (rit 1o M9

dabei bedeutet M® die kleinste gemeinsame obere Schranke der absoluten
Betrige der vierten Ableitungen foi(2,¥), fory(2, %), -.., fir(2, ) im
Rechteck %3,.

Man bekommt eine der Formel (24) analoge Formel fiir f(g —ks,
P~ kr), die aus (24) entsteht indem man & durch —k und R; durch
R; ersetzt, wo fir R, dieselbe Abschitzung wie fir R; gilt. Durch
Subtraktion dieser beiden Formeln ergibt sich endlich
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flg;+ks,p,+kr)—f(g;— ks, p, — kr)=2k(sf,(g; ;)
(25)

kﬂ
+ "fy(q.', P,'))—f- ‘3‘(33’;:’(99 p{)+37'92fz‘y(9p )+ ---)“"Ria
K .
wo | By < g (lr|+1s))* 27,
Es ist aber (weil der Punkt (g;, 7,q;) Wegen |—;ii <1 in liegt)

{ fa:(qi’ pi)=fx<qi7 qui_ll_ ci> f(Qu"oQ:)+ f:y(qt’ 10Q|)+SH
(26)

1y, (9 ;) =1, (qp T q; 1 ) 1@ % 4;) + f,,z(q.-, 70q;) + 87,
wo | 8{|< 5q 2Mf?'), 181 < =5, 2Mf'), dabei ist M die kleinste ge-
meinsame obere Schranke von lf,”, (z,9)], fp (2, 9)| in B,

Endlich ist
{ (25 ) = F2 (s % @) + T,
fzzy (qi’ pz) = fzzy(qi’ To Qt) _i'- T:, usw.

(27)

Dabei ist |75 <12 m®, |71 <4l y® uew
1 i
Es ist aber in (23) fiir wachsendes # nach (9)
y\ 1 1y 1
frlo )= v/ (3= 0(5), L@n=gr{)=0()
gleichméfig in . Bei wachsendem 7 gilt aber in %;:
x~¢q, Y~P;~Tq; also ist MP =0 (q)
i
Aus (9) folgt weiter in (23)
2 2
o) = 2 (2) 4 Lo (2) = 0 (1)
gleichmaBig in y; dieselbe Abschitzung gilt fiir die anderen vierten Ab-
leitungen; also ist M{" = 0(—35). Es ist also

¢

L3

B=0(g), Si=0(5), 8'=0(4),

T'= 0(%) T = o(zli;,) usw.
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Wenn wir nun aus (26); {27) in (25) einsetzen, bekommen wir:
f(g;+ ks, pi+kr)—f(g; — ks, p, — k)
=2k (s f9: 759 + rf;(q,-, 7, ¢;))
—+ —7,‘—(83 f2(8:> 700;) + 878 2, (91 T00) + -+ )
—i—zk—c‘(s foy (8 T0@) 71,285 T09)) + 0( :)-

z

Es ist aber

81, (9> 7% @) + rfy(qi? 70 q;) = ¢:;(sf. (1, 7,) + ”f;,(la 7)) =0
und nach (8) und (9) ist

sfzy(qi’"o%)‘]“"fy‘(qz"'”oqz‘)=3"P("o)+"l("o)a
. 1 s
8% f (40 10 @) + 378 f2 (9 B @) + - = E(" —875)° 7 (7).
Also ist
flg;+ ks, p;+kr) — f(g; — ks, p,—kr)

28 :
(28) ch'(sv,u 10)—7‘7('50))—{—3 (r — 81())31’("0)‘}‘0(';—2)’

i

Es ist also wegen (22) und wegen [c“ <1:

lf(qi_l_ks pz+klr) f(q1 1—‘kr)§
1
>«'(r—sro) 2 (w)] + /*q? :
Also gilt
(29) flg;+ks,p,+kr)—f(qg,— ks, p,—kr)+=0
fiir i >1,.

Andererseits folgen aus (28) wegen
flait+ ks, p+kr)~flg,— ks, p,—kr)~ g} f( )~q3f(1 %)

(denn £(1,7,) > 0)
die Beziehungen

flg;+ks,p,+kr)—flg;— ks, p;—kr)

(30) 1 1
- 0{ermisrs) - Olre)
Vf(g+kr pitks) VF(q:—kr, pi—ks)
Aus (29) und (30) folgt aber nach dem am Anfang dieses Para-
graphen Gesagten, da8 auch in diesem Falle B liminf ((1,., —4,) V4,)
n=o
endlich ist, womit die Behauptung IV vollstindig bewiesen ist.

Bemerkung 1. Es seil =0, v=1; dann geniigt die Funktion
f(z, y) = (2® + y*)” allen Voraussetzungen, die wir fiir die Anwendbar-
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keit der Behauptung IV verlangten. Es sind hier die 1, ganze Zahlen,
also 4,2, — 1,* > 1, woraus liminf ((4,,, —4,)V4,)=> 2 folgt. Man darf
n=w

also die Behauptung IV nicht durch die schirfere Behauptung ,es ist
liminf ((4,,, — 4,)Y1,) = 0 ersetzen.
n=w

Bemerkung 2. Es sei

2 2 2 1
o=14g+t+omt —1+22

E
n, =325 o (1#22 ) kE=0,1,2,...).
7, 0, sind positiv und ungerade, ¢ > 1. Es ist
q v 1 3 3
R

Also ist o eine irrationale Zahl. Ich setze nun w=0,v=1,
f{z, y) =2®+ oy?; die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der Behaup-
tung IV sind offenbar erfiillt. Es sei

1 -1
§i=9T gr=%_" —

9 2 2 9 2 77,'

1 ’ ﬂ5+1
o=

!’
Fir ¢ >4, ist &§>0, &>0, 0<’;—‘<1, 0<Z—‘,<1 und

f(fz’: ﬂc’)—f(‘f;ﬂ?i) —Ez +6( ""75) éi+0ni;
also
Lol — flE, )< o — o — 1
0< f(fis 771) f(Et’ 771) < 7’;‘3 0 ((f(fi, m))’/z)

e’toa? oito ,
(denn f(‘Ei’ n;) ~ 1 t~ 4 ”i)

Es ist also um so mehr hm mf ((A4, 4, —4,)V4,)=0; man darf also

die Behauptung IV nicht durch die schirfere Behauptung ,es ist
liminf ((4,,, — 4,)V4,) endlich und von Null verschieden* ersetzen.
n=wo

§3.
Beweis der Behauptungen I, II, III.

Beweis der Behanptung I. Es sei in (1)
fz,y)=ea(az+by)", a,b ganz, a«>0.

Wegen f(z,y)>0 hat der Ausdruck @z -+by in (1) ein unver-
anderliches Vorzeichen; o. B. d. A. kénnen wir annehmen, daB er in (1)
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positiv ist. Es sei & der grofte gemeinsame Teiler von a und b. Dann
sind die Werte von 7}, ganzzahlige Vielfache von }«-d, also
(82) Vi — Vi, 2 Ve

Es sei andererseits n > 0 eine ganze Zahl; dann ist A, =« (ak, + bk, ),

o (hy, k,) em Gitterpunkt in (1) ist. Wir konnen dann zwei ganze
Zahlen h,,, k so wihlen, daB

@ (b — hn) -+ b(ken — ky) =5
und man kann offenbar — indem man statt h,;, k. bzw. h, — bm,,
kn+ am, mit geeignet gewahltem ganzzahligem om, schreibt — noch
erreichen, daB der Punkt (k,, k,) in (1) liegt, mlndestens fiir hinreichend
groBe Werte von n. Also ist fir n > n,
(33) V}'n+1— ]/—j;é Vza‘
Aus (32), (33) folgt fiir n > n,
Vs — V4, = Ve,
also erstens 4., ~}4, und endlich
1=l =(Vhy1 = V) (VAys + V2,) ~ 28V} 2, W.z.b.w.
Beweis der Behauptung II. Es sei in (1)

f(x,9) = (az+by)*, % irrational.

Wir wiahlen eine Folge von Zahlenpaaren p,, ¢; (p;, ¢; ganz und positiv,

lim p, = hmq1 + o), wo

o n_|b]
La

B LA e <1 (1=1,2,...).

|
gt
Wir setzen

zi=MaX( 6"‘17:-[,[311.‘ ]>+ 1

V= U= v—U
und wahlen eine ganze Zahl y; so, daB

wu+v Yy ut+2v
s <n<"3 >

was fiir hinreichend groBe Werte von z;, d. h. von ¢, offenbar méglich

ist. Dann ist, /=2, +p;, ¥/=¥9 —q sgn% gesetat,

Yi @
u<x;ﬁ i, +q, u—.—%2v+v‘—du=v
1_!_?3 -
x;
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und ’
if(xil: yil) - f(xia ya).
=|[(a(@/+2) + by + y))(a(z — ) + b(y/ — %))
' b\’

]( a(p+22)+b(- q,-sgn%+2yi)§ . lap,-—bqisgnﬂ'-
Wegen p,=0(g,), 2,=0(g;), ¥;=0(q,), ap;— bg;sgn % = a% ist also
(34) Nf(=!syl)—f(2, 9)! <O ey
wo € von 7 unabhingig ist. Weiter ist

f(xi,) yi') - f(xio :’/,') +0 >

da sonst entweder z,==z/, y,=y/ oder x,=—z/, y,=—y/ sein
miite, was nicht der Fall ist. Daraus folgt, wegen [¢,| <1, da8

liminf (4, ., — 2,) endlich ist, w. z. b. w.
Nn=aw

Bemerkung 1. Es seien jetzt o, 7, ¢, die in der Bemerkung 2 des
§ 2 definierten Zahlen. Es sei u=0, v=1, f(z,y)=(z + oy)*; dann
sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Behauptung II erfiillt.
Wenn wir im Beweise der Behauptung II fiir a, b, p;, ¢; die Zahlen

1, 0, @;, 7, nehmen, so ist nach (31): |¢,] <3 3 , also limc 0. Wegen

(84) ist also jetzt liminf (1, ,—1,)=0. Man dart also die Behaup-
n=w®

tung II nécht durch die schirfere Behauptung ,es ist liminf (4,,, —4,)

endlich und von Null verschieden ersetzen.

Bemerkung 2. Hurwitz®) hat folgenden Satz bewiesen: Es sei
¢ > y5; dann gibt es nur endlich viele Zahlenpaare p, ¢ mit p, g ganz,

g+0, ]’5-1—1 §%<clq“ Es gibt also eine Zahl d > }5, so da$ fiir
{
alle p, q (p, q ganz, ¢+ 0) gilt
1¥5+1 _r2l_ 1
|72 ¢

Wir setzen 752+1 = und wihlen u=0, v=1, f(z,¥y)=(z+y)".

Dann sind alle Voraussetzungen erfiillt, die wir fiir die Anwendbarkeit
der Behauptung IT verlangten. Wenn (p, ¢) und (7, §) zwei verschiedene
Gitterpunkte des Gebietes (1) sind, so ist

(2, @) —f(r,s)|=|l(p+7)+(@+9)|-|¢(p—1r)+(g—s)|.

7) Uber die angendherte Darstellung der Irrationalzahlen durch rationale Briiche,
Math. Annalen 39 (1891), 8. 279—-284.
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Es ist
[Z(p+7r)+{(g+s)>Max(p,r) >1.
Weiter ist entweder p=r, also ¢+ s, und dann
[Lp—r)+(g—s)=1
oder p ==r, und daon ist

[L(p—1r)+(a—9)|>

>

1 1
dip—r| dMax(p,7)’

Also ist
(0 )~ f(r,8)! > Min(1,2) =
i ? ) . < ] d "’
Um so mehr ist also

liminf (4,., —4,) > 0.
n=aw

Man darf also nickt die Behauptung II durch die schirfere Behauptung

»es ist liminf (4, , —1,) = 0% ersetzen.
n=ox

Beweis der Behauptung III. Es sei in (1)
flz,y)= a(ax®+2bzy+cy®), « beliebig; a, b, ¢ ganz; b* — ac =+ 0.
Dann ist offenbar i,= «-m_ (m, ganz), also
(85) Apr— Ay 2.

n

Wir wihlen nun einen Gitterpunkt (p, ¢) mit p >0, u < 1% < v, und es
sei & > 0 eine ganze Zahl; fiir 4 > A, gilt dann auch

hg —ap—bg
Y S hp¥bpteq
und es ist, wie' leicht nachzurechnen,
(36) f(kp+bp+eg, hg—ap—bg)—f(hp, hg)=(ac—b")f(p,q),
also von Null verschieden und von % unabhingig. Aus (35) und (36)
folgt aber, daB liminf (4 ., — 2,) endlich und von Null verschieden ist,
fNA=®

<w,

w.z b.w.

(Eingegangen am 6. April 1926.)
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