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Uber die Differenzierbarkeit stetiger Funktionen.
Von
Vojtéch Jarnik (Praha)

‘

§ 1. Resultate.

Die Arbeiten der Herren Banach, Mazurkiewicz Saks
und Steinhaus haben einen neuen Weg zur Untersuchung der
Derivierten stetiger Funktionen ertffnet. Insbesondere haben die
Herren Banach 1) und Mazurkiewicz 2) folgenden Satz bewiesen:
Es sei C der Raum aller im Intervall <C0,1>> stetiger reeller
Funktionen « () (mit der tiblichen Abstandsdefinition); dann gibt
es in C eine Residualmenge %) C,, so dass folgendes gilt: ist z (¢)
eine Funktion aus C, und ist 0 =<¢ <<1, so ist
|2k —2()

h

lim sup ‘
k=0

9

| =oo
i_

Da C in sich von zweiter Kategorie ist, so ist C, nicht leer,
also gibt es in <C0,1>> stetige Funktionen, welche fur kein
t (0=t<<C1) eine endliche rechtsseitige Ableitung besitzen. Aut die-

1) Uber die Bairesche Klasse gewisser Funktionenmengen, Studia Mathem., 111
(1931), 8. 174—179.

%) Sur les fonctions non dérivables, Studia Mathem., III (1931), S, 92—94.

3) Eine Menge C, (C C heisst eine Residualmenge in C, wenn C—C, von
erster Kategorie in C ist. Alle im folgenden auftretenden Relativbegriffe, die sich
auf Funktionenmengen beziehen, werden auf C als Raum bezogen. Das Wort
»Funktion“ bedeutet im folgenden stets eine Funktion aus C.

4) Herr Banach beweist dasselbe auch fiir den Fall, dass A nur durch eine be-
liebig vorgeschriebene Nullfolge A, h,,... (h,>0) gegen Null strebt; aunf solche
diskontinuierlichen Ann#dherungen gehen wir hier nicht ein.
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-selbe Weise kann man, wie Herr Saks bemerkt 5), zeigen, dass
auch diejenigen Funktionen, die in keinem Punkte ¢ mit 0 <#<<1
weder eine endliche noch unendliche 2weiseitige Ableitung besitzen,
eine Residualmenge in C bilden. Dagegen gilt der tberraschende
Satz 5), dass die Funktionen, die fur kein ¢ (0 =#<<1) weder eine
endliche noch unendliche rechtsseitige Ableitung besitzen, nur eine
(nach Herrn Besicovitch nichtleere) Menge erster Kategorie bil-
den. In dieser Note mochte ich zu diesen Resultaten einige — aller-
dings ziemlich naheliegende — FErgiinzungen hinzufiigen; dabei be-
nutze ich die Banachsche Methode.

Es gilt zunichst folgender

Satz 1. Es gibt in C eine Residualmenge A, so dass jede Funktion
x (t) aus A folgende Eigenschaften besitzt®):

I 1) Fiir jedes t aus (0, 1) ist
<z_(t)y 2= (O)>F <z (t), 2t () >=<<—00,00>")

I 2) Fiir fast alle t aus <<0,1> ist

at (§) = o0, z,. () = — oo, ™ (f) = o0, &_ (f)==— oo,

I 3) Fiir jedes t mit 0<t<<l ist Max (|x*(f)|,|24(¢)|)=00
und fiir jedes t mit 0 <<t <1 ist Max (|~ (t)|,]|2- (f)]|)=0c0.

I 4) Es gibt in <<O,1>> vier nichtleere perfekte Mengen M*, M,
M~—, M_, so dass folgendes gilt: fiir jedes t aus M+ ist x* (t) =
=, (f)=o0, fiir jedes t aus M, ist x*(t)==24 (t)=— o0,
fiir jedes  aus M~ ist z~ (t)==_ (t)==o00, fiir jedes t aus
M_ist = (f)=a_(f)=—o0?).

) 8. Saks, On the functions of Besicovitch in the space of continuous fun-
ctions, Fundamenta Mathem., 19 (1932), S. 211—219.

9 Mit xt (2), 24 (t). —(t), x— (£) bezeichnen wir der Reihe nach die obere,
untere rechtsseitige und die obere, untere linksseitige Derivierte von & (¢).
< a,b> bezeichnet das abgeschlossene Intervall (fir a=>5 den Punkt a), (a,b)
das offene Intervall mit den Endpunkten a,b. 4 M bedeutet das Lebesguesche
Mass von M.

7) Das bedeutet also: ist 0 <t < 1,—oo="a="c, 80 gibt es eine Folge h,, h,,... mit

hn %0, lim h,=0, lim ‘”_(M=a,

ne=00 Re=0Q n
)1 3 und I 4 sind nicht neu; I 3 stammt von den Herren Banach und
Mazurkiewicz (1. ¢. 1) 2)), I 4 rtihrt vom Herrn Saks her (L. c. b)).
Fundamenta Mathematicae T. XXI. 4
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Man kann einen Teil dieser Resultate folgendermassen verall-
gemeinern:

Satz 1I. Es sei @ (h) fiir alle reellen h definiert, h ¢ (h) >0 fur
B0, lim @ ())=0.

Dann gebt es in C eine Residualmenge A,, so dass jede Funktion
x(t) aus A, folgende Eigenschaften besitet:
II 1) Fir jedes t aus (U, 1) ist

t+h)—x(t) . z(t -+ h) —a(
—_— = 1 QA M \
llmh_soup 0] oo, lim in 0l oo
II 2) Fir fast alle t aus <0,1> ist

. z(t4+h)—x @) .. z(t+h)—=(t)_

h}ﬂ;j"p — ol __hf.l-_so o) ,

.. xR —x () . z(t+h) —=x()

=] — 00,

o == Ty o

II 8) Fiir jedes t mit 0=¢ <1 ist
z+h)—z )| _
AT em T

und fiir 7edes t mit 0<<t=1 ist
x({t+h)—z(¢)

lllil-foup —'—a‘(—h—)—— = OQ.

Das ist also eine direkte Verallgemeinerung von I 2, I 3 und
eines Teils von I 19). Ganz anders sieht es aber mit I 4 aus. Wenn
lim sup @(h): b <<oo ist (p(k) > O fiir h>>0), so lisst sich der ,rechts-

h=t0
seitige“ Teil des Saksschen Satzes I 4 sofort verallgemeinern; den z. B
aus lim wﬂg:w folgt dann lim 2T~ t+h)—w(t)
hmto h hetd IO
Wenn aber lir:'l sup @ (h): h=o0, so gilt im Gegenteil der
=40

Satz III. Ist ¢ (k) >0 fiir k>0, lim @ (k) =0, lim sup @(h):h=
k=40 h=+0

%) Wie es mit dem Rest von I 1 steht, weiss ich nicht. Ich bemerke noch,
dass II 3 nicht nea ist; vgl. Auerbach und Banach, Uber die Holdersche
Bedingung, Studia Mathem. 3 (1931), 8. 180--184.



Differenzierbarkeit stetiger Funktionen bl

=o0, so gibt es in C eine Residualmenge A, so dass jede Funktion
x (t) aus A, folgende Eigenschaft besitet: ist 0=t <1, so ist

h) — h) —
lim sup (’Lzy)_”ﬁ)»o h,ﬁonfxﬁj—_()z)z_(‘):()

Ich bemerke noch, dass man in diesem Satz z. B. in der ersten
Ungleichung die Zahl O durch keine positive Zahl ersetzen darf
Denn es sei x (¢) eine Funktion aus 4 4, (4 4, ist auch eine Re-
sidualmenge). Nach I 2 gibt es zwei Zahlen @, b mit

I=a<b=], x+(a)=x_(b)=oo, x+(a)=z_(b)=——oo_

Das Maximum von «(f) in <<a, b > wird daher in einem Punkt
¢ mit a<c<b angenommen, und es ist bestimmt

lim sup ZEEMN=2() —¢ (4150 —0).
h=t0 @ (h)

Wir werden nun die S#tze II, III und die Behauptung I 1
beweisen; wegen des Beweises von I 4 verweise ich auf die
zitierte Abhandlung des Herrn Saks.

§ 2. Beweise.

Wir fiihren zuntichst folgende Bezeichnung ein: es sei >0,
0<<s<{}; dann setzen wir N__[ 1] (also N ganz, N> 0) und be-
zeichnen mit z,, (¢) folgende fiur 0 <<¢=<1 definierte Funktion:

2,,(()=0 fur t=21s (I1=0,1,2,...,N)
2, ()=rftir t=(214+1)s(1=0,1,2,...,N—1);
2, (t) ist linear fur Is <t (I4+1)s(!=0,1,2,...,2 N—1);
2, ()=0 fir 2Ns=t=1.
Es sei ¢ (k) definiert fir alle reellen A,
@ (h)-h>0 fur A0, l,ff’ﬁ @ (h)=0.

Es sei 7' die Menge derjenigen () aus C, welche folgende

Eigenschaft haben: Es gibt mindestens ein # mit 0 << ¢ <1, so dass

i o S < oo
4
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ist. Es sei U die Menge derjenigen x(¢) aus C, welche folgende
Eigenschaft haben: Es gibt mindestens ein ¢ mit 0 =<¢ << 1, so dass

x (t-++h)—=z(2) ,
N
ist. Es sei ¥V die Menge derjenigen x (f) aus C, welche folgende

Eigeunschaft haben: Ist Z (x(¢)) die Menge derjenigen ¢ mit 0 <¢<<1,
fir welche

lim sup l
h=+0

. x(t-+h) —x(t)

o o =
ist, so ist micht u E (z(£))=0. Es sei endlich 7 die Menge derje-
nigen z (f) aus C, welche folgende Eigenschaft haben: Es gibt min-
destens ein ¢ mit 0 <¢<<1, so dass

. z(t+h)—ax (@)
hm suap —m—m™mM——~
—tot @B
ist. Die Sitze II, III werden bewiesen sein, wenn wir beweisen:

die Mengen 7, U, V sind von erster Kategorie in C; und wenn

lim sup (k)
h=to h

<0

ist, so ist auch W von erster Kategorie in C10).

Ad T. Fur ganzes n>2 sei T, die Menge derjenigen z () aus
C, welche folgende Eigenschaft besitzen: Es gibt mindestens ein

¢ mit %gtél———:{, so dass fiir alle £ mit O<]h|§—11; die
Ungleichung gilt

:c(t+h)——a:(t)<
9 (*) -

Offenbar ist 7, abgeschlossen, T'=37,. Es gentigt also zu
zeigen: T, ist nirgends dicht, oder (weil T, abgeschlossen): jede
offene Kugel K des Raumes C enthilt (bei beliebig vorgegebenem n)
ein x (#), welches nicht zu 7, gehort.

10) Aus Symmetriegriinden diirfen wir uns z. B. bei dem Beweis von II 2 auf
z(t+h—x(t)

beschrinken; und analog in den
Q)

die Betrachtung von lim sup
h=t0

tibrigen Fillen,
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Beweis. Es sei (hier und auch stets im folgenden) g (k) == obere

Greuze von ¢@(h) fir 0 <<|k| =k, wenn k>0. In K gibt es ein
Polynom w (#) und es gibt also ein »>0, so dass jede Funktion

w () + 2 (¢) mit

Max |z ()| =~
o=t<1

in K liegt. Weiter gibt es ein p >0, so dass
w(t+h) —wi(t
el )

gilt fur alle ¢ 2 mit A0, 0=t<1:0=<¢t+A~=1. Wir wihlen
eine Zahl s, so dass folgendes gilt:

0<s<2’ 4s< 2ps<4 41P(28)>
(das geht wegen lim ¢ (k)=0);
k=t0
dann konstruieren wir die Funktion 2, (f). Es sei -:;g t=1— 711-;
wenn 2, (f) < _E ist, so wihlen wir ein & so, dass O<<h=<2s,

2,s(t-+h)=r; wenn aber 2, (t)>~;— ist, so wahlen wir ein h so,

dass 0 >h=—23,2,,(t+ h)=0. In beiden Féllen ist 0 <|h|§—'1z-

und

w(t—{—h)—{-z,,,(t-}—h)—w(t)—-z,_s(t > 1 (
@ (k) —le ]

>

plhl)>
o >

iyey” "

Also gehort w(t)+2,,(t) zu K, nicht aber zu T,, w. z. b. w.

Ad U. Fur ganzes n>2 sei U, die Menge derjenigen x () aus
C, welche folgende Eigenschaft besitzen: Es gibt mindestens ein ¢

mit Ogt_s_l—%, so dass fir alle A mit O <h_§% die Unglei-

chung

Il/\

z(t+h)—z ()]
Y
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gilt. Offenbar ist U, abgeschlossen, U=§'U,,. Es geniigt also zu

n=3

zeigen: Jede Kugel K des Raumes C enthdlt ein x (f), welches
nicht zu U, gehort.

Beweis. w (¢), r, p mogen dieselbe Bedentung haben wie vor-

hin. Wir wghlen eine Zahl s, so dass folgendes gilt:

1
0<s<—2—,4s< 2ps< >n

4’ 41;)(2 s)
dann gehort w (f) 4 2,,(f) zwar zu K, nicht aber zu U,. Denn,

wenn 0 =¢t=<1 ——-717 ist, so gibt es sicher ein A mit 0 <<k < 25,

s (=) — 25, (t)| = - Dann ist abor 0<h<-1— und

lw(E+h)+2,,(E+ k) —w(t) — 2, () 1 (r__
| 10 et
>4—¢r(—25—‘) > n, w. z. b, W

. Ad V. Wenn z (f) eine Funktion aus C ist, so sei E (x(¢)) die
Menge derjenigen ¢ mit 0 =<¢ < 1, fiur welche

. z(t+h —=z (t)
lim su 2 ( ;
T
ftir ganzes n> 2 sei E, (x()) die Menge derjenigen ¢ mit 0 S¢<=1— -71;’
fur welche gilt: fur jedes A mit O <h§—nl— ist
AR —zl)
9 (h) -
Offenbar ist E (x (t))=§E,,(x (¢)). Also: dann und nur dann ist
n=3
p E (x()) >0, wenn es ein ganzes #>2 und ein ganzes k>0
gibt, so dass u E, (x (t))_g% ist, Es sei V,, die Menge derjeni-

gen =z (f) aus C, fur welche u E, (x (t));% ist. Dann ist
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V= E 2 V., und V,, ist abgeschlossen !!). Daher genﬂgt es wie-

n=3 k=1
der zu zeigen: Jede Kugel K des Raumes C enthalt ein z (£), wel-
ches nicht zu V,, gehort.

Beweis. w (¢),r,p mogen dieselbe Bedeutung haben wie vorhin.
Wir wihlen eine Zahl s, so dass folgendes gilt:

1 1 r r
O<3<§, 48<72-, 2p3<z—k‘:, W2—s)>"'

Wir konstruieren dann die Funktion w (f) 4 2, (f). Ist 0=t <1 — %

—-‘—)l—k), so kénnen wir ein A mit 0 <<h < 23,
2,,(t -+ h) = r wihlen und dann ist 0 <<h é% und

w(t+h)+2rs(t+h)_w(t) ,.,(t 1 r
P10) =50 (75— %)

und ist 2., () <<r (1

1 r

2@y TR

also gehort ¢ nicht zu E, (w (t) + 2., (t)). Die Menge derjenigen ¢,

fir welche z,,(t)=1r ( 1 —%) ist, hat aber offenbar hochstens das

, 1
Mass ﬂ Also ist u E,(w @)+ 2,,()) = 7B
~+ 2, (¢) gehort also zwar zu K, nicht aber zu V,,, w. z. b. w.
Ad W. Fir ganzes n>2 sei W, die Menge derjenigen z (%)
aus C, welche folgende Eigenschaft haben: Es gibt mindestens ein

die Funktion w ()4

t mit O§t§1——%, so dass fiir jedes k mit 0<h§%die Un-

gleichung

11) Das zeigt man so: es sei &, () (m=1,2,...) eine fiir 0<<#=<"1 gleich-
missig konvergente Folge von Funktionen aus V,x; es sei z(f) =Ilim x,(¢).
mes0oQ

Wenn ein ¢ fiir unendlich viele Werte von m zu E, (#n(f)) gehort, so gehort ¢
offenbar auch zu E, (x (¢)). Also ist E, (x (t)) D Lim E, (x (f)), also ist
m

# Ey (2 (1)) =1lim sup p En(xm () g%—, also gehort auch x (¢) zu Vy s, w.z. b w,


file:///2Jfc
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x(t—|—h)—x(t)< 1

9 (h) = n
.gilt. Offenbar ist W, abgeschlossen, W3 W, Es gentgt also zu
n=3
zeigen: Ist
lim sup 9 (%) = o0,
het-0 h

so enthdlt jede Kugel K des Raumes C ein z(f), welches nicht
zu W, gehort.

Beweis. w (t),7,p mogen dieselbe Bedeutung haben wie vorhin.
Wir wihlen eine Zahl s, so dass folgendes gilt:

1 1 2
0<s< 5 de<t, 2295,

Wir konstruieren dann die Funktion w (f) 4+ 2, (f). Es sei
o=st=1-— —,ll—; wird A =2 s gewihlt, so ist 0 < 2 g;lc—, 2. ()=
=z,,(t+ h), also

w(t+4h) 42, ,E4h)—wt)—2,,0)  w(t42s)—w(t) 2s 1
o ) = % ey

Die Funktion w (f) 4+ 2,,(!) gehort also zu K, nicht aber zu
W,, w.z. b. w.

Damit sind die S#tze II, II1 bewiesen. Wir sollen noch die
Behauptung I 1 beweisen. Es sei also S die Menge derjenigen x(t)
aus C, welche folgende Eigenschaft haben: es gibt mindestens ein
t mit 0 <#<<1 und mindestens ein a mit — oo = a = oo, 8o dass
es keine Folge A, k,,... mit

ho0, lim k=0, lim ¢ FRI—2l) _,

neco ne=co h,,

gibt; und wir sollen zeigen: S ist von erster Kategorie in C. Es
sel n ganz, » > 2, a rational, 8 rational, ¢ << @; dann bezeichnen
wir mit §,,, die Menge derjenigen x(t) aus C, welche folgende

Eigenschaft haben: Es gibt mindestens ein ¢ mit %é =1 ——%,
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so dass fur jedes A mit 0 < |A| g-:; mindestens eine (also genau

eine) von den beiden Ungleichungen

R LIV E D ELUR

gilt. Offenbar ist S, , abgeschlossen,

=3 3 3 s,

n=3 arational g rnuonal

Es gentigt also zu zeigen: Jede Kugel K des Raumes C enthilt
(fr gegebene n, , §) mindestens ein x(¢), welches nicht zu S, 4, ; gehort,

Beweis. In K liegt ein Polynom w (¢); es gibt ein »> 0, so
dass jede Funktion 1 () -} 2z (f) mit

Max |z(f)| =~
0=t=1

zu K gehort. Weiter sei
' Max |’ (t) |=4¢.

ost<i1

Wir wihlen eine Zahl s, so dass folgendes gilt:
1) << =

2.) fur alle t, h mit 0 <t <1, 0< |h|=2s ist

w(t—l—h}i——-w(t)_w, ® “ <ﬂ.—2a.

1
Wir Kkonstruieren die Funktion z,,(f). Es sei %g tél“;-

Wenn A das Intervall 0 < A < 2s durchltuft, so durchldutt z,s (¢ -+

+ k) —2,,(t) genau das Intervall << —2,,(f), r — 2,,(t)>; also
durchliuft

2y (t + h)  %ns (t) (1)
A .

mindestens alle Zahlen des Intervalls
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—z,,,(t) r— z,, &)
< 2s ° >

Ebenso: wenn h das Intervall 0>hg—2s durchliuft, so
durchlguft (1) mindestens alle Zahlen des Intervalls

<__r—- 2.5 (8) 2,,(2)
y 2s ' 2s /°

Beachten wir, dass Max (2, (1), r — 2,,(¢)) = g ist, so folgt:
wenn h alle Werte mit 0 < |2 | =2 s durchliuft, so durchlauft (1)
sicher alle Werte des Intervalls ( —{‘s’ 4Ls>’ also umsomehr alle

Werte des Intervalls
_|e+ @+ 8
<“ 1= |72 i’ 2 |>‘
Es gibt also sicher ein 2 mit 0 <<|k|=2s (also 0 <<|h| g%),

filr welches

? s (t + h) — Zrs (t)
h

w )+ 2 FE

ist. Fur dieses % ist aber

lwit+h+2,t+h—wit)—2.0¢) e8| _B—a
| 7 2 |S 2

also

<8

Die Funktion w (t)4 2,,(¢) liegt daher in K, nicht aber in
Sn0g W. 2. bW

CWlER o R =0 () — 2, ()
h
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