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RENDICONTI DELLA R. ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali.

Estratto dal vol. XI, serie 6% 1° sem., fasc. 10. = Roma, maggio 1930-viL
Matematica. — Une démonstration du théoréme de Cauchy e

de la formule de Gauss. Nota di E. Cr:ch, presentata ® dal Cor-
rispondente G. Fusini.

Soit ' Iintérieur d’une courbe C plane simple fermée de longueur s
finic; posons A =T + C. Je démontrerai le théoréme de Cauchy sous la
forme: Soit [(3) une fonction de la variable complexe 7 continue dans A el

dérivable dans T'; alors //(() dy = 0™ . La méme méthode suffira a ¢tablir

C
la formule de Gauss sous la forme: Soient w,v deux fonctions de deux va-
riables réelles x ,y continues dans A ¢t telles que la formule

([  ou
) //ul.\‘ - vdy = ”(C — C\ )dx dy

ox cy
JJA ,

r e

soit valable powr chague rectangle o de périmétre r, o el v [aisant partie de A,
alors (1) subsiste pour o =T ,r = C powrvee que Iintégrale double converge

dans T.

Commengons par le théoréme de Cauchy. Soit € > 03 je démontrerai

/ &) d3

<25se. Il existe un nombre 8>>o0, tel que, pour 71,3,

dans A, | 70—z 1<<8 entraine | [(3) — f(z.) | <<e. Il existe un nombre
n>o0 tel que, 7, ,5, ¢tantsur C tels que |z — 7, | <77, unarc de C aux
extrémités 3, , 3, soit plus court que §. Divisons C (pos. orientée) en des
petits arcs moyennant les points do, g, ++« , du—, ,dy = do; la longueur o;

. I .. . -
de Varc @ia; |, = a: soit <<- 7. Soit Ki(0==i<<n—1) le perimetre
4

’ \ A — I
d'un carré paralltle aux axes de centre a; et de coté p: < S N5 20 <]
<pi <306i. 7 soit si petit qu'il existe un arc de C extéricur & K;i de

I ! . . . .
longueur 5. Je démontrerai plus loin le femme qu'il existe un arc

de Ki contenu dans I' dont les extrémités ¢, ¢ sont sur C, le plus petit

. - 1
arc y: de C aux extrémités ¢}, ¢; contenant a; (ct done o, car ;< [);).

(1) Nella seduta del 18 maggio 1930.

“H0
(2) (2-7-1930). Je donnerai une autre démonstration de cet ¢noncé dans une Note
ultérieure,
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On peut supposer que les 2x points ¢;, ¢/ soient tous distincts. L’ intérieur
de la courte simple fermée ki + vy: fait partie de I'; les lignes brisées k;
(o=<j==n—1; j==i) le partagent en un nombre fini de domaines I';,;
leurs frontitres ¢, sont composées d’'un nombre fini d’arcs de C et d’arcs
de carres Ko, K, ,-¢««,K,_,. Le domaine I =T"— EFW peut étre di-
vis¢ en un nombre fini de rectangles p,; les p, et leurs fronti¢res r, font
partie de T'®), Evidemment,

[106a=3 [f0d+ 3 1@,

tous les contours étant positivement orientés. D’aprés la démonstration classique

de Goursat, ff({) dy =0, d’ol, en remarquant que fd( =0,
ru ..

w

2 | Jf(z) | = 2| U@ @1

I C ‘
Orsurkiona |3 —a|<<pi<< 5 M5 en particulier | & —ai|, | —a: | <<

I ‘.
<, | ci— ¢/ | <<+, de maniere que la Jongucur de yi est <<3. Il en
resulte (@i appartenant d i) que | X — @i | < & sur vyi; cet inégalité subsistant
sur ki, elle vaut sur ki + y: et donc aussi & Uintérieur de ki 4 v:. En par-
ticulier, sur ¢, on aura |z —a;| <8 et par suite |f(z) — f(a:) |<<e. Le
second membre de (2) est donc < e multiplié par la somme des longueurs
des ¢, . Or on voit sans difficulté que cette somme ne dépasse par s augmente
de la double longueur totale des carrés K et cette longueur est 4 3, pi <<

<12 X 0; = 125. Donc le (second et par suite le) premier membre de (2)
est =< 25se.

La démonstration de la formule de Gauss est presque la méme. Si I'on
ne suppose pas la convergence du second membre, cette formule

fudx +ody = [f(%—%i)dxdy
¢ r y

reste valable pourvu qu’on définisse

[

les T parcourant une suite convenablement choisie de domaines complétement
intérieurs 4 I' et tels que chaque point de I' appartienne a tous les I'* a

(1) 11 faut remarquer que l'arc a; fait partie de I'intérieur de I'arc vy:.
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partir d’'un certain rang. ¢ >>o0 ¢ttant donné, je fixe § >0 de maniére que,

pour (x:,9:),(xs,y,) dans A, V(x, —x,)* + (). —y,)*<C 8 entraine
(e, y0) — (e, y.) | <<e, [v(x:, %) —v(x:,Y,) | <e. Les symboles
noai, 00, Ky piykiyciy e v, Div,y v, I'*, o, e gardant leurs significations,
il suflit de prouver que

' " (v .
() ‘fndx—}—vdy—~f/ (avx—ay>d,\dy'§soss.
C T+

Or d’apres (1)

[=2]1=3] - J-3]+3]

de maniére que I'inégalit¢ & démontrer devient

2 udx +vdy|§34e.

Civ

Or chaque point de ¢, étant i une distance <& de @i, on 4 sur cy:
ln—a|<<e,|lv—B|<<e, ol a,P sont les valeurs de «,v au point ;.
Donc

/‘de—i—vdyzf(u——a)dx{-(v—p)d.)r

Y

Civ Civ

ne dépasse pas en module 2& multipli¢ par la somme des longueurs des ¢y,
et donc 2e - 255 = 50 s¢€.

Reste & prouver le [lemme. L intersection O de K; avec I' est une
somme d’une infinite dénombrable d’arcs ouverts du carré K; (composantes
de O); les extrémités de ces arcs appartiennent & un arc C* de C de lon-

1 . . .
gueur < 55 C* contient a; (et tout ’arc o). Une composante de O soit

dite favorable si ses extrémités sont sur C* séparées 'une de l'autre par a;.
Il s’agit de Uexistence d’une composante favorable. Rangeons les compo-
santes non favorables dans une suite

(4) )\17)‘2;7\3v""

Moyennant (4) je définirai une certaine courbe simple fermée C' (si les
arcs (4) n'existent pas, je pose C' = C). Soient p,p." les deux extrémités
de A, et soit I, I'arc ouvert de C* aux mémes extrémités. En remplagant [,
par A, C se transforme en C,. L’intérieur I'; de C, fait partie de T'.
Aucun des arcs A, (v ==2) n’a des points communs ni avec A;, ni avec C et
donc pas méme avec C,; chaque A, est donc complétement a Pextérieur ou a
Pintérieur de C;. Soit M le premier d’entre eux & Iintérieur de C; (si M
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n’existe pas, C' = C,). Soient p;, pi les extrémités de Av; ces points ne sont
pas sur A,, cet arc étant i I'extérieur de C;; pourtant, ils appartiennent & C;
ils se trouvent donc sur C;. En remplagant par A cet arc de C, aux extré-
mités pi , pi qui ne contient pas a; on obtient de C, une nouvelle courbe C, .
L’intérieur T', de C, fait partie de T',, donc de I'. Moyennant le premier
arc (4) situe a Pintérieur de C,, on forme la courbe C;, et ainsi de suite.
On arrive ainsi ou & une courbe C, = C’ telle que tous les arcs (4) sont
a Dextérieur d’clle, ou bien on pourra former C, pour chaque 7. On voit
alors sans peine que les courbes C, ont une position limite C’. L’intéricur
I de C’ fait partiec de Uintérieur T', de chaque courbe C, et donc de T
Tous les arcs (4) sont & Pextérieur de C. Les arcs a; et C— C* de C
font partie de C’. Il y a donc un point «(B) dans I a Pintérieur (exté-
rieur) de Ki. Joignons a & B par une ligne bris¢e situé¢e dans I"; elle ren-
contre K; au point ¢; ¢ appartient & (IV, donc a) T" et & Ki, donc 2 O.
La composante w de O passant par ¢ est favorable, les composantes (4)
se trouvant a Pextérieur de C'.

La démonstration qui vient d’¢tre complétée du théoréme de Cauchy
et de la formule de Gauss s’¢tend sans peine au cas ol la fronticre C du
domaine bornée I' se compose d’un nombre fini d’arcs simples rectifiables
ayant deux a4 deux au plus une extrémit¢é commune. Chaque point de C
accessible de T" de plusicurs manicres doit alors étre considéré comme mul-
tiple et la fonction f(z) peut avoir des valeurs diff¢rentes dans deux points
coincidants, mais accessibles de diftérentes maniéres.

On peut aussi admettre un nombre fini de discontinuités sur le contour.
Supposons p. ex., la fonction f(z) continue en A —a et dérivable dans T,
a ttant un point particulier de C. De plus soit, au voisinage de a, f(3) =
= o(l—(_jl:ﬂ> Alors, lim fj(() dy =0, ou y parcourt une suite conve-

ey
nable de petits arcs de C entourant a. En effet, d’aprés le lemme, on peut
construire un arc k£ d’un petit carré au centre a, k faisant partie de T" et
les extrémites ¢, ¢ de k limitant un petit arc y de C qui entoure a. En
appliquant le théoréme de Cauchy sous la forme déja démontrée & I inté-

rieur de (C—+¥) + k&, on obtient ]f(z) 4 =/f(() dz. Or la dernitre
C—y k

.o I
intégrale tend vers zéro, car f(3) = 0<I———a—| et la longueur de k est
{_

de Tordre de |7 —a].

e—

Roma, 1950 — Dott. G. Bardi, Tip. della R, Accad. Naz. dei Lincei,
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