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XL

Uber die «Stellen von beschrinkten
Potenzreihen.

Von M. KOSSLER in Prag.

(Vorgelegt am 10. Dezember 1930.)

Die Funktion f(x) = ¢, + 10+ caa®+ . reguliir im |z|< 1
und daselbst |f(x)| =1 besitzt die Eigenschaft, daB die ab-
solut kleinste Nullstelle |20l = | co| ist. Das ist die Jensen-
sche Ungleichung.

In der vorliegenden Arbeit wird die Abhéngigkeit der
Nullstellen und allgemeiner der «-Stellen von den n ersten
Koeffizienten der Reihe untersucht. Das Problem ist in dem
Sinne vollstindig gelost, daB man die scharfe untere Grenze
on(Co, €1y cn—y) Tiir |@o| angeben kann. Die Funktion gn ist,
wie man erwarten konnte, eine algebraische n-ten Grades.
Dies ist aber nur eine Spezialisierung. Das Hauptergebnis
der vorliegenden Untersuchung ist in dem Hauptsatze (zweites
Kapitel) formuliert. Es werden Bereiche K;, K. K» kon-
struiert, welche im Inneren des Hinheitskreises liegen und
wurzelfrei sind.” Dabei héingt K, nur von den » ersten Koef-
fizienten ab und seine Grenze wird durch eine algebraische
Kurve definiert.

Ich gehe von den grundlegenden Arbeiten von Herrn
I.Schur') aus. Un dem Leser das Nachsuchen zu ersparen,
habe ich im ersten Kapitel alle zum Verstdnduis notwendigen
Resultate dieser Arbeit zusammengestellt.

H Uber Potenzreihen,die im Inneren des IHinheits-
kreises beschrinkt sind. Journ. fiir die reine und ang. Mathe-
matik, 1917, B. 147, S. 205—232, 1918, B. 148, S. 122--145.

Zvlastni otisk z Veéstniku Kral Ces. Spol. Nauk. T#. 1I. Ro¢. 1930



2 XI. M. Kossler:

irstes Kapitel.
Hilfssiitze von Hrn. I Sehur und A. Hurwitz
Kis sei

f(x) = ¢co 4+ 1@ + con®+ - (1)
fiir || <1 regulir und daselbst | f(x)]-~ {. Dann ist wie be-
kannt |co] == 1, wo die Gleichheit nur fiir f(x) = ¢ eintreten
kann. Nach dem Schwarz-schen Lemma hat die Funktion

1 () — f(0)
filx) = — J‘——:—f——

r  1—flo)f(x)

dieselben Eigenschaften, wie f(z). Setzt man nun dieses Ver-
fahren fort, so erbidlt man ecine endliche oder unendliche
Folge von Funktionen

, weun |f(o)| <1,

f() = f(T)9 flv f21 f3’ (2)
zwischen denen die Gleichungen
1 Fn—"yn . Jn T [t N
fn+1 S 7_—_/“, fn == /_LI‘L‘L, yn = fu((]) (3)
r 11— }’nfn 1+ ]/n;\/'fn-}—l

bestehen. Diese Funktionen gehoren séimtlich zu der Funk-
tionenklasse | fu(x)] =1 und werden nach Hrn. Schur die zu
fx) adjungierten Funktionen und die Konstanten
die zu f(x) gehorenden Parameter gennant. Hierbei
wird offenbar y, eine wohlbestimmte rationale Funktion von

Coy Coy C1y C1y wy Cvy Cr.
Insbesondere setzen wir

7y =@ (co, €10 o 1) = Do
Speziell ist
a . coll —— coco) + (’0(’13w

-
1—cyco

70 = Co, )17 2 = = .
(L — (’0(’())2 — (101

['iir numerisch gegebene Koeffizienten ¢, ist, wie man leicht
erkennt, der Nenner von @, von Null verschieden, wenn keine

der Zahlen |yol, Ial, ]yl gleich 1 ist.
Umgekehrt ist

e = Plpor 1, 70 =y
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eine wohlbestimmte ganze rationale Kunktion von

J0s 0, s Pl e Yr—1y Yr—1y ).

Insbesondere wird

71710 — o (L — yo70).

Co = 70, (71:71(1—;’070), 02:7’2(1*;’02'0)(1

Iis gilt nun folgender Satz von Hrn. Schur:

Die Potenzrethe (1) ist dann und nur dann fiir o] <1
konvergent und wvon dewm absoluten Betrage nach hichstens
gleich 1, wenn die zugehorigen Ausdriicke

Y = (D(COa C1y e (71')
entweder simtlich absolut kleiner als 1 sind, oder wenn cine
Zahl n existiert, fiir die
I)'0|<17 |7'1|<1y """ ’I;/”"-1|<1?IQI”I:1
wird und die n-te zu f(x) adjungierte Funktion
fn(ﬂf) = Cno + Cm® + an@z Aam

sich auf das konstante Glied cno=yn reduziert. Im ersten Fall
wird

=0

Der zweite Fall tritt dann und nur dann ein, wenn f(x) eine
rationale Funktion von der Form

- x+w,
f(a;):e[Z —_— o |w, <1, |lel=1

- b
vy 1T we
ist, und es wird f(x) =[x; yo, 31, - ynl.

Im folgenden unterscheiden wir diese beiden Ifille von-
einander, indem wir f(z) als eine Ifunktion von unendli-
chem Range, bezw. vom endlichen Range n bezeich-
nen. Kine Fanktion vom endiichen Range wird auch als eine
Schrankenfunktion bezeichnet.

Mit Hilfe der Formeln (3) l#{Bt sich f(x) als der
Quotient

Al = Cn—1+ xDn1ful2)

' Ap-1+ 2Bn—1fnlx)

(4)
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ausdriicken, wobei An—y, Ba—1, Cn—1, Da—y Polynome sind,
die durch die Rekursionsformeln

An= An—y + pBu—1, Bun= udn 1+ @Bu 1,
On== Cn—y + yn&Dn—1, Dn=yaCn-y+ tDn—4
zu berechnen sind. Es kommt noch hinzu, dabB
Ay=1, By= yo, Co=1y4 Do=1
zu setzen ist. Speziell wird
Ay =1+ yw, By= 1+ pop, C1= oty Dy = v+
Ae=1-+ (;/071 + y12) + yorex?, Be= s+ (1 + 770}’1;2)33 + yoa?
Ce=po+ (n + 70;17’2)x + y22%, Dp = 9’0;2 + (7’0;1 + 7’1;2)37 + 2.

Die betrachteten Polynome sind nicht voneinander unab-
hiingig, denn schreibt man noch deutlicher

(5)

An = A@@; yoy y15 = yn) USW.
so ergibt sich mit Hilfe der Formeln (5)
A@; g0, - 70) = A3 yny yu—1y - 70) |
B@; yg, wyn) == C(; yny v v b (6)
O Yoy o ) = D@} ymy o oo nity) J
Ferner ist
D(x; yo, - yn) = oc”A(x“l, ;0, 71, e )
B(x; yo, -~ ya) = 2"C(x™Y5 7o, y1, o ;n)
wofiir wir einfacher
Da(a) = a"dn(a™Y, Baw) = x"Cala™ (7)

schreiben konnen. Ist y» von Null verschieden, so kommt noch
hinzu

Clx; yor o yn) = 2" A y10 y10 oo o—1s 0 1) (8)

Man rechnet auch folgende Relationen
AnDyn — BnCn= pnx y (9)
An+10n— AnCn+1 = ?’n+1pn’En_1 (10)

leicht nach, wobei

(R [[ T 17:

=0
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zu setzen ist. Wegen (7) liBt sich die Gleichung (9) auch in
der Form

4 ( ) Ln( Ml)*‘ Cu(@) n(-’lfﬁl) = Pn (] 1)
schreiben.

Die Ausdriicke 4, und C. haben insbesondere die Form
An=14 . + ;,;'nx”, Cn = 70 A + }’n;l”/n.
Aus (10) und (11) folgt noch, dal, wenn keine der Zahlen
70 71, - yn— von absolutem Betrage 1 ist, 4» und C. teiler-
fremde Polynome sind.

Statt der (fleichung (4) konnen wir also nach (7)
Cr—(x) + 1n——1 l\fn(f Z(x)
f(x)= = (12)
o An~1 .’12) +x Cn-1( X )fn\x) N (1")

schreiben.

Ist fa(x) = y» konstant und |yx| =1, so hat diese Schran-
kenfunktion f(z)= Sk(z) n Nul]stellen, die sdmtlich absolut
kleiner als Kins sind.

Wir beniitzen noch folgenden bekannten Satz von
A. Hurwitz (,,Uber die Nullstellen der Bessel-schen
Funetion. M. A. XXXIII. S. 249.):

Es sei in einem endlichen Gebiete G die Funktion f(x)
die gleichmiiBige Grenze der Reihe von Funktionen gy(x),
go(@), e go(x), - also lim g.(z) = f(z). Innerhalb G moge
ferner jede einzelne der genannten Ifunktionen den Charak-
ter einer rationalen Funktion besitzen.

Dann sind im Inneren von (G die Nullstellen der Funk-
tion f(z) identisch mit denjenigen Stellen, an welchen sich
die Wurzeln der Gleichungen

gix) =0, go(®) =0, ey go(x) =0, .n
verdichten. Und zwar liegen in einer beliebig kleiner Um-
gebung der Stelle ¢, welche eine r-fache Nullstelle von f(x)
ist, genau r Wurzeln der Gleichung g»(x) =0, sobald » eine
bestimmte von der Grofie jener Umgebung abhiingende Zahl
iiberschreitet.

Zweites Kapitel.
Uber die Lage der Nullstellen von f(x)

Wie bei der Formel (11) gesagt wurde, sind, wenn keine
der Zahlen yy. y1, -~ ya— von absolutem Betrage 1 ist, Aa(x)
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und Cu(x) teilerfremde Polynome. Ks kann nun leicht be-
wiesen werden, dal Aa(x) im Kreis |x|==1 von Null ver-
schieden ist. Miir o = ¢, |ya] <1 folgt aus (11)

| 4.(e7) P—Cule”) = pn >0

Iis ist also Axz) auf dem KEinheitskreise von Null ver-
schieden und da die Funktion

o Cn(/l))
galw) = — Lol <1
zu der Klasse |gu(@)] =1 gehirt (i1 = yuta = - =0), so

kann sich A4.(x) auch im Innneren des Einheitskreises nicht
anullieren. Ist |y»] =1, so wird aus 4.(x) der Nenner einer
Schrankenfunktion, welcher im |o|=1 wurzelfrei ist.

Daraus entflieBt, daB auch der Nenner von (12) fiir
|zl <1 nicht Null werden kann. Denn wire N() =0, so
wiire auch in demselben Punkte &

Au(d) = An—y(E) + yaf"Cay(E1) =0,

wo |yl =1f2(8)] =1 ist, was dem eben Bewiesenen wider-
spricht.

Die Nullstellen der Fanktion f(z) im Kreis |z| <1 sind
also mit den Nullstellen von Z(z) in (12) identisch.

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit konnen wir
lcol =171>0 annehmen. Wenn némlich

f(x) = a*(cx + ck+1x +--), lee] >0,

so ist nach dem Schwarz-schen Lemma [f(z):2*] =1 im
2] <1, und die von Null verschiedenen Nullstellen von f(x)
sind mit den Nullstellen von f(x):z* identisch.

Die Polynome Cn—y(2), x" '4n1(z™) sind teilerfremd.
Denn erstens ist Cn—(0) = y,==0. Zweitens konnen nach (10)
und (11) die betrachteten Polynome keinen von x verschie-
denen gemeinsamen Teiler besitzen.

Betrachten wir jetzt den Quotienten

Ay (z)
) =)
und denjenigen Bereich K, der x-Ebene, in welchem
| gu(a) | < 1, o (14)

(13)
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so konnen wir leicht beweisen, dall in dem Duarchsehnitte
von K, mit |x] <1 keine Nullstelle von f(x) liegen kann.

Nach (14) ist im N» Cu_1(z) von Null verschieden. Z (x)
konnte also im K, nur dann verschwinden, wenn ebenda

An_1x™Y)

Cn_1(x)
wiire, was wegen |fu(@) |71, |qu (@) | <1 unmiglich ist. Der
wurzelfreie Bereich K, hat nun folgende Kigenschaften. K,
liegt samt seiner Grenze im Inneren des Kinheitskreises.
Jeder Punkt der Grenze ist eine Nullstelle einer gewissen
Schrankenfunktion?

- fn(il?);])” =1+ f}c(ﬁ)([n(.’lf) =)

(/‘n 71(.’17\ ‘I" c I.[/Ll)nl_/“in——rl(;lfﬁl)
Anf ('Jf)+(3h ir/yxn(»'n-- (l“l)

und auch umgekehrt jede Nullstelle einer jeden solchen ;Sn(\\
liegt auf der Gren/e von K.

Der Beweis dieser Behauptungen beruht auf der Tat-
sache, dall die Grenzpunkte von K. durch die Gleichungen
g 5 , AP N -1
(In(x) + €' = et (/n 1(1*)’j((y“7(:?/x;1n41(x ) =0, 0 /r/ < 27
definiert sind. Da nun alle Nullstellen von jeder Su(z) im
Kreis |z| <1 liegen, so ist auch K, samt Grenze im |z} <1

eingebetet.

Was nundie gegenseitige Lage der Bereiche Ky, Koo Ny
betrifft, so liegt der Bereich K, samt seiner Grenze im K, 1.
Ks ist ndmlich

lg/L(il:) =

2" A, 1z + 5,0, 1) . q,(x) +
(%) +7,0° A,,,. ( 1 n(l:( )
Wenn nun |q¢, ()] =1 ist, so ist aueh |qrr(x)| " |a] <t
So sind wir zu dem Hauptsatze I. angelangt:
Es sei | f(x) |1 fiir o] <1 und daselbst regulir. Die
n S churschen Parameter yo, y1, v yu—q der Funltion f(z) seien
absolut Lleiner als 1 und y,==0. I Bereich K., welcher durch

q, (@)= (15H)

2y Wir betrachten dabei selbstverstiindlich nur diejenigen Sy(x).
welche in den n ersten Schurschen Parameter mit f(x) iiberein-
stimmen.
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diese n Parameler cindeutig bestimmt und von den folgenden
Parametern unabhingig ist, liegt keine Nullstelle der Punktion
flx). Auf der Grenze von K. liegen Nullstellen und zwar
siimtliche Nullstellen von f(xz) nur in dem Falle, daB} fu(x) =
=n = CW’ 1st.

Wir wollen noch die scharfe untere Grenze fiir die
absolut kleinste Wurzel z; der Gleichung f(z) = 0 angeben.
Der groBite in den Bereich K, eingeschriebene Kreis mit dem
Mittelpunkte in # =0 habe den Halbmesser ¢». Es ist nach
dem Hauptsatze g1 <o <...<gnund|ay| >o,, v=1, 2, ... —1,
|z,]= on, wo die Gleichheit nur in dem Falle eintritt, wenn
f(x) mit einer gewissen Schrankenfunktion S»(x) identisch ist.

Mit den Hilfsmitteln, die uns jetzt zur Verfiigung stehen,
sind wir im Stande den absoluten Betrag der kleinsten Null-
stelle von f(x) zu berechnen. Wenn die Funktion f(x) vom
endlichen Range n ist, so ist das Problem ein algebraisches
und wir wollen es als erledigt betrachten. HEs sei nun f(z)
von unendlichem Range. Dann gilt folgender Satz II.:

Es ist lim g, == 1. Ist <1, so ist |x;|=¢. Ist o =1
so hesitzt die Gleichung f(z) = 0 gar keine Wurzel im Kreis
| 2] < 1.

Der Beweis stiitzt sich auf die Tatsache, daBl die zu ¢»
gehorenden Schrankenfunktionen Si(x) die Funktion f(x)
gleichmiBig approximieren. Fs ist im |z|<1|f@)]|—1,
|Sa(z)] <1 und die Reihen beider dieser Funktionen beginnen
mit demselben Abschnitte ¢o+ iz + ... + ca_12" 1. Esist also

f( B == Sn(ﬂ) f(\) bn(;v)

‘3 2xn

=1.

—~ 1, also auch

Es sei nun ¢ <1, o <7 <<1. Dann ist
| Fx)— Sul@) | =207, 2] 0.

Der gleichm;iBige (irenzwert lim Sa(x) ==/(z) existiert also
im 7. Da nun im Kreis x| =, nach dem Satze IT keine
Wur zel der Gleichungen Su(x) =0 fiir » >» liegen kann, und
im Kreis |#]| = unendlich viele Nullstellen der Schranken-
funktionen liegen miissen, so leuchtet ein, dal} anf dem Kreis
lz] = der absolut kleinste Hidufungspunkt der betrachteten
Nullstellen zu finden ist. Nach dem Hilfsatze von Hurwitz
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liegt also, falls o << 1 ist, auf diesem Kreise die absolut

kleinste Wurzel von f(x) =0, und féllt mit dem betrachteten
Héiufungspunkte zusammen.

Drittes Kapitel.
Iiinige Anwendungen.

Die Berechnung des Parameters ¢, <1 fithrt zu einer
algebraischen Gleichung n-ten Grades. I'iir n =1, 2 bekom-
men wir speziell

, _
@x N + X0
(]l(w) = — (72(95) = L T X
70 70 + 71
also

— 1., — 2'}’0' ,
01 I)n': 02 |}'1|(1“|}’0|)+ H)’llz(l‘*lyulz) +4|;/(,| (16)
Die absolut kleinste Wurzel der Gleichung f(x) = 0 ist also
groBer oder gleich |y0]=]c¢o| Dies besagt noch nichts neues,
denn die Abschitzung ist mit der bekannten Jensen’schen
identisch, Die Grenze ist scharf und wird von der ersten
adjungierten Schrankenfunktion

20 T @ -
Si(a) = 2L — ¢+ m(1—coly) + oo
01 1 + o 0 ( 00
erreicht. Dieselbe Wurzel ist absolut grofer oder gleich g,.
Diese (Girenze ist scharf und wird von der zweiten adj. Schran-

kenfunktion

Se(x) =

70 -+ 710 P eiV(xz = }_’1}’0117)_
1+ 20)1 -+ €i7‘(}’0.’132 + yw)

bei geeignet gewiihltem ¢ erreicht usw. Wenn also die
Funktion (1) unendlichen Ranges ist und mit dem Abschnitte
co+ ey + -+ cn_12™”! beginnt, so kann sie nur Nullstellen
besitzen, die groBer als gn = gn(co, €1y - ¢n—1) sind. Diese
Grenze ist scharf und wird von einer Schrankenfunktion
erreicht. Diese formel verschirft also die Ungleichung von
Jensen in dem Sinne, dall die Abhidngigkeit der absolut
kleinsten Wurzel von den n ersten Koefffizienten der Reihe
ersichtlich wird.

= ¢ + e +
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Kine Folgerung dieser Ergebnisse fiir alg. GGleichungen
sei erwihnt. Hat ein Polynom n-ten Grades

Plx) = ay + ayx + - + ana”, ay =0, an=F0 (17)

Nullstellen, die sdmtlich abs. kleiner als Eins sind, so ist

flx) = _ D) —Q +x (ﬂ— —%) 4, (18)

) n an an®
If@) | =1, |z = 1.

Zwischen den zu dieser Funktion gehorenden o, Parameter,
y=1, 2, ..n—1, und der abs. kleinsten Nullstelle « des P(x)
besteht also die Relation |«]|>o,. Hat P(x) beliebige Null-
stellen, so kann man immer eine positive Zahl R so angeben,
daB alle Nullstellen abs. kleiner als R sind. So ist z. B.

R=14+ M:|a.|, wenn ﬂ[iMf\Xlar'

Das Polynom P(yR) hat dann die gewiinschte Higenschaft.
Allgemeiner kann man statt der Kreise g, die K, Bereiche
betrachten. Die Wurzeln der Gleichung P(yR) =0 konnen
also nur in den Komplementen der Bereiche K, liegen.

Die Nullstellen der Funktion (1) sind isoliert. Dieser
klassische Satz erlaubt folgende Verschiirfung:

Es sei g, ecine p-fache Nullstelle von f(x), |x,]|<<1. Ist
0»(xo) ein Parameter, das zu der Funktion

rY =57 ()
5 1 = wog
gehort, so liegt im Kreise
L= = (o)
1 —— Xl

keine von z, verschiedene Nullstelle von f(x). 7
Der Beweis ist fast selbstverstiandlich. ks ist
F(E) = colxg) + @) + oy [FE]1, [EI< T, colwo) Fo.
Die abs. kleinste Wurzel der Gleichung I(¢§) =0 ist groBler
als g:(xy). Die Substitution
£+ x e X *‘73‘(1
1+ xy& © 1—xyx
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lehrt, dal im Kreis ||~ ¢,(x) keine Nullstelle von /(¢ also
auch keine von wx, verschledene Nullstelle von f(x) liegen
kann. Speziell ist fiir n =1, »=1 der wurzelfreie Kreis

7

/lf(%)l l—l\ol
1‘—‘[170

Bezeichnet man al]gememer mit qr(xg, £) die zu F(§) g rehirende
Funktion (13) so liegt im Bereiche

( T— Ty )
qy | Loy =

1—xx
keine von x, verschiedene Nullstelle von f(x).

Alle Ergebnisse, welche wir fiir die Klasse der be-
schrinkten Potenzreihen auseinandergesetzt haben, konnen
leicht auf eine allgemeinere Klasse iibertragen werden. Wenn
f(z) im |2 ] <1 nur Werte annimmt, die in einem beliebigen
einfach zusammenhingenden Bereiche K liegen, und bildet
£ =¢ql(y) den Bereich K in der y-Ebene auf den Kreis |&|<1
konform ab, so wird die Funktion

y = g(f(x)) = F(x)
die Eigenschaft |F(z)]—=1 im |z]|<<1 besitzen.

Liegt nun der Punkt « im K, so kann man immer die
abbildende Funktion so wihlen, daB ¢(«) =0, wobei ¢(y) =0
fiir y +«. Die «-Stellen von f(x) sind also mit den Null-
stellen von F(zx) identisch.

Ks sei z B. f(x) eine Funktion der Klasse (1) und «
eine beliebige Konstante, die abs. kleiner als 1 ist. Um die
«-Stellen von f(x) zu untersuchen, beniitzen wir die abbil-
dende I'unktion

<1

. Y—«
T oy—ay
Dann fallen die Nullstellen von
I'(z) = —f———u)_m ¢
| — «f(x)

mit den «-Stellen von f(z) zusammen.



12 Uber die «-Stellen von besehriinkten Potenzreihen.

Résumé.

Sur les points ot une série de puissances bornée
prend la valeur .

o0
La fonetion [ (r) —E cax” s0it holomorphe pour | x | <1
0
et bornée suivant la relation | f (z) | —=1. Le zéro x, de cette
fonction ayant la moindre valeur absolue satisfait a I'inégalité
connue de Jensen | 2o | = | ¢o | . Dans le présent travail ’au-
teur étudie la maniere dont dépend la position des zéros et,
plus généralement, des points ot la fonction prend la valeur «,
des premiers n cocfficients de la série. Le probléme est résolu
complétement en ce sens que la borne inférieure exacte
on(Coy C1y .. ., Cna) pour | x, | a été déterminée. Mais ce n’est
qu'un corollaire du théoréme principal beancoup plus général
qui dit:

Soit f(x) une fonction holomorphe et, de plus, | f(x) | 71
pour | | <1. Les parametres de Schur yo, 71, . . ., yu1 soient
tous, en valeur absolue, inférieurs a I'unité et soit encore
70 0. Alors, dans un domaine Ky, déterminée d’'une maniere
univoque par ces parameétres et ne dépendant pas d'autres
paramétres, il ne peut y avoir auecun zéro de f(x). Sur la
fronti¢re de Ky se trouvent des zéros seulement si ya=¢'7; en
ce cas ils 8’y trouvent tous.

La frontiére du domaine Ky est déterminée par la courbe
algébrique (14). Lia borne inférieure g, pour le plus petit zéro
mentionnée plus haut est calculée directement dans la formule
(16) du texte.
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