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X I . 

Über die «-Stellen von beschränkten 
Potenzreihen. 

Von VI. K Ö S S L E I ! in l ' r a g . 

(Vorgelegt a m 10. D e z e m b e r 1930.) 

Die Funkt ion f(x) = c0 + cxx + c^x2 + regulär im | x | < 1 
und daselbst besitzt die Eigenschaf t , daß die ab-
solut kleinste Nullstelle | i r o | ^ | c 0 | ist. Das ist die J e n s e n -
sclie Ungleichung. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Abhängigkeit der 
Nullstellen und allgemeiner der «-Stellen von den n ersten 
Koeffizienten der Reihe untersucht . Das Problem ist in dem 
Sinne vollständig gelöst, daß man die schar fe untere Grenze 
çn(co, Ci, Cm—i) f ü r | x01 angeben kann, Die Funk t ion qn ist, 
wie man erwar ten konnte, eine algebraische w-ten Grades. 
Dies ist aber nu r eine Spezialisierung. Das Hauptergebnis 
der vorliegenden Untersuchung ist in dem Hauptsa tze (zweites 
Kapitel) formul ier t . Es werden Bereiche K\, K2, Kn kon-
struier t , welche im Inneren des Einheitskreises liegen und 
wurzelf re i sind. Dabei hängt Kv nur von den v ersten Koef-
fizienten ab und seine Grenze wird durch eine algebraische 
Kurve definiert . 

Ich gehe von den grundlegenden Arbei ten von H e r r n 
1. S c h u r 1 ) aus. Um dem Leser das Nachsuchen zu ersparen, 
habe ich im ersten Kapitel alle zum Vers tändnis notwendigen 
Resul tate dieser Arbei t zusammengestell t . 

Ü b e r P o t e n z r e i Ii e n, d i e i m I n n e r e n d e s E i IL h e i t s-
k r e i s e s b e s c h r ä n k t s i n d . Jou rn . f ü r die reine und ang. Mathe-
mat ik , 1917, B. 147, S. 205—232, 1918, B. 148, S. 122—145. 

Zvlistni ottsk z Vistniku KrAl Ces. Spol. Nauk. Tr. 11. Kof. 1930 



XI. M. Kössler: 

Erstes Kapitel. 

Ililfssiitze von Hrn. 1. S c h u r und A. H u r w i t z . 

K s sei 
fix) C0 : Clx \-c2X> + (1) 

f i i r \x\<l regulär und daselbst | fix) | 1 . Dann ist wie be-
k a n n t | C o | ^ 1, wo die Gleichheit n u r f ü r fix) — ei,r e intre ten 
kann . Nach dem S e h w a r z-schen L e m m a ha t die Funk t ion 

m = wenn | / ' ( o ) | < l , 
X 1 f(o)fix) 

dieselben Kigenschaf ten , wie fix). Setzt man nun dieses Ver-
f ah ren for t , so erhäl t man eine endliche oder unendliche 
Folge von Funkt ionen 

fo = f i r ) , f i , f t , f3, (2) 
zwischen denen die Gleichungen 

f _ 1 t« Y» f __ 7" ' /'• 1 _ f (o\ 
Ji i + i — — = , Jn — = , J'n. — Jn\0) (.1) 

X 1 ynfn 1 + ynXfn+i 

bestehen. Diese Funkt ionen gehören sämtl ich zu der Funk-
tionenklasse | fnix) | ^ 1 und werden nach H r n . S c h u r die zu 
fix) a d j u n g i e r t e n F u n k t i o n e n und die Kons tan ten yn 

die zu fix) gehörenden P a r a m e t e r g e n n a n t . Hierbei 
wi rd o f f e n b a r y,, eine wohlbest immte rat ionale Funk t ion von 

Co, Co, Ci, Ci, , Cr, Cr. 

Insbesondere setzen wir 

Yr = V (Co. Cl, Cr) = <l>, 

Speziell ist 

_ Cl _ Ca(l - CoCy) T CoCi2 

Yo — Co, y i — —-, ;'2 — — —' 
1 C0Co (l CoCo)2 — CiC! 

F ü r numer i sch gegebene Koef f i z ien ten tv ist, wie man leicht 
erkennt , der Nenner von '/>,. von Null verschieden, wenn keine 
der Zahlen | ; 0 | , |jil> \y>- 11 gleich 1 ist. 

U m g e k e h r t ist 

Cr = xpiyoi yx, y,) = lpr 
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eine wohlbestimmte g a n z e rat ionale Funkt ion von 

> i'o, Yh ¡1» )'>•—i, J'''—l, }'»•. 

insbesondere wird 

<n = J'n, Ci = J ' i( l —j 'oj 'o), <°2 — J'a(l — ;'oJ'o)(l —J ' i J ' i ) — ; (>;*a2( 1 -J'o/'o). 

Es gilt nun folgender Satz von H r n . S c h u r : 

Die Potenzreihe (l) ist dann und nur dann für \ x | 1 
konvergent und von dein absoluten Betvage nach höchstens 
gleich 1, wenn die zugehörigen Ausdrücke 

jv = (Dieo, ci, tv) 

entweder sämtlich absolut kleiner als 1 sind, oder wenn eine 
Zahl n existiert, für die 

l j o | < l , \yi\<\, , l / n - l l < 1, |, 'nI 1 

wird und die n-te zu fix) adjungierte Funktion 

fnix) ~ Cno + CniX + CnzX2 + 

sich auf das konstante Glied Cno — yn reduziert. Im ersten Fall 
wird 

CO 
f(x) = [x, j'o, 1 = \ip(yo, jIi y,)x". 

:r — 0 

Der zweite Fall tritt dann und nur dann ein, ivenn fix) eine 
rationale Funktion von der Form 

» i 
/ w x + wr „ , 

/"(.'•) I i - o's \ wv\<\, IiI = 1 
, , 1 + 

ist, und CS wird fix) = [»; ;-0, yi. y,i\. 
Im folgenden unterscheiden wir diese beiden Fälle von-

einander, indem wir fix) als eine Funkt ion von u n e n d l i -
c h e m B a n g e , bezw- vom e n d l i c h e n R a n g e n bezeich-
nen. Eine Funkt ion vom endlichen Range wird auch als eine 
S e h r a n k e n f u n k t i o n bezeichnet. 

Mit Hi l fe der Formeln (3) läßt sich fix) als der 
Quotient 

n. , Cn—1 XDn—1 fnix) 
fix) = — — 7, 7 T T 14) 

An- 1 + ' />n- |/,,(./•) 
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ausdrücken, wobei An Iln -u Cn—i, Dn—i Polynome sind, 
die durch die Rekurs ionsformeln 

An — An— 1 ynXBn—x, Bn ~ ynAn—j xBn—1, 

Cn ~ Cn—1 "h ynXDn—i, Dn — )'nCn- 1 XUn- 1 

zu berechnen sind. Es kommt noch hinzu, daß 

A0 — 1, B0 = y0, Co = ••„, D0 = 1 

zu setzen ist. Speziell wird 

Ax — 1 + y0yiX, B1 = yi + y0x, C\ = y0 + yxx, 1>\ = y0yi + x 

A2 = 1 + (y0yi + yiyzlx + y0yzx2, B2 = y% + (yi + yoyiyi)x + y0x2 

C2 = y0 + (yi + yoyjyjx + y2x2, D2 = y0ys + (j'oj'i + yi}'2>x + x2. 

Die betrachteten Polynome sind nicht voneinander unab-
hängig, denn schreibt man noch deutlicher 

An = A(x; y0, yi, yn) usw. 

so ergibt sich mit Hilfe der Formeln (5) 

A(x; y0, yH) — A(x; yn, yn—1, yo) | 

B(x\ yo, yn) = C[x\ yn, J'o) ( 6 ) 

C(x; yo, yn) = D(x; yn, ;',«) ) 

F e r n e r ist 

D(x-, yo, yn) = xnA{x~1\ yo, yi, yn) 

B(x; y0, yn) = xnC{x~1; y0, yh yn) 

w o f ü r wir e infacher 
Dn(x) = XnAn(x 1 ) , Bn(x) = xH'Jx"1) (7) 

schreiben können. I s t yn von Null verschieden, so kommt noch 
hinzu 

C(x; 70, yn) = y„x"A(x~1; ylf yx, yn i, (S) 

Man rechnet auch folgende Relationen 

AnDn -BnCn=PnXn, (9) 

An+iCn— AnCn + 1 = — J'n+lP»«""1 (10) 

leicht nach, wobei 
ii 

P» / / (i — ;vjv) 
r — 0 
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zu setzen ist. Wegen (7) läßt sich die Gleichung (9) auch in 
der F o r m 

A„(x)An(x~1) ~~ Cn(x)Cn(x= J)n (11) 
schreiben. 

Die Ausdrücke An 11 n d 6 n haben insbesondere die Fo rm 
An = 1 + + ToynXn, Cn = J'o + + '/nX". 

A u s (10) und (11) folgt noch, daß, wenn keine der Zahlen 
j'o, yn—j von absolutem Betrage 1 ist, An und Cn teiler-
f r e m d e Polynome sind. 

S ta t t der Gleichung (4) können wir also nach (7) 

f(x) = UP + XnAn-i(x~~1)fn{x) _ Z(x) ^ 
An^x{x) + XnCn-l{x"X)fn{X) N (x) 

schreiben. 
Is t fn(x) — yn kons tant und \yn\ — 1, so ha t diese Schran-

ken funk t ion f(x) = Sn(x•) » Nullstellen, die sämtlich absolut 
kleiner als Eins sind. 

W i r benützen noch folgenden bekannten Satz von 
A. H u r w i t z („Über die Nullstellen der Bessel-schen 
Func t ion ." M. A. X X X I I I . S. 249.): 

E s sei in einem endlichen Gebiete G die Funk t ion fix) 
die gleichmäßige Grenze der Reihe von Funk t ionen giix), 
g2(x), g>(x), also lim g>{x) = f(x). I nne rha lb G möge 
f e rne r jede einzelne der genannten Funk t ionen den Charak-
ter einer ra t ionalen Funk t ion besitzen. 

Dann sind im Inneren von G die Nullstellen der F u n k -
tion f(x) identisch mi t denjenigen Stellen, an welchen sich 
die Wurze ln der Gleichungen 

gilt) = 0, g2(«) = 0, , gvix) = 0, 
verdichten. Und zwar liegen in einer beliebig kleiner Um-
gebung der Stelle welche eine r - fache Nullstelle von fix) 
ist, genau r Wurzeln der Gleichung gv(x) = 0, sobald v eine 
bes t immte von der Größe jener Umgebung abhängende Zahl 
überschrei te t . 

Zweites Kapitel . 

Ü b e r d i e L a g e d e r N u l l s t e l l e n v o n fix) 

Wie bei der Formel (11) gesagt wurde , sind, wenn keine 
der Zahlen y0. yx, , yn—i von absolutem Bet rage 1 ist, Anix) 
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und Cn(x) t e i l e r f remde Polynome. E s kann nun leicht be* 
wiesen werden, daß An{x) im Kre i s | x | "" 1 von Null ver-
schieden ist. F ü r x = eU/!, | J » | < 1 folgt aus (11) 

| An(e^) |2 — | Cn{ei(r) |2 = jp»t > 0 

Es ist also ArSx) auf dem Einhei tskre ise von Null ver-
schieden und da die F u n k t i o n 

zu der Klasse | q n(x) | 1 gehört ( j v u = yn ¡-2 = = 0), so 
kann sich An(x) auch im Innne ren des Einhei tskreises nicht 
anull ieren. I s t 

ynI — 1, so wi rd aus An (x) der Nenner einer 
Seh rankenfunk t ion , welcher im |iE | " " 1 wurze l f re i ist. 

D a r a u s entf l ießt , daß auch der Nenner von (12) f ü r 
| x | < 1 nicht Null werden kann. Denn wäre Nib) = 0, so 
wäre auch in demselben P u n k t e B 

= / l»- i (£) + ynfCn-i(r_1)= 0, 
wo Iy«| = | / « ( i ) | ^ l ist, was dem eben Bewiesenen wider-
spr icht . 

Die Nullstellen der Funk t ion f ( x ) im Kre i s < 1 sind 
also mit den Nullstellen von Z(x) in (12) identisch. 

Ohne Beschränkung der Al lgemeinhei t können wir 
I CoI — I j'o I > 0 annehmen . W e n n näml ich 

fix) = Xk(ct + Ck+ix + ), | Ck | > 0, 

so ist nach dem S c h w a r z - s c h e n L e m m a | f(x): x1' \ *"" 1 im 
x\<\, u n d die von Null verschiedenen Nullstellen von f(x) 

sind mit den Nullstellen von f(x):xh identisch. 
Die Poly 

Dome Cn—i 0*0, Xn xAn—lix *) sind te i le r f remd. 
Denn ers tens ist Cn—i(o) = y0#= 0. Zwei tens können nach (10) 
und (11) die be t rachte ten P o l y n o m e keinen von x verschie-
denen gemeinsamen Teiler besitzen. 

Bet rachten wir je tz t den Quotienten 
, . XnAn—i(x /io\ qjx) = — ^ — - — (13) 

Cn—lix) 

und denjenigen Bereich Kn der x-Ebene, in welchem 
| Qn(x) I < 1, (14) 
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.so können wir leicht beweisen, daß in dem Durchschnit te 
von Kn mit | a | < l keine Nullstelle von fix) liegen kann. 

Nach (14) ist i rn I\ n Cu-i(x) von Null verschieden. Z ( x ) 

könnte also 1 Hl Ä n nur dann verschwinden, wenn ebenda 

1 -I- fn(x)xn ~ ^ = 1 + fn(x)dn(x) = 0 

wäre, was wegen \ f j x ) | 1, | qn (x) \ < 1 unmöglich ist. Der 
wurzel f re ie Bereich 1\„ hat nun folgende Eigenschaf ten . Kn 

liegt samt seiner Grenze im Tnnereti des Einheitskreises. 
Jeder P u n k t der Grenze ist eine Nullstelle einer gewissen 
Schrankenfunkt ion 2 ) 

8 ( r ) = r „ i ! ./ ' ' i • ''.1 " . 1 „ | i x ' . 
An 1(x)+e x"(,•:./• ') 

und auch umgekehr t jede Nullstelle einer jeden solchen Snix) 

liegt auf der Grenze von Kn. 
Der Beweis dieser Behauptungen beruht auf der Tat-

sache, daß die Grenzpunkte von Kn durch die Gleichungen 

I \ ! im ;</' Cn lix)-\~C "Px"'An-i(x \) n n — 
q„(x) + e r = e 1 .. —, . = 0, 0 ' </ < 2 

( n - i \ X ) 

def inier t sind. Da nun alle Nullstellen von jeder Sn(x) im 
Kreis \x\<l liegen, so ist auch Kn samt Grenze im j < l 
eingebetet. 

Was nun die gegenseitige Lage der Bereiche h\- K2 /v« 
be t r i f f t , so liegt der Bereich Kv samt seiner Grenze im K,,+v 

E s ist nämlich 

x ' . t , ,(•'• 'i • ;•/ ' , ,•./•) <i,{x) + yr 
qr 11(x) == x ~ , == x , . (1 ;>) 

C, i x) : :-,x'A,. ,(•'' ' ) I I-y,q,(') 

Wenn nun \qv ist, so ist auch \qr \ \ i x ) \ ' ^ \x\ < 

So sind wir zu dem TI a u p t s a t z e I. angelangt: 

Es sei | f{x) | "" 1 für \ x | < 1 und daselbst regulär. Die 
n Schnrsoften Parameter y0, yx< j'»-i der Funktion fix) seien 
absolut kleiner als 1 und j'O4=0. Im Bereich Kn, welcher durch 

-) W i r be t rach ten dabei s e lbs tve r s t änd l i ch n u r d ie jen igen Sn(x). 
welche in den n ei-sten S c h u r sehen P a r a m e t e r mi t /(.%) übere in-
s t immen. 
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diese n Parameter eindeutig bestimmt und von den folgenden 

Parametern unabhängig ist, liegt keine Nullstelle der Funktion 

f i x ) . Auf der Grenze von Kn liegen Nullstellen und zwar 

sämtliche Nullstellen von f i x ) nur in dem Falle, daß fnix) = 

= yn = e* ist. 

W i r wollen noch die scharfe untere Grenze f ü r die 
absolut kleinste Wurzel xx der Gleichung fix) = 0 angeben. 
Der größte in den Bereich Kn eingeschriebene Kre is mit dem 
Mit te lpunkte in x = 0 habe den Halbmesser qn. Es ist nach 
dem Haup t sa tze QI < (j2 < < GN und 1^1 > Q,,, V = 1, 2, N —1, 
\x1\^'_ Qn, wo die Gleichheit n u r in dem Fal le eintritt , wenn 
fix) mit einer gewissen Schrankenfunkt ion Sn{x) identisch ist. 

Mit den Hi l fsmit te ln , die uns jetzt zur V e r f ü g u n g stehen, 
sind wir im Stande den absoluten Bet rag der kleinsten Null-
stelle von f{x) zu berechnen. Wenn die Funkt ion f(x) vom 
endlichen Range n ist, so ist das Problem ein algebraisches 
und wir wollen es als erledigt betrachten. E s sei nun fix) 
von unendlichem Range. Dann gilt folgender S a t z I I . : 

E s ist l i m = 1. Is t 0 < 1 , so ist \ X i \ = Q. Is t Q = 1 
so bes i tz t die G le i chung f i x ) = 0 ga r k e i n e W u r z e l i m Kre i s 
I x\< 1. 

Der Beweis s tützt sich auf die Tatsache, daß die zu on 

gehörenden Schrankenfunkt ionen 8nix) die Funkt ion f i x ) 

gleichmäßig approximieren. Es ist im \x\ < 1 | fix) | ̂  1, 
|¡Snix) | < 1 und die Reihen beider dieser Funkt ionen beginnen 
mi t demselben Abschnit te c 0 + c i x + + cn~izn~1 . Es ist also 

fix) —Snix) 
2 

1, also auch f i x ) —Snix) 
) rp' 
J Jj 

1. 

Es sei nun q < 1, o < r < 1. Dann ist 

\fix) — Snix)\^_2rn, |.r|" / . 

Der gleichmäßige Grenzwert lim Snix) — fix) exist iert also 
im x '"* r. Da nun im Kre is \ x\^ q,, nach dem Satze I I keine 
Wurzel der Gleichungen Snix) = 0 f ü r n > r liegen kann, und 
im Kre i s \ x \ ^ n ) unendlich viele Nullstellen der Schranken-
funkt ionen liegen müssen, so leuchtet ein, daß auf dem Kreis 
1 £c| — p der absolut kleinste H ä u f u n g s p u n k t der betrachteten 
Nullstellen zu f inden ist. Nach dem Hi l fsa tze von H u r w i t z 
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liegt also, falls Q < t ist, auf diesem Kreise die absolut 
kleinste Wurzel von fix) — 0, und fäl l t mit dem betrachteten 
H ä u f u n g s p u n k t e zusammen. 

Drit tes Kap i t e l . 

E i n i g e A n w e n d u n g e n. 

Die Berechnung des Pa ramete r s o„ < 1 f ü h r t zu einer 
algebraischen Gleichung w-ten Grades. F ü r n — 1, 2 bekom-
men wir speziell 

chix) = q,(x) = \ W 
j'o y o + y i x 

also 

< ? l H r " 1 ' " = 1 1 ( 1 —-1 J'o I) \ l ! i n l ; , h 11; •• I ( 1 6 ) 

Die absolut kleinste Wurzel der Gleichung fix) = 0 ist also 
größer oder gleich |j'ol = |col- Dies besagt noch nichts neues, 
denn die Abschätzung ist mit der bekannten J e n s e n ' s c h e n 
identisch. Die Grenze ist scharf und wird vou der ersten 
adjungier ten Schrankenfunkt ion 

S ^ x ) = Co+-X = c0 + xi 1—coco) + 
1 + c0x 

erreicht. Dieselbe Wurzel ist absolut größer oder gleich o2. 
Diese Grenze ist scharf und wird von der zweiten adj . Schran-
kenfunkt ion 

S^x) - l o + ^ + ^ H ^ = ^ + r, ;. + 

1 +ro3'i® + ^f'iyoX2, + y-ix) 

bei geeignet gewähltem e%r erreicht usw. Wenn also die 
Funkt ion (1) unendlichen Ranges ist und mit dem Abschnit te 
c0 I C\X + + cn~\Xn~x beginnt, so kann sie nur Nullstellen 
besitzen, die größer als gn = Qn(c0, Ciy Cn — l ) sind. Diese 
Grenze ist scharf und wird von einer Schrankenfunkt ion 
erreicht. Diese Formel ve rschär f t also die Ungleichung von 
J e n s e n in dem Sinne, daß die Abhängigkeit der absolut 
kleinsten Wurzel von den n ersten Koefff iz ienten der Reihe 
ersichtlich wird. 
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Eine Folgerung dieser Ergebnisse f ü r alg. Gleichungen 
sei erwähnt . Ha t ein Polynom w-ten Grades 

Pix) = «o + ayx + + anxn, a0 =)= 0 . an =)= 0 ( 1 7 ) 

Nullstellen, die sämtlich abs. kleiner als E ins sind, so ist 

f i x ) = T-(x\ = ^ + .V ( * - ^ F A - ) + , ( 1 8 ) 
xnpix J) (In 

\ f i x ) \ ^ l , k | " l . 

Zwischen den zu dieser Funkt ion gehörenden o,, Paramete r , 
v = 1, 2, n — 1 , und der abs. kleinsten Nullstelle « des /'(¡c) 
besteht also die Relation H a t Pix) beliebige Null-
stellen, so kann man immer eine posit ive Zahl R so angeben, 
daß alle Nullstellen abs. kleiner als R sind. So ist z. B. 

R — l + M:\an|, w e n n M = M a x | a r | 
)• - , I n 

Das Polynom PiyR) hat dann die gewünschte Eigenschaf t . 
Allgemeiner kann man s tat t der Kreise Qv die Kv Bereiche 
betrachten. Die Wurzeln der Gleichung PiyR) — 0 können 
also n u r in den Komplementen der Bereiche Kr liegen. 

Die Nullstellen der Funkt ion ( l ) sind isoliert. Dieser 
klassische Satz erlaubt folgende Verschär fung : 

E s sei x0 «ine n - f a c h e Nullstel le von fix), | x 0 | < l . I s t 
Qrixo) ein P a r a m e t e r , das zu der F u n k t i o n 

^ F ' ( i i f i ) 
g e h ö r t , so liegt i m Kre i se 

X — Xo 

1 X0X 

k e i n e von ,ru verschiedene Nullslel lc von fix). 

Der Beweis ist fas t selbstverständlich. Es ist 
F(£) = Co ixo) -1 - C lUJS + . I /<'(£) K l , | £ | < 1, Co (¡Co) 4= o. 

Die abs. kleinste Wurzel der Gleichung F(£) = 0 ist größer 
als Qrixo). Die Subst i tut ion 

£ + 
-Vq c ^ X ' Xu 

X , l, — 1 + xn £ ~ 1—x0x 
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lehrt, daß im Kreis | i | " " (>Xvu) keine Nullstelle von Fit) also 
auch keine von x0 verschiedene Nullstelle von fix) liegen 
kann. Speziell ist f ü r n = 1, v — 1 der wurze l f re ie Kre is 

x — x0 

Qr Xo 

J I R W I D - U o i 2 ) , 
1 XUX 

Bezeichnet man allgemeiner mit qAx0, '0 die zu Fi£) gehörende 
Funk t ion (13) so liegt im Bereiche 

X — Xp \ < J 

1 — xnx ' 

keine von x0 verschiedene Nullstelle von fix). 
Alle Ergebnisse, welche wir f ü r die Klasse der be-

schränkten Potenzreihen auseinandergesetzt haben, können 
leicht auf eine al lgemeinere Klasse über t ragen werden. Wenn 
fix) im | r c | < 1 nu r Wer t e a n n i m m t , die in einem beliebigen 
e infach zusammenhängenden Bereiche K liegen, und bildet 
£ = epiy) den Bereich K in der ?/-Ebene auf den Kreis | £ | < 1 
konform ab, so wird die F u n k t i o n 

y = (fifix)) = Fix) 

die E igenscha f t | F i x ) \ < ^ l im | a ; | < l besitzen. 
Liegt nun der P u n k t « im K, so kann man i m m e r die 

abbildende Funk t ion so wählen, daß <pia) = 0, wobei <p(y)=|=0 
f ü r y 4=«. Die «-Stellen von fix) sind also mit den Null-
stellen von Fix) identisch. 

E s sei z .B . fix) eine Funk t ion der Klasse (1) und « 
eine beliebige Kons tan te , die abs. kleiner als 1 ist. U m die 
«-Stellen von fix) zu untersuchen, benützen wir die abbil-
dende F u n k t i o n 

t = 

Dann fa l len die Nullstelleu von 

fix) - « Fix) 
1 — aj 

mit den «-Stellen von fix) zusammen. 



Über die a-Stellen von beschränkten Potenzreil ien. ß 

E é s h m 6. 

Sur les points (iii line série de puissances bornée 
prend la valeur u . 

rjO 

La fonction F ( X ) = 2 J cnxn soit holomorphe pour | x | < 1 
o 

et bornée suivant la relation | f (x) | 1. Le zéro x0 de cette 
fonction a y a n t la moindre valeur absolue sat isfai t à l 'inégalité 
connue de Jensen | x0 | | c0 ! • Dans le présent travail l'au-
teur étudie la manière dont dépend la position des zéros et, 
plus généralement, des points où la fonction prend la valeur a, 
des premiers n coeff icients de la série. Le problème est résolu 
complètement en ce sens que la borne in fé r ieure exacte 
Qn(c0, Ci, . . . , Cn-i) pour ! x0 \ a été déterminée. Mais ce n'est 
qu'un corollaire du théorème principal beaucoup plus général 
qui d i t : 

Soit f{x) une fonction holomorphe et, de plus, | fix) | "" 1 
pour | x | < 1 . Les paramèt res de Schur y0, yi, . . . , yn-i soient 
lous, en valeur absolue, infér ieurs à l 'unité et soit encore 
;o=t=0. Alors, dans un domaine Kn, déterminée d 'une manière 
univoqüe pa r ces paramèt res et ne dépendant pas d 'autres 
paramètres , il ne peut y avoir aucun zéro de fix). Sur la 
f ront iè re de K» se t rouvent des zéros seulement si yn=e"r; en 
ce cas ils s'y t rouvent tous. 

La f ront iè re du domaine K» est déterminée p a r la courbe 
algébrique (14). La borne infér ieure ç>2 pour le plus petit zéro 
mentionnée plus haut est calculée directement dans la formule 
(16) du texte. 
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