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V.
Ein Beitrag zur Theorie der schlichten
Potenzreihen.
Von M. KOSSLER in Prag.
(Vorgelegt am 11. April 1932.)

Es sei fe)=z4+ a2 +az3z®+... (1)

eine im KEinheitskreise |z | <1 reguliire und daselbst schlichte
Funktion. Von den Koeffizienten ist bekannt. dal

|ag| <2 |ag®—asi =1 (2)
Die Transformation von Nevanlinna _
F(‘)—{ (1 i{ff)—f(u)} ()1 —|af?)=% + 4,52 + 4383+ .. (3)

wo |«| <1 definiert eine ebenfalls im Kreise | 5| <1 schlichte
Funktion. Dabei ist

f”((t (1 —'| « {2) —
A, ————-——————of @ «

[ —]al)?® ")l —]e]?)?
67"(«) 4«

Die Zahlen A, Aj erfiillen auch die Relationen (2). Die erste
von ihnen fiihrt nach dem Verfahren von R. Nevanlinna
zu dem Verzerrungssatze von Koebe and zu dem Dre-
hungssatze von Bieberbach. Die zweite wurde bisher, soweit
mir bekannt ist, noch nicht systematisch untersucht. Die
Schwierigkeiten konnen aber durch Betrachtung von Extre-
malwerten iiberwunden werden. Diese Untersuchung, welche
den Inhalt von folgenden Seiten bildet, fiihrt zu zwei neuen
Ungleichungen

(4)

A3:

(5)

(A)

[z ))> 1 — laslr —6r° -—Ialr + !
F(2))—  —)1+ |aglr + %)
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2 V. M. Kéossler:

8 r loalj—r (B)

larc f'(2)| <. 2|ag| r + g T

Die Ungleichung (A) ist scharf, denn die Grenze wird von
der Funktion z:(1 +|ayz + 2?) erreicht. Eine unmittelbare
Folge von (A) ist die Tatsache, daf} die Ruundungsschranke
von (1) grioBer oder gleich der Zahl o(as) =b—Yb2*—1 (6)
ist, wobei 4b = |as| + Vlagl® + 32.

So ist z. B. die Rundungsschranke fiir ungerade Funktionen
olo) = V2 — 1, erreicht von der Funktion z:(1 - 2?).

Die Ungleichung (B) driickt eine neue und schiirfere
Fassung des Bieberbachschen Drehungssatzes aus. Die Grenze
ist scharf nur fiir » =0. Fiir » >0 gibt sie nur eine Anni-
herung, welche nichtsdestoweniger besser ist als alle bisher
bekannte Abschiitzungen, wenn » > 0'8 ist.

§ 1. Die grundlegenden Ungleichungen.

Wir beniitzen die zweite Ungleichung (2) auf die Koef-
fizienten Ay A, die durch (4) und (5) definiert sind. Wir

schreiben dabei z anstatt « und bezeichnen z = re'”, |z|l=r<1.
TR L L F(R) 1272 _
2z° N AT < 212
220 TG | S = e @
Anstatt f(z) fiihren wir eine neue Funktion
p()=1+2 f“( ) — R(v) +iJ(v) (8)

an, welche wegen [f'(2)|>0 im Einheitskreise regulir ist.

s ist
LE), rw-1(:5)
R(v) = 1+1{( TG 1w=1Il%),

PO d B
) 2 slrogf(&) I.E‘(plogf(J,

log f'(z) =loglf'| +iarcf'(z

(&)
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s ist also
¢ , ¢ ,
Rv) =1+ % arcf'(z); I(v) =— E;Iu;; If'(2)] (9)

Die Derivation von (8) gibt

2v' () =z r + 52[— — :“(,—)-

f f’ f
was in Verbindung mit (8) die Ungleic}mno (7) auf die Form
|2 20'(2) — vi(z )—!—IIE(I1 on (7a)
zuriickfiithrt. Es ist weiter z2'(2) =——é(fr~'v(z>, also nach (8)
(;'
und (7a)
P €) 4.2
oll g ‘AR+12+1 R:—2iRI|< 12 (10)
Cp = (1 — »?)?
2_(1 __i_ 12 ‘}_ 1 1{2 < __lﬂj_ (1()1)
Fr/» - (l — ) ’ ‘
(J_?+RI‘_(I 67._ (10b)

Wir werden auch die Cauchy-Riemannschen Diffe-

renzialgleichungen fiir den Realteil und den Imaginarteil

einer reguliren Funktion
SR_LR__,

F’)‘—P'(/’ (([:

“)

(11)

D

r

beniitzen.

§ 2. Beweis der Ungleichung A.

Wir wollen jetzt die Fanktion I(») aus der Beziehung
(9) betrachten. Auf dem Kreise z=—7e” mit festem » und
veriinderlichem ¢ erreicht log|f'(z)[: r in gewissen Punkten
seine Extremalwerte. In diesen Punkten wird /(2):» =0 und
also nach (10a) und 11

‘R I S b
2'—+ ! _(1——7‘2)‘*’
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Wir fiihren die Bezeichnung

)

~

Rw) =1+ ry(rg); % =y (12)

ein, wodurch die vorherstehende Ungleichung folgende Form
annimmt
92

122 12
(1 __1.2)2

— =2y — <+

Dabei ist w(r,p) eine stetige, stiickweise analytische Funktion

von r. Um Anfangswerte fiir v zu bekommen, miissen wir
L . . N [(v)\ = 0.
diejenige Werte von ¢ bestimmen, fiir welche ), =0

Nach (1) ist
| (rei?) |2 =14 2r(ae'? + aze™'%) + (r?)

0 ; - i
L2 log |1/ [P= 2ilaseit —aye=1) + (1),
q

wobei (#*) Glieder von der Ordnung »* bedeutet. Fiir » =0
1st also

aze'? = a7y 1= a1 — arcas, P2 = —arcdas.

Nach (9), (11) und (12) ist

20 (ryp) = :—' log|f'|? = 2(axe'” + axe™) + (r)

also
o, g1) =—2]asl; wlo,pa) =2]|as] (14)

Aus dem Verzerrungssatze ist bekannt, daf

_44-2r

wir, ) = - (15)

wobei die Gleichheit nur fiir die Schlitzfunktionen mit

[as| =2 erfiillt ist. Aus diesem Grunde fithren wir unter der
Voraussetzung |a,| <2 eine neue Funktion 4(r,¢) ein, die
durch Beziehung

Sy 4+2r 1
lu(’-(}’)" l—r2 /’-(‘)',I[‘) y

1:ir,g) >0 (16)

definiert ist. Die linke Seite von (13) bekommt dadurch die
Form
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o 4+2r 1
5—+ 11— =3’
was mit
r (l——))3 ‘2(1—))"’

gleichbedeutend ist. Da i(r,p) stetig und stiickweise analytisch
ist, so bekommen wir durch Integration

. 1
/.(l',(/) (1+ /(O l/l)A 17( r')z
Nach (14) und (16) ist Z(o,p) = 1: (44 2] ay|), also
. 1 < 2(2-.|-|(lg|)(1+lr)2 (17)
ryp) —(1—r)(L +|aq r +2?)
Nach (16) ist also
(o) 44 2r 2(2+|as )1 +7)
ALl 2 T Y Py P )
— N — 2 23 _| 4
l+)'lp(7‘,(p)21 |as|r— 61 | ag|r® + r (18)

(1 -2 (1 +|ag|r -+ r?

Da diese Beziehung fiir den Minimalwert von v (r,g) auf dem
Kreise |z| = r giltig ist, so ist sie auch fiir jedes » und jedes
¢ richtig. Da nun nach (12) und (9)

rylrp) = (;f (()))
so ist die Ungleichung (A4) bewiesen. Fiir |ay| =« <2 hat
die besondere schlichte Funktion f(z)=z:(1 + w2+ 2% die
FEigenschaft

1+ ’f”(:) _ 1 —az—622—az®+ 2*
N f’(i) (1—2)(1 + az+ 2?)

Fiir z = r iibergeht also die Ungleichung (4) in eine Gleichung
Esstellt also die Ungleichung (A4) eine scharfe Abschitzung dar.
Die Betrachtung des zweiten Anfangswertes (o, g2 =

= 2| ay| fithrt zu einer dhnlichen Ungleichung

2| as| —6r + 273
>

Maz w(r,¢) ZA=m U—|alr+r (18a)

Diese Abschiitzung ist aker nicht scharf.
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Die geometrische Deutung von (A4) ist bekannt. Wenn
der Ausdruck linker Hand fiir |z| = » positiv ist, so bedeu-
tet das, daB das Bild des Kreises konvex ist. Man rechnet
aber sofort nach, daBl fiir

lz| < Q(az)
olas) =b—Vb2—1; 4b=ay+V]a+ 32 (6)

der Ausdruck rechts in (A4) stets positiv ist, wiithrend er fiir
groBere |z| negativ wird. Daher wird bei jeder schlichten
Abbildung f(2) von |z| <1 der Kreis |2| < olas) konvex ab-
gebildet.

§ 3. Der Drehungssataz.

Wir werden jetzt die Analyse der Beziehung (10 b) unter
der Voraussetzung R(») =1 durchfiihren. Wir wollen wiede-
rum diejenige z betrachten, welche auf einem festen Kreise
| 2| = r liegen. Nach (9) wird R(v) =1 fiir jene ¢, fiir welche
arcf’(z) :» seine Kxtremalwerte besitzt. Aus (10b) wird

6r° cl < 6

N —
(1‘_).2)2 =1 cy —(1_).2)2

(19)

daref' (z e , . -
:"Lliﬁ=?4wﬂfbﬂr2ww”+af”)+U%
('q) r cr

so wird hier

3
—arcas, ¢= 5 Tarcds.

0olN

1=
Weiter ist

}—,}LIO{} || = i(ape' — ae™7) + (r)
r Oy
Die Anfangswerte von [(»):7r sind also nach (9) entweder
2|as| oder —2|ay|. Durch die Substitution I(») =r. K(7,¢)
iibergehen die Ungleichungen (19) in
Ky, —6  Ki___ 6
cr ——(1_'.2)2 cr r—(l_).).)z

(20)
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mit den Anfangswerten Ki(0) =2|ay|, Ku0) = — 2|ayl|. Die
Integration fiihrt zu
. 3r 3 14 r
(r, ) <2 a, = 2
I\lz,q)_ala_H-1M1‘2+210111__)_ (21)
. 3r 3 147
or, ) = —2| @y | — 2"y — 2
l\_(ry(/)__ |a2| 1_"_, 2[0!}1___7.
> 1 P 0 P "’ 2
Da nun K(r.¢) = — o log|f'|= Er arcf’yso bekommen wir
rll,' -
aus (21) durch neue Integration
Max arcf'(2) <2|as|r +% rlog Lt
2 =7
minarcf'(z) =—2|ag | r— g rlog ; i :

Es gilt also fiir jedes » und jedes ¢ die Ungleichung (B).
Diese Abschidtzung fiir arcf’'(z) ist augenscheinlich besser
als die bisher bekannte schirfste Abschiitzung
2V4—2
|are f’(s)lil/ _\14__xz dzx, (22)
welche ich im Jahresbericht der Deutsch. Math. Ver. XLl
1931. p. 82. verotfentlicht habe, wenn r > 08 ist.

Zusatz.

Aus der Ungleichung (18) berechnet man durch zwei-
malige Integration die Ungleichungen
, 1—r*

> —

’7 (V)'_(l + { (12". + ).2)2

;
lf(;)f?_?mv

von denen nur die letzte bekannt ist. Nach Polya— Szegd,
Aufgaben und Lehrsitze, Bd. T1., Berlin 1925 S. 203 wurde
sie auf einem anderen Wege von T. H. Gron wall abgeleitet.
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Sumary.
If w=f()=z+az*+... is regular and biuniform in
| 2| < 1,then
zf"(z))
f'(2)

- 1—|as|r—6r2—|as|r®+ »*

— (=)0 +|ax|r+ 1

|arcf’(z)l§2|a2|r+grloq(1—_-'{—:), (rotation formula) (B)

1+R( Jzl=r (A)
1

1—?
i >
lf(z)l-(l-i—laglr-l-r

5y (distortion formula) (C)

The bounds in (A) and (C) are attained by the funection
z:(1+|as|z+ 22).
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