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V. 

Ein Beitrag zur Theorie der schlichten 
Potenzreihen. 

Von M. KÜSSI.KIt ¡11 Prag 

(Vorgelegt am 11. April 1<J32.) 

E s sei f(z) = z + a 2 z l + a823 + . . . (1) 
eine im Einhei tskre ise U I < 1 reguläre und daselbst schlichte 
Funk t ion . Von den Koeff iz ienten ist bekannt , daß 

I a21 < 2 \a2
2 — (2) 

Die T r a n s f o r m a t i o n von Nevanl inna 

)(1 — | A | 2 ) ~ H + A£2 + A3f + . . . ( 3 ) 

wo | « | < 1 def in ier t eine ebenfal ls im Kre i se | £ | < 1 schliclite 
Funk t ion . Dabei ist 

_ H « ) 0 — U P - , , , 
A z — W M " ( 4 ) 

^ r ( « ) ( i - i « i 8 ) 8 r 2 ( « ) d - i « i 2 ) 2 ,,, 
3 6 f(a) 4 f'2(a) W 

Die Zahlen A2. A3 e r fü l len auch die Relationen (2). Die e rs te 
von ihnen f ü h r t nach dem V e r f a h r e n von R. N e v a n l i n n a 
zu dem Verze r rungssa tze von K o e b e und zu dem Dre-
hungssatze von B i e b e r b a c l i . Die zweite wurde bisher, soweit 
m i r bekannt ist, noch nicht sys temat isch untersucht . Die 
Schwier igkei ten können aber durch Be t rach tung von Ext re-
mal werten überwunden werden. Diese Unte r suchung , welche 
den Inha l t von folgenden Seiten bildet, f ü h r t zu zwei neuen 
Ungleichungen 

\ f(z)l (1—r')(t + |fl2|>" + > ) 

Vfstnlk Kral. Ces. Spol. Nauk. Tf . II. Roi. 1932. 



2 V. M. Kössler: 

i arc f'(z)| < 2 \a2\ r + | r (B) 

Die Ung le ichung (A) ist schar f , denn die Grenze wi rd von 
der F u n k t i o n z : (1 + |a2| z + z2) eri-eicht. E ine unmi t t e lba re 
Folge von (A) ist die Tatsache, daß die R u n d u n g s s c h r a n k e 
von (1) größer oder gleich der Zahl £i(a2) = b —V b2—1 (6) 
ist, wobei 4b — |aj| + V M a + 32. 
So ist z. B. die R u n d u n g s s c h r a n k e f ü r unge rade F u n k t i o n e n 
(j(o) — ]2 — 1, e r re icht von der F u n k t i o n z i d + s2). 

Die Ungle ichung (B) d rück t eine neue und s chä r f e r e 
F a s s u n g des Bieberbachschen Drehungssa tzes aus. Die Grenze 
ist scharf n u r f ü r r = 0. F ü r r > 0 gibt sie n u r eine Annä-
herung , welche nichtsdes toweniger besser ist als alle bisher 
bekann te Abschä tzungen , wenn r > 0'8 ist. 

§ 1. D i e g r u n d l e g e n d e n U n g l e i c h u n g e n . 

W i r benützen die zweite Ungle ichung (2) auf die Koe f -
f iz ienten A2, ä 3 , die du rch (4) uud (5) de f in ie r t sind. W i r 
schreiben dabei z an s t a t t n und bezeichnen z — rel'r, | z | = r < l . 

2 ?2 , f"'(z) 
f'iz) 

3z2 f"2(z) 
f'Hz) 

< 
12 r 

(1 — r2)2 

A n s t a t t f ( z ) f ü h r e n w i r eine neue F u n k t i o n 

v(z) = l + z fy^j = R(v) + i.J(v) 

(7) 

(8) 

an, welche wegen | / ' ( s ) | > 0 im Einhe i t skre i se r egu l ä r ist. 
E s ist 

r 

j-zlogf\z)= - i ^ l o g f i z ) , 
f"(z) _ 

' f ' ( z ) ' az vgv 

log f'lz) = log\f'\ + i arc f \ z ) 
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E s ist also 

Riv) = 1 + ä-arcf'(z); I(v) =—-¡-loa\f'iz 
-<P c,, (9) 

Die Derivation von (8) gibt 
e>> cm 

ZV (z) = z ' y + z2'y 

was in Verbindung mit (8) die Ungleichung (7) auf die Form 

12r 2 

\2zv'(z)— v2iz) + 11< 
U - r V 

(7a) 

zu rückführ t . Es ist weiter zv'{z)=—v(z), also nach (8) 
c,p 

und (7a) 

— 2i 'S + l2 + 1 — R2 — 2iRl 
d<P  r<P 

12 r2 

- ö H T (10) 

?! 
2-^- + / + 1 — B s < 

12r2 

dR 
+ Rl < 

(1 — >'2)2 

6r 2 

(1 -— r2)2 

(10a) 

(10b) 

W i r werden auch die C a u c h y - R i e m a n n s c h e n Di ffe-
renzialgleicliungen f ü r den Realteil und den Imaginartei l 
einer regulären Funkt ion 

dR <] dR (J 
er <P Cl-

i n ) 

benützen. 

^ 2. B e w e i s d e r U n g l e i c h u n g A. 

W i r wollen jetzt die Funktion I(v) aus der Beziehung 
(9) betrachten. Auf dem Kreise z = rei<r mit festem r und 
veränderl ichem y erreicht log\f'(z) |: r in gewissen Punkten 
seine Ext remalwer te . In diesen Punkten wird J(v):r — 0 und 
also nach (10a) und 11 
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W i r f ü h r e n die Bezeichnung 

R(v) = 1 + rip(r,g>); ^ = ip' (12) 
c> 

ein, wodurch die vorl iers tehende Ungle ichung folgende Fo rm 
a n n i m m t 

10..2 19r2 
+ (13) 

Dabei ist tp{r,q>) eine stetige, s tückweise analy t i sche Funk t ion 
von r. U m A n f a n g s w e r t e f ü r i// zu bekommen, müssen wir 

d ie jenige W e r t e von ip bes t immen, f ü r welche r 

Nach (1) ist 
| f (rei<r) |2 = 1 + 2 r(a%Jr + a2e~[i) + (r2) 

- i log | f |2 = 2 ? ' ( a ^ —~a2 e~'r) + (r) , 
r < <f 

wobei (r l) Glieder von der O r d n u n g /•* bedeutet . F ü r r — o 
ist also 

a2 exf = a2c~"'; <pi = rr — arc a2, y 2 = — arc a2. 

Nach (9), (11) und (12) ist 

2t!>{r*p) = ~ log I f'\2 = 2(ct2e i , r + a*-*) + (r) 
c) 

also 
i/'(o, </i) = — 21 a 2 | ; ty(o,(p2) = 2 | a 2 | (14) 

A u s dem V e r z e r r u n g s s a t z e ist bekannt , daß 

*p(r,g>)< . __ a i (15) 

wobei die Gleichhei t n u r f ü r die Sch l i t z funk t ionen mit 
| o 2 | = 2 e r f ü l l t ist. Aus diesem Grunde f ü h r e n wi r un t e r der 
Vorausse t zung | « 2 | < 2 eine neue Funk t ion k(r,<p) ein, die 
durch Bez iehung 

4 + 1 
xp (r,cp) --= 2 — TT ; , 1 : /.(r, y) > o ( 1 6 ) 

1 — r / \r,(p) 

d e f i n i e r t ist. Die l inke Sei te von (13) bekommt dadurch die 
F o r m 
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cU . 4 + 2r 1 
d r

 + '• i — r2 - 2 * 

w a s m i t 
? f . 1 + r K l 1 f r 

•(1 — r)3 j - 2 (1 — r ) 3 

gleichbedeutend ist. Da Z(r,<p) stetig und stückweise analytisch 
ist, so bekommen wir durch Integrat ion 

Nach (14) und (16) ist ¿ (o ,^) = 1 : (4 + 2 | « 2 | ) , also 

1 < 2(2 + K l ) (1 + r) ( 1 ? ) 

Hr,<p) - ( 1 — r ) ( l + | « 2 | r + r 2 ) 

Nach (16) ist also 

, / , ± l L 2 ( 2 + | a 2 1) (1 + r ) 

1 _i_ , i \ ^ 1 ~~ I \r — 6 r 2 — | a2 \ r3 r4 

1 + rt//( r , y ) > ( 1 _ y J ) ( 1 + | a a | r + y a ) (18) 

Da diese Beziehung f ü r den Minimalwert von xf)(r,ip) auf dem 
Kreise \z\ = r giltig ist, so ist sie auch f ü r jedes r und jedes 
<p richtig. Da nun nach (12) und (9) 

¡zf"(z)\ 
r xfj(r,(p) = RHT^J , 

so ist die Ungleichung ( J ) bewiesen. Fiir a a | = « < 2 hat 
die besondere schlichte Funkt ion f(z) = z: (1 + az + z2) die 
Eigenschaf t 

^ Z f ' ( z ) ( 1 - 2 2 ) ( 1 + «2 + S 2) 

F ü r z = r übergeht also die Ungleichung (^1) in eine Gleichung 
Es stellt also die Ungleichung (.4) eine scharfe Abschätzung dar. 

Die Bet rachtung des zweiten Anfangswer tes ip(o,rf 2) = 
= 21 «21 f ü h r t zu einer ähnlichen Ungleichung 

, \ ^ 2 | «21 — 6 r + 2/'3 . 
Max xp{r,(p) > ( 1 _ ( 1 _ | flg | r + ,-*) (18a) 

Diese Abschätzung ist aber nicht scharf . 
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Die geometrische Deutung von (A) ist bekanut. Wenn 
der Ausdruck linker Hand f ü r \z\ = r positiv ist, so bedeu-
tet das, daß das Bild des Kreises konvex ist. Mau rechnet 
aber sofor t nach, daß f ü r 

I 2 I < Q («2) 

e(a 2) = b — Vb2 - 1 ; Ab = \a2\ + K|a2 |2 + 32 (6> 
der Ausdruck rechts in (.4) stets positiv ist, während er f ü r 
größere \z\ negat iv wird. Daher wird bei jeder schlichten 
Abbi ldung f(z) von \z\< 1 der Kre is \z\< q((12) konvex ab-
gebildet. 

§ 3. D e r D r e h u n g s s a t z . 

Wir werden jetzt die Analyse der Beziehung (10 b) un te r 
der Voraussetzung It(v) = 1 du rch füh ren . W i r wollen wiede-
rum diejenige z betrachten, welche auf einem festen Kreise 
\z\ = r liegen. Nach (9) wird R(v) = 1 f ü r jene f ü r welche 
arcf'(z) :r seine Ex t r ema lwer t e besitzt. Aus (10 b) wird 

6/-2 . c l G r 

Da 

2 3 arcf' (g) = d ^ = + - _ i T ) + ( f ) ^ 

C(p r er 

so wird hier 
n 

<f \ = — orc a2, (p2 = — arc a2. 

Weiter ist 
1 a , , - . 
1 3 - loq | /' | = t( a2 e * - a2e~xv) + (?') 
r Oij 

Die Anfangswer t e von 1 ( v ) : r sind also nach (9) entweder 
2 | 021 oder — 2 | a 2 | - Durch die Subst i tut ion I(v) — r. K(r,cp) 
übergehen die Ungleichungen (19) in 

cV ~~ (1 — r 2 ) 2 ' d r " ( l - ; - 2 ) 2 
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mit den Anfangswer ten K^o) = 2 | a21. K2(o) — — 2 | a21. Die 
Integrat ion f ü h r t zu 

Ki(r,(p)<2\a2\ + t ~ ~ y + i" ( 2 1 ) 1 — r* 2 1 — r 

v t c, i i 3 r 3 , 1 + r 
K2{r, cp) > — 2 \a2 — 2 — - -

1 — r 2 1 — r 

1 8 8 
Da nun K(r.w) — 5— log / ' — - 5 - arc / ', so bekommen wir 

r c<p er 

aus (21) durch neue Integrat ion 

Max arc f ' ( z ) < 2 I a21 r + f r loa 7 -
2 1 — r 

min arc f ' ( z ) > — 2 | a21 r — | r log | ^ | 

Es gilt also f ü r jedes r und jedes q> die Ungleichung (B). 
Diese Abschätzung f ü r a r c f ' ( z ) ist augenscheinlich besser 
als die bisher bekannte schärfs te Abschätzung 

\ a r c f ' ( z ) \ < I - f d x , 
,/ _L OC" 

(22) 

welche ich im Jahresber ich t der Deutsch. Math. Ver. XL1 
1931. p. 82. veröffent l icht habe, wenn r > 0'8 ist. 

Z u s a t z . 

Aus der Ungleichung (18) berechnet man durch zwei-
malige Integrat ion die Ungleichungen 

von denen nur die letzte bekannt ist. Nach P o 1 y a — S z e g ö, 
Aufgaben und Lehrsätze, Bd. II . , Berlin 1925 S. 203 wurde 
sie auf einem anderen Wege von T. H. G r 0 n w a 11 abgeleitet. 
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S u m a r y . 

If w — f(z) = z + a2zz 4- . . . is regular and biuniforin in 
| z | < l . then 

lzf»(z)\ l-\a2\r-6**-\a,\f* + rl • •_ , 
\ f ' ( z ) J - (1 — r2)(l + | a 2 | r + r2) -I«I — 

3 / 1 -j. r \ 
f'(z) I < 2 | a21 + 5" loq I Y^ry. I ' (rotation formula) (B) arc 

1—7' 
1 /'(g) I — q _[_ | fl | r + r«)«' (distortion formula) (C) 

The bounds iu (A) and (C) are at tained by the funct ion 
2 : ( l + | a 2 | z + z2). 
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