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ROČNÍK XXIV. T R I D A I I . ČÍSLO 41. 

O rozvojích platných pro funkci analytickou 
v daném oboru. 

Napsal 

Miloš Kčssler. 

( P ř e d l o ž e n o d n e 30. ř í j n a 1915.) 

P ř e d m ě t e m toho to po jednání jest důkaz následuj íc ích dvou v ě t : 

Nechť značí K konečný jednoduše souvislý obor, vy -
mezený v rovině komplexní p roměnné z uzavřenou racio-
nálnou k ř ivkou algebraickou C. 

F u n k c e F (z) ana ly t i cká v oboru K i na kř ivce C dá 
se rozvinout i v rozvoj t v a r u 

F(z)=£Ak.bk(z), 
k = —co 

kdež bt [z) jsou v oboru K jednoznačné f u n k c e algebraické, 
vyplýva j íc í z pa ramet r i cké rovnice k ř i v k y C a napros to 
nezávislé n a funkc i F (z). Funkc í t o u jsou u rčovány j enom 
koeff ic ienty Ak. P r o j ednu a touž funkc i F (z) a j e d n u a t ouž 
k ř ivku C exis tu je neomezený počet t a k o v ý c h rozvojů . P r o 
kružnici jest ne j jednodušš ím z nich ř a d a Tay lorova . 

Táž v ě t a p la t í i p r o každou funkc i H {z) ana ly t ickou 
n a křivce C a všude vně k ř ivky C, bod nekonečný v t o 
počí ta je . 

Rozpravy: Roč. XXIV. Th II. C. 41. 1 
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D r u h á věta , d o jisté míry obecnější, zní: 

Nechť značí K l ibovolný konečný jednoduše souvislý 
obor, vymezený v rovině komplexní p roměnné z ; obor t e n 
dá se vždy s l ibovolnou přesnost í ohraničit i uzavřenou 
regulární k ř ivkou ana ly t i ckou C. 

Funkce F (2) ana ly t i cká v oboru I\ i na jeho hranici 
dá se rozvinout i v rozvoj t v a r u 

F(z) = Í A k . b k (z), 
k - — 00 

kdež bu{z) jsou v oboru K jednoznačné funkce analyt ické, , , 
závislé na t v a r u oboru K a napros to nezávislé na f u n k c i ! 
F (2). Funkc í t ou jsou určovány j enom koeff icienty A a. 
Pro j ednu a touž funkc i F (z) a jeden a týž obor K exis tuje 
neomezený počet t a k o v ý c h rozvojů. Nej jednodušš ím z nich 
jest polynomický rozvoj Fabe rův . 

Táž vě ta p la t í i pro každou funkci H (z) analyt ickou 
v oboru Ky, doplňuj íc ím K na celou rovinu, a na hranicích 
toho oboru. Nej jednodušš ím z rozvojů jest zde rozvoj podle 
j i s tých racionálných funkcí veličiny z, maj íc ích jediný všem 
společný pól, obsažený v oboru K. 

Pla tnos t t ěch to vět jest p a k rozšířena i na obory mnohonásobně 
souvislé. 

Po jednán í rozpadá se na t ř i oddíly. Oddíl označený I., obsahuj íc í 
důkaz vě ty (H), tvoř í s a m o s t a t n ý celek. V p r v é m pa rag ra fu řešen jest p ro 
danou paramet r i ckou rovnici k ř ivky C p roblém vni t řn í a p robrány po-
drobně j i rozvoje p ro funkc i analy t ickou uvn i t ř ellipsy, rac ionálných 
hypocykloid a nej jednodušší epicykloidy. V d r u h é m pa rag ra fu jest řešen 
p o d o b n ý problém vnějš í a p ř ih lédnu to blíže k ellipse a rac ionálným epi-
cykloidám. Tře t í paragraf obsahu je důkaz o neomezeném poc tu rozvojů 
a u k á z á n y jsou specielní je j ich p ř ípady p ro funkc i analy t ickou uvn i t ř 
kružnice. 

N a popud prof. ha rva rdské univers i ty D r a W. F. Osgooda byl p a k 
proveden důkaz vě ty J.1) 

Prof. Osgood upozornil to t iž au to ra na svů j důkaz vě ty , k te rá t v rd í , 
že k a ž d ý obor jednoduše souvislý může bý t i s l ibovolnou přesností omezen 
j ednoduchou uzavřenou kř ivkou analyt ickou. T ím bylo autorovi umožněno 
odvodi t i obecné výsledky, tvoř íc í oddíl I I . a I I I . 

V p r v n í m pa rag ra fu oddílu I I . poukázáno jest na důkaz pomocné 
v ě t y Osgoodovy a náležen pomocí konformního zobrazení j is tý rozvoj 
p ro funkci F (z). 

*) Na příslušném místě jest podotčeno, že není vždy možno větu (H) pova-
žovati za zvláštní případ věty (/). 

XLI. 
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Paragraf d r u h ý obsahu je důkaz o neomezeném poč tu rozvojů podob-
ného t y p u pro funkc i ana ly t ickou b u d uvn i t ř nebo vně Osgoodovy kř ivky . 
V p a r a g r a f u t ř e t í m poukázáno jest na ne j jednodušš í z nich a seznáno, 
že jest t o p ro vn i t řn í p roblém polynomický rozvoj F a b e r ů v a pro vnější 
p roblém j i s tý analogický rozvoj podle rac ionálných funkcí veličiny z. 
Pro Fabe rovy po lynomu odvozeny jsou př i t o m vzorce rekur ren tn í , iden-
t ické s formulemi Newtonovými pro součet n - tých mocnin všech kořenů 
algebraické rovnice. 

Ods tavec I I I . konečně po j ednává o rozvojích p ro funkce ana ly t ické 
v oboru mnohonásobně souvislém. Rozvoje t y jsou p o u h ý m důs ledkem 
vyp lýva j í c ím z výs ledků oddílu I I . J a k o př ík lad uveden jest ne j jedno-
dušší rozvoj p ro funkc i ana ly t ickou uvn i t ř p r s t enu omezeného dvěma 
l ibovolnými uzav řenými k ř ivkami ana ly t ickými . Rozvoj t e n tvoř í se-
všcobecnění L a u r e n t o v y ř ady p ro prs tenec k ruhový . 

I. Obor jednoduše souvislý omezený racionálnou kř ivkou a lgebra ickou. 

§ 1. Budiž C uzavřená racionálná k ř ivka algebraická, k t e r á omezuje 
v rovině (x, y) j ednoduše souvislý a konečný obor K.1) Souřadnice libovol-
ného bodu kř ivky C lze vy j ád ř i t i , j ak dokázáno bylo v algebraické geo-
metri i , pomocí dvou rac ionálných funkcí p a r a m e t r u r ve t v a r u 

* = / i (*), y = gi (*), — 0 0 < r < : + 00. 

Každé reálné hodno tě p a r a m e t r u v naznačeném interval lu (—oo, 
-f oo) odpovídá př i t o m jeden jed iný bod k ř ivky a i obráceně každému 
bodu k ř ivky j edna jediná reálná h o d n o t a p a r a m e t r u . 

Všeobecnost dalších ú v a h n i j ak se neporuší , budeme-l i p ředpok láda t i , 
že po křivce C p o h y b u j e m e se v k l a d n é m směru otáčení t enk rá t e , když r 
probíhá reálné h o d n o t y od —oo přes 0 do + oo. 

Zavecfme mís to z nový p a r a m e t r <p rovnicí 

. i + e i v
 A <p 

t = l r— = COtg ~~ . 
l—e*v 6 2 

Probíhá-l i nyn í q> všechny hodno ty in terval lu 0 až 2 n , p robíhá x 
hodnoty —oo až + oo. Rovnice k ř ivky C obdrží t í m t v a r 

x = f2(e*»>), y = g2 {cirp), (1) 

kdež /2 (u) a g2 (u) jsou racionálně funkce veličiny u, k te ré mohou obsaho-
va t i k romě reá lných kons t an t t a k é k o n s t a n t y imaginární.2) 

!) Příklady takových křivek jsou kružnice, ellipsa, cissoidy bez dvojných 
bodů, astroida atd. 

2) N. př. pro kružnici x2 + y2 = a2 obdržíme 

e+v + e—*<P ei(P — e—*v m , . , . u* + 1 . . . 1 — «* 
* = « . V = « 21 • T e d y = g t M = rt*~2u~ ' 

1* 
XLI. 
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Funkce F (z) komplexní proměnné z = x + * y, k t e rá jest ana-
lyt ická v oboru K i na křivce C, dá se psá t i ve t v a r u Cauchy-ho integrálu 
podle kř ivky C 

* W 2 ni l t — z ' 

Značí-li na př . C jednotkovou kružnici1) se s t ředem v počátku , vy-
plývá z Cauchyho integrálu pro funkci F (z) j ednoduchým způsobem 

řada Tay lorova ; rozvine se tot iž zlomek ^ z
 v r adu geometrickou 

1 / z z2 \ 
— Í 1 + * — + — + . . . . J a in tegruj í se pak jednotl ivé členy řady. R a d a 
z \ z z / 

Taylorova jest t e d y rozvojem vyplývaj íc ím z integrace podle kružnice. 
Můžeme analogicky očekávati , že z integrace podél jiné kř ivky C obdržíme 
j iný rozvoj pro funkci F (z). Problém se pa t rně redukuje na rozvinutí 

zlomku - r — — v ně jaký rozvoj konvergující pro všechna z obsažená 
Z • z 

v oboru K. K t o m u n á m dopomůže parametr ická rovnice (1). Integrační 
p roměnná v Cauchy-ho integrálu jest tot iž 

t = /« i*4*) + tg» (ti<p), 

místo čehož můžeme psát i prostě 

/ = 

Při t o m značí / (|) a g (£) obyčejné, již nesoudělné mnohočleny pro-
měnné £, jichž kons tan ty jsou po p ř ípadě čísla komplexní. 

Cauchyho integrál pro F (z) nabude t ím t v a r u 

d r / ( 6 < y ) i d u r ) 
p / \ _ 1 (V L g ( e ^ l a { e } 

F { z ) - T ^ 7 ) F > M ( 2 ) 

kdež 

1 1 Vg 

V Čitateli zlomku za integračním znaménkem můžeme pa t rně psát i 

d |~ / je'*) ~| _ d f (e<y)-2g(t<y) 

d (t*v) L g(6*v) J ~ d (e1^) g (t**) 

Jednotkovou kružnicí rozumíme zde i všude v dalším kružnici opsanou 
poloměrem rovným jedné v rovině komplexní proměnné kolem bodu nullového 
jakožto středu. 

XLI. 
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Všimněme si nyní blíže po lynomů g (() a / ( ¿ ) — z g (i), k te ré ma j í 
p ro další ú v a h u v ý z n a m fundamentá ln í . P ř i t o m p ředpok ládáme stále, 
že z neleží na křivce C. 

Pišme 

(3) g(ť) = M Í - 0 i ) ( É - A ) \ 

= ( é - « 1 ) ( « - « • ) . ) " " 

P a t r n ě jest n > m \ při t o m budiž 

I A I < I A I < I A I < S l ^ l . 
I I < I I < I I < 

Čísla (i jsou kons tan ty , p ř ípadně komplexní , závislé n a t v a r u k ř ivky C 
a nezávislé n a p roměnné z. 

Čísla a — kořeny t o alg. rovnice f (¿) — z g (£) = 0 — jsou algebraické 
funkce veličiny z, závislé na t v a r u k ř ivky C. Dokážeme vě tu : 

Žádné z čísel a nebo /3 není co do absolu tn í h o d n o t y 1 . . 
rovno jedné. j 

Máme t edy dokáza t i p la tnos t nerovnin 

f(6**)-Zg( 
ř ( 3 f l ) 

pro každé <p in terval lu 0 až 2 a. P ro pevné <p = g^ z t o h o t o in terval lu jsou 
celkem č tyř i možnosti . Buď p la t í nerovniny (3 a), nebo 

1. / (fc1^) — zg (eifPi) = 0 , 

g (''») <0, 
nebo 

2. / ( ť ^ - z g f ť ^ ^ O , 
g (*>iri) = o. 

n e b o konečně 
3. / ( ť v . ) ( < * * . ) = 0, 

g (*>'*) ^'0. 

J i n á možnost neexistuje. P ř í p a d 1. není možný , neboť k d y b y pla-
tilo 1., by lo b y t a k é 

f V*) = 0, = 0. 

To však znamená , že a lgebraické rovnice / (¿) = 0 , g (£) = 0 m a j í 
společný kořen t*?», což jsme vyloučili (viz l a ) p ř edpok ladem nesouděl-
nosti po lynomů / (£) a g (í). 

K d y b y plat i la možnost 2., bylo by t a k é 

g(ťv») = 0, / ( S ^ ^ O , čili 

/(<<'*>) 
g (ť*) ' 

XLI. 
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t o jes t : Kř ivce C příslušel b y podle ( l a ) pro tp = q>t bod nekonečný, což 
jsme vyloučili . 

K d y b y konečně pla t i la možnost 3., bylo by 

g(c*<r) 

a t edy podle (-1 a) by z leželo na křivce C, což jsme vyloučili. Zbývá t edy 
jen č t v r t á možnost v y j á d ř e n á nerovninami (3a). T í m jest vě t a (A) do-
kázána . 

Dosaďme nyní do Cauchyho integrálu (2) p ravé s t r any rovnic (3), 
kladouce při t o m 

d / ( * ) — * g ( ť ) 
dt g({) _ d / ( Í ) - z g ( £ ) 

f ( Í ) — z g ( t ) dŠ 5 g(é) 
g(t) 

a tedy 

* l o g/<»- ' «<*> = - J _ + - J _ + . . . +
 1 

d S g (É) I — «i I — «2 " ¿ — a„ 

C T ^ a T + + " ' + T ^ l k " ] ' 

a' (£ 
kdež mís to h r a n a t é závorky na p ravé s t raně možno jest t a k é psá t i g (I) ' 
T a k obdržíme místo (2) rovnici 

2.1 n 1 1 2 .T m . 

F <2>= {•F' W *>' S V r< £ * • 
nebo 

2,-r ^ A ,( r- - ¿é .1 t t * 
F (z) = - Í - . f F , (<p) á (tť'0 V - ; - — : [ f , (®) rf g 6*y) 1 

(4) 

Chceme-li nyní nalézti p ro F (2) rozvoj , k t e r ý by byl se všeobecněním 
řady Taylorovy, musíme rozvinout i analogicky j ako př i kružnici , jednot l ivé 

z lomky ——* , —j—*—— v ř ady geometrické. To jest vždy možné, 

protože jsme dokázal i vě tou (A), že každé číslo a* nebo /3* jest svou ab-
solutní hodno tou b u d větší nebo menší než jedna . 

Z b ý v á ještě oddělit i ona čísla a a /?, jichž absolutní h o d n o t a jest 
menš í než jedna, od těch, j ichž abs. h o d n o t a jes t větší než jedna . 

Čísla fi nalezneme řešením rovnice g ({) = 0. J sou t o k o n s t a n t y 
závislé jedině na t v a r u k ř ivky C. J s o u napros to neodvislá od hodno ty z 
a od t v a r u funkce F (z). Můžeme je t e d y pok láda t i za Čísla známá . Budiž p 

l) Pro pozdější použití připomeňme, že pravá strana rovnice (2) a tedy i obou 
rovnic (4) jest rovna nulle, leží-li z vně křivky C. 

XLI. 
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počet čísel fi, k t e rá jsou svou absolutní hodno tou menší než j edna a hle-
de jme počet čísel a, menších svou absolu tn í hodno tou než jedna . Protože a 
jsou funkcemi veličiny z, mohl by t e n t o počet , jejž označíme písmenou r, 
bý t i t a k é závis lým na z. Ukáže se však, že t o m u t a k není. 

Uži jme první z rovnic (4) na funkc i F (z) = 1. 

" ° - m 2,-r , , , 
d {t%<p) x = __L V f J_ y ř d 

2 % i Ju. J c*'v _ ak 2 7t ï ZA. J à'p 

Jes t známo, že 

w CCt _ „ . 
1=10 K 1=10 

1 y d (c*y) _ j 1, pro I u I < 1 
2 n i J ti(p — u ~ \ 0, pro | u | > 1. 

Tedy 
1 = r~P>) 

r = p \ (4 a) 

Tím dokázali j sme v ě t u : 

Počet čísel a, k t e rá svou absolu tn í hodno tou jsou menší \ 
než jedna , jest nezávislý na veličině z, p o k u d jen z zůs tává \ . . (B) 
uvn i t ř k ř ivky C. J 

Jes t t e d y 
| a * | < 1 (k= 1, 2, 3,....p+ 1), 
| « » | > 1 (& = /> + 2 , . . . .«). 

T í m umožněn i est rozvoj z lomku —:— , nebo — : — - — v eeo-
J J c%i—<xk t>'p—Pk 5 

metr ickou řadu . Jes t t e d y na př . 

1 1 + ax e-i(f + af c~2i'p + aA
3 e~ZirP + . . . .). 

éf — a^ Cí(p 

Ř a d a t a t o konvergu je pro všechna z ležící uvn i t ř k ř ivky C absolutně 
a mimo t o př i pevně zvoleném z a t e d y a 1 p ro všechna reá lná qp absolutně 
a s t e j n o m ě r n ě ; jest t e d y dovoleno in tegrova t i ji člen za členem, t o jest 

T^ w = ž «i* • r*.{fp) c ' i i v d 

o 1 *=o o 

Kdyby bod z ležel vně křivky C, bylo by podle poznámky k rovnici (4) 
pro F (z) ^ 1 

n 2.i m 2.1 
l < 

0 l _ y r d(ei<r) }_ y ř d(e*v) čili 

n i ¿ ^ J eiv — ctk -«st i J e* v — §k ' 

r — p. 

•1 
t = i o t = 10 

XLI. 
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T a k dos táváme místo rovnic (4) 

F (z) = 2 Ak (aí + al + . . . + ah
p+x - fi - & - . . . - fi) + 

* = o 
oe 

+ J ] Bk {ctp+2 + aJ+>t + . . . + aň1—Pp+\ — fip+2 — . . . — Pm k) , 
k - 1 

nebo t a k é 
w 

F(z)=A + %Ak ( a í + . . . * \ 
<*p+i) 

* = o 

+ 2 Bk [ttp+2. + ttp I 
+ 3 + OCn ), 

(5) 

kdež 

A = M i M y ) « * * 
^ n o 

1 2 í r 

Ak = —$Fí(<p)e-**'rdg>, Bh=-

2» 
— ¡F, (tp) e"*d<p. 

V prvn ím z rozvojů (5) jest nu tno klást i v t o m případě, že některé 
fir = o, místo Číslo 1. 

00 
Místo nekonečných součtů £ mohli jsme t aké vzíti jen součet prvních 

k - o, i 
N 

N nebo N + 1 členů 27 a připoj i t i k rozvoji zbytek Rn, jehož t va r č tenář 

si snadno sám odvodí. 
Aby rozvoj (5) měl p rak t ický význam, jest nu tno ještě dokázat i, 

že algebraické funkce veličiny z def inované součty cif + a.2k + . . . + «*+1 
nebo «¿"+2+ . . . + «£"* jsou jednoznačné funkce veličiny z, pokud jen 
t a t o zůs tává uvn i t ř k ř ivky C. 

Racionálná funkce (1 a) 
/(*) z = 

(É) 

def inu je n á m $ (z) j ako »-značnou funkci inversní. Funkce a, (z), 
a2 [z), . . . . o» (2) jsou jednot l ivé vě tve t é to funkce. P ro £ (2) sestrojíme 
podle známých návodů 1 ) «-l ištou Riemannovu plochu a n a t é to ploše 
na rýsu jeme kř ivku C. Vni t řek t é to k ř ivky b u d vůbec není pros toupen 
rozvětvovacím řezem Riemannovy plochy anebo jest j ím prostoupen, 
k te ráž to možnost nas t ane t enkrá te , když něk te rý z rozvětvovacích bodů 
funkce | (z) leží u v n i t ř k ř ivky C. V p rvém př ípadě jest všech n vě tv í funkce 
£ (2) p ro celý vn i t ř ek C jednoznačně určeno a t edy t aké součty jej ich 
mocnin, o k te ré se n á m jednáa Uvažme nyní d r u h ý př ípad, když tot iž 

J) Viz n. př. Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie I. B. 2. Aufl., p. 398. 

XLI. 
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vn i t ř ek k ř ivky C jest p ros toupen rozvě tvovac ím řezem. Kterákol iv vě t ev 
funkce £ (z) jest n a R iemannově ploše u v n i t ř k ř i v k y C ana ly t i ckou a t edy 
t a k é spoj i tou funkc í veličiny z; v y ň a t y jsou př i t o m jen rozvětvovací 
body funkce £ (z), j ichž spojen ím p r á v ě vznikne řez rozvětvovací . Zvolme 
l ibovolný regulární bod z0 na něk te rém listu R i e m a n n o v y plochy. Při-
řazená h o d n o t a funkce £ (2) budiž «2 (z0)> př i čemž p ředpok láde jme , že 

I «2 (*0) I < 1-
Pos tupujeme- l i nyní , vycházej íce z bodu z0, po l ibovolné dráze 

uvn i t ř k ř ivky C, obdržíme podle předcházej íc ího p ro c^ (z) h o d n o t y spoj i tě 
se měnící. Pro tože p a k podle v ě t y (A) př i t o m | a2 (z) j nemůže n a b ý t i 
h o d n o t y rovné jedné, musí bý t i s tá le \a2(z) | < 1. Vrát íme-l i se t e d y opět 
do bodu z0, překročivše l ibovolněkrá te řez rozvětvovací , obdrž íme h o d n o t u 
«s (*0). 0 n í ž bude opět p la t i t i | us (20) | < 1. Touž ú v a h u mohl i bychom 
opakova t i o každé vě tv i funkce | (2), k t e r á v bodě z0 m á abso lu tn í h o d n o t u 
menší než jedna . Věta (B) praví , že t a k o v ý c h t o vě tv í v bodě z0 je?t ft + 1. 
Označili j sme je již dř íve ax (20), a2 (20), tx3 (20), . . . ccp+1 (20). 

Př i opsání uzavřené d ráhy , vycházej íc í z b o d u z0, v y m ě ň u j í se t e d y 
t y t o hodno ty navzá jem. To znamená , že symmet r i cká funkce je j ich 

(zo) + «2* (*o) + • • • + ap+1 s e př i t o m nezmění . J e s t t e d y t e n t o 
součet pro všechna z u v n i t ř k ř ivky C jednoznačnou ana ly t i ckou funkc í 
veUčiny z. Podle známých pravidel nejsou z t oho v y ň a t y ani rozvě tvovac í 
body funkce | (2). Úplně obdobnou ú v a h o u b y c h o m dokázal i , že t a k é 
součet ctp"+2 (z) + cfy+3 (2) + . . . + aíT* (2) jest ana ly t i ckou funkc í u v n i t ř 
k ř ivky C. 

Shrneme-li dosavadní výsledk}', obdržíme v ě t u : 

Funkce F (z) ana ly t i cká uvn i t ř a na obvodě k ř ivky C 
dá se rozvinout i v rozvoj (5), v němž čísla /3 j sou závislá 
jedině na rovnici k ř ivky C, čísla a j ednak na rovnici k ř ivky C, 
j ednak na p roměnné 2 avšak ani a ani /3 nezávisí na t v a r u 
funkce F (2). Na t v a r u t é t o funkce jsou závislé j e d i n ě ' . . . (D) 
koefic ienty rozvoje, to t iž Čísla Ak a Bk. P ř i t o m jsou čísla a, (i 
určena rovnicemi (3) a po lynomy / (£), g ({) opět rovnicí 
k ř ivky (la) a (1). Funkce , podle nichž rozvoj (5) jest pro-
veden, jsou jednoznačné. 

Z t oho opět v y p l ý v á důsledek: Má-li k ř ivka C několik pa rame t r i ckých 
rovnic t v a r u (1), přísluší téže funkc i F (z) několik různých rozvojů t y p u (5). 
Dokážeme dokonce v p a r a g r a f u t ř e t ím, že každá k ř i vka C m á neomezený 
počet rovnic t y p u (1) a t e d y každá funkce F (2) neomezený počet rozvo jů 
t y p u (5). 

P robeřeme nyní podrobně j i zv láš tn í skup inu kř ivek C, p ř i nichž 
všech n čísel a sp lňuje nerovninu | a | < 1. Z t oho p lynou rovnice 

r = n, » = /> + !, p = n — 1, 

XLI. 
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kdež p značí počet čísel /3 splňuj íc ích ne rovn inu | /J | < 1. P ro tože p a k 
jest podle (3) b u d m < n, anebo m — n, jest b u d m = n — 1 a p a k jsou 
t edy všechna | fa | < 1, anebo m = n a t e d y jen jediné fi m á absolu tn í 
h o d n o t u větš í než 1. 

V d r u h é m t v a r u rozvoje (5) odpadne část obsahuj íc í záporné mocniny 
čísel a a obdržíme t e d y 

F (z) = A + Z Ak . rk (5a) 
*=o 

kdež 
fc = a / ' + a2

k + . . . + aH*. 

Rozeznáve jme nyní d v a p ř ípady , k t e ré jsme svrchu rozlišili. 
1. m = n — 1; všechna čísla fi m a j í abso lu tn í hodno tu menší než 

jedna. Po lynomy g (£) a / (£) ma j í s t upně n - t ý a (n — l ) -ný. J e s t t e d y 

g(Í) = + + . . . + Bn-i, 

/ ( I ) = í w + Q ¿ " " » - f c . 2 | m - 2 + . . . + C„. 

P a k jest 

/ (É) - * g (É) = I" + (Q - BQ z) f + (C2 - Bl z) f ~2 + . . . + (Cn - Bn _! z). 
sk jsou součty k-tých mocnin všech kořenu rovnice / (£) — z g (¡¡) = 0. J e s t 
t e d y podle Newtonových r ekur ren tn í ch formul í 

s0 = n, s1 = Bq z — Cv 

+ (ci ~ Bo z) + (C2 — Bxz) ít_2 H- • • • + 
+ (C*_i — Bk-Zz) Sl k (Ck Bk — \.z) = 0, (k<n) 

SK + (C, — B0Z) SK—i + {C, — Bxz) í » _ 2 + . . . + (Cn — Bn-1 . z) sk-ň = o , 

(>'• > n). 

J e s t t e d y sk po lynom &-tého s tupně p roměnné 
T a k obdrželi j sme po lynomický rozvoj p ro ana ly t i ckou funkc i F (z) 

obdobný rozvoj i Faberovu. 1) 
V oddílu I I . ukážeme, že t a k o v ý rozvoj exis tu je p ro každou regu-

lární ana ly t i ckou k ř ivku C, uzaví ra j íc í obor j ednoduše souvislý. 
2. m = n \ po lynomy g (£) a / (|) m a j í nyn í t v a r 

g (É) = £0 I" + B1 i"-1 + . . . . + Bn 

/ (£) = in + c, i«-1 + . . . . + c» 
a t e d y 

/ ( * ) — * g ( É ) = § " ( ! - Z) +p-\Cx — Bxz) + . . . + (Cn — BNZ). 

Zde dos t áváme pro s* v rozvoj i (5a) racionalné funkce lomené, 
vyp lýva j í c í z rekur ren tn ích formul í 

M. Faber, Ueber polynomische Entwickelungen (M. A. LVII., 1913, p. 38í> 
a LXIV., 1907, p. 118). 

XLI. 
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í 0 = «. 

s* (1 — B0z) + í » _ , (C4 — + . . . + s, {Ci-x-Bt-iz) + k (Čt—Buz) = O, 
(k<n) 

sk (1 — B0 z) + 5*_1 ( Q — ^ 2) + . . . + (Cw — Bnz) = O, (*>«). 

P a r a m e t r i c k o u rovnici p r o přís lušnou k ř i v k u C b y c h o m obdrželi, 
/ 

k d y b y c h o m ve vzorci x i y = . i : separoval i t a k é n a p r a v é s t r aně 
^ \ J 

reálnou a imag iná rnou část . N u t n o však p ř ipomenou t i , že nikoliv všechny 
t a k t o vzniklé k ř ivky C v y h o v u j í všem p o d m í n k á m p r o rozvoj (5a) ; jsou t o 
j enom ony z nich, k t e r é omezuj í p ros to r j ednoduše souvislý. 

Obecné v ý v o d y t o h o t o odstavce s t anou se názorně jš ími p ropoč ten ím 
zvláš tních p ř ípadů . Odvodíme si po lynomické po p ř ípadě racionálně 
rozvoje p ro funkce ana ly t ické uvn i t ř ellipsy a racionálně hypocyklo idy 
a j ako t ř e t í p ř ík lad rozvoj p ro funkce ana ly t i cké u v n i t ř ne j jednodušš í 
epicykloidy. 

1. Ell ipsa jest de f inována na př . rovnicemi t y p u (1) 
x = a cos <p, y = b sin (p. 

Podle ( la) jest t edy 

. _ / (¿'>) _ (a + b) cUrP + (a — b)  
X + g(e^) ~ 2Š''> 

Rovnice (3) jsou zde 

g (£) = 2 | = 0, 

/ 0) — 2 g (£) = (a + b) £* — 2 2 £ + a — b = 0. 

Tedy jest 
ft = 0; p = 1 ; r = 2. 

Z toho vyp lývá , že oba kořeny a ma j í abso lu tn í h o d n o t u menší 
než jedna . 

2 + VZ2 _ rji z _ 
«1 = , , ; «2 = ;—r— ; (v = a2 — b2). 

1 a + b " a + b 
Formule (5a) p o s k y t u j e n á m polynomický rozvoj p ro každou funkc i 

F (z) ana ly t i ckou uvn i t ř ellipsy. 

k = 1 

!) Tento rozvoj odvodil poprvé jiným způsobem M. Picard (Traité ďanalyse 
II., p. 317). 
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P r o a = b, m = 0 r e d u k u j e se ellipsa na kružnic i a př i rozeně t a k é 
rozvoj na ř a d u Taylorovu . 

Po lá rn í rovnice ellipsy posky tne n á m pro touž funkc i F (z) j iný 
rozvoj . Rovnice t a zní 

r = 
x a a / 1 -f 8 COS <p 

Tedy 
x = r] + r cos <p, y = r sin q>, 

. _ / (&**>) _ (.a2 + b2) e2iv + 2arjeif + q2 

* ~~ g («'*') _ e%i<p + 2 « ^ + V 

/ (É) — * g (I) = (a2 + 62) + 2 a fa - z) £ + ^ fa - *) = 0. 

Z t o h o v y p l ý v á 

6 — a 6 + « 
A = — " — » Pi = — . 

V V 

I A I < 1 . I&l > 1 ; P=1. r = 1 
_ a (z — n) ± b Vz

2 _ rf 
a i , 8 _ a2 + b2 — ti z 

Pro tože jest r — 2, budou mí t i oba kořeny a absolu tn í hodno tu 
menší než j edna . Už i jeme t e d y p ro rozvoj funkce F (2) ana ly t ické uvn i t ř 
ellipsy opět vzorce (5a). 

[a (z— tj) + b V i ^ j * +[a(z—ti)—b Vz2—rf]h 

F{z)=A+£At , .. ( 0 

1_2r / a2 + b2) t%i'f + 2 a rj ei(f + rj2 \ y e2i(P + a e , 

~ n J \ y e2ifp + 2 ae** + q ) rj eZi'P + 2 a e '* + i] t p ' 

A t d 

* 2 « J V n e2iv + 2 a 4- 1? / y 

Položíme-li b = a, rj = 0, r e d u k u j e se opět ellipsa na k r u h a rozvoj 
p ro F (z) ovšem opět na ř a d u Tay lorovu . 

2. Rac ioná lná hypocykloida vznikne, když volí se kružnice o polo-

měru beze smýkán í po v n i t ř n í m obvodu pevné kružnice o poloměru a, 
je j íž s t řed jest v p o č á t k u souřadnic . Bod pohybl ivé kružnice rýsu je p a k 
v t o m př ípadě , že n jest cel is tvé číslo, rac ionálnou hypocykloidu, jejíž 
rovnici možno dá t i p a r a m e t r i c k ý t v a r : 
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x = ~ — 1) c o s 9 + e° s ( n — !) T ) . 

y = ~ — 1) sin 9 — sin (n — 1) . 

Zde jes t t e d y 

, . / (e**) aln— 1) e,ni<t + a 
x + t y = — - — ' t>. ; 

g(e<p) «i1»"1"» 

g { S ) = n ¿ " - 1 = o, 

/ (I) — * g (É) = a (n — 1) — n z 1 + a = O; 

fii = 02 = • • • = Pn-1= O, p = n — 1, r = p + 1 = n; 

pro tože r = n, bude všech n kořenů a m í t i abso lu tn í h o d n o t u menší než 
jedna . Můžeme t e d y opět už i t i vzorce (5a). F u n k c e ana ly t i cká uvn i t ř 
d a n é hypocyklo idy m á rozvoj 

F (z) = A0 + 1 At sk (8) 
k = 1 

kdež 
1 f * r 7 a{n — 1) e»'* + a \ lim . 

Ak = —— \ .Fl —i . ' 1t.—' ) e~k*<P d q>. 
2 j t J \ n e{n~1)iv / y 

Součty mocnin s* určí se Newtonovými vzorci z rovnice 

* w — l a M — 1 
Z té p lyne 

s» = M- = [ 7 ^ = 1 7 7 ] * 

« . * 1 , , . 
(w — 1) a 11 — 1 — 

Rozvoj p ro F (z) m á t e d y p rvn ích n členů: 

kdež 

b * = { i t = T Í • 
¡ř 

T a t o část rozvoje p o s t u p u j e podle mocnin z lomku — a shodu je 

se t e d y s ř adou Taylořovou . Členy další však se již liší t ím, že nas toup í 
a 

mís to pouhé mocniny z lomku — po lynom t o h o t o z lomku. T a t o v las tnos t 

rozvoje (8) v y s t i h u j e úp lně geomet r ický t v a r hypocyklo idy . 
XLI. 
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Pro velké n jest to t iž hypocyklo ida p o d o b n a ozubenému kolu s n 
os t rými zuby a s mělkými ob loukovi tými mezerami mezi nimi. 

Čím větší jest n, t í m mělčí jsou mezery mezi zuby a t í m více se 
hypocyklo ida blíží pevné kružnic i o po loměru a. Konverguje- l i n k ne-
konečnému, p ře jde konečně hypocyklo ida v kružnic i o poloměru a ; pří-
slušný rozvoj p ro funkc i ana ly t i ckou uvn i t ř hypocyklo idy p ře jde p a k 
v ř a d u T a y l o r o v u ; jest to t iž 

lim sk — (—} , 
n = co \ a / 

1 
Um Ak = —— \ F (a ci(f) e~ki'i' d (p. 

>1 = 06 2 jt J 

3. P ř ík lad na rozvoj t y p u (5) pokračuj íc í podle a lgebraických funkc í 
obdržíme na př . p ro funkc i F (2) ana ly t ickou uvn i t ř a na obvodu kř ivky 
dané pa rame t r i ckou rovnicí : 

x = a (2 cos <p — ros 2 tp), 
y = a {2 sin q> — sin 2 g>). 

Jes t t o ne j jednodušš í epicykloida, k t e r á vznikne, když se val í k ruž-
nice o poloměru a po vnějš ím obvodu s te jné kružnice pevné se s t ředem 
v počá tku . Zde jest 

/ (c*'' 1 
X + ř v = • ' = 2 a č * —a e2i(P 

g(e*vj 

g (£) = 1, (P neexis tu je ; p = 0, y = 1); 

/ (t)—zg(Í) = 2a£ — a^ — z = 0 
«1,2 = 1 + V 1 — ^ • 

' a 
Pro tože r = 1 jest j en jed iný kořen « co do absolu tn í hodno ty menší 

než 1. Abychom určili, k t e r ý z obou kořenů jes t to , s tačí učinit i t a k p r o 
l ibovolný bod z, ležící uvn i t ř k ř ivky . J e s t t o n a př . bod 2 = 0. P a k jest 
p a t r n ě 

a, = 0, a2 = 2. 

J e s t t edy | a , | < 1, | > 1 p ro každé z uvn i t ř k ř ivky . F u n k c e F (z) 
ana ly t ická uvn i t ř k ř ivky má t e d y rozvoj t y p u (5) 

^ . ^ ( . - v . - ^ + s M . + v i - i r . 
* - 0 k = 1 

1 2'T 

Ak = — [F (2 a ci(P — a c2**) e~ki(P d <p, 
2it J 

1 2 :7 

Bh = — - i - [F (2 a ¿v — a c2i9, <**9dq>. 
2 Jt v 
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Ukážeme ještě, že funkce v rozvoj i už i té jsou jednoznačné pro 
všechna z ležící u v n i t ř k ř ivky . 

D v o j z n a č n á funkce 

' a 

má v konečnu rozvětvovací bod z = a, ležící na obvodě k ř ivky . Roz-
vě tvovac í řez přís lušné R iemannovy plochy můžeme t e d y vést i z t oho to 
bodu do nekonečna t a k , že vn i t ř ek k ř ivky nebude j ím pros toupen . Obě 
vě tve funkce | (z) jsou t e d y jednoznačné ana ly t ické funkce p ro všechna 2 
uvn i t ř k ř ivky . 

§ 2. V p a r a g r a f u p r v é m nalezli jsme rozvoj (5) p ro funkc i ana ly t i ckou 
uvn i t ř a na obvodě k ř ivky C. Rozřešili j sme t ím, j ak s t ručně chceme ř íkat i 
problém vn i t řn í . 

Obraťme se nyní k řešení p rob lému vnějš ího, t o jest k h ledání rozvoje 
pro funkc i H (z) ana ly t ickou a konečnou všude vně k ř ivky C a n a j e j ím 
obvodě. K vnějš ím b o d ů m kř ivky poč í te jme t a k é bod nekonečný a p řed-
pok láde jme dále, že funkce H (z) m á v něm nul lový bod p rvého řádu , 
t o jest , že 

lim H (2) = 0, lim z . H (z) = A, 
Z = 00 X = 00 

kdež A jest konečná k o n s t a n t a . 
T ím se n i j ak nezř íkáme všeobecnost i . Neboť znací-li H x (2) funkc i 

ana ly t i ckou a konečnou všude vně k ř ivky C a na j e j ím obvodě beze všech 
dalších p ředpok ladů , dá se vždy kolem p o č á t k u opsa t i k ružnice j i s t ým 
poloměrem a t ak , že k ř ivka C leží celá u v n i t ř t é t o kružnice . F u n k c e H1 (z) 
bude p a k ana ly t i ckou na obvodě t é t o kružnice a všude vně kružnice . 
P ro funkc i t a k o v o u pla t í , j ak známe , rozvoj L a u r e n t ů v 

H i w = C o + C i c 2 ( i i y + c 3 ( ± y + . . . . 

Liší se t e d y H (2) od Hx (2) n a n e j v ý š o k o n s t a n t u addi t ivn í C o. 
F u n k c e H (2) dá se psá t i ve t v a r u Cauchyho integrálu 

/ / t „ . ^ ¡ " ^ ' ' J - (9) 
2 7C l t — z 

kdež z značí bod vně k ř ivky C, de f inované rovnicemi ( l a ) nebo (1) a inte-
grace dě je se v k l adném směru otáčení.1) P ro in tegrační p roměnnou t 
uži jeme vzorce (1 a) 

IX -tn * x • x o / x 1 f H(t)dt 1 CH{t)dt . . . . . • 1 
Vlastně jest H (*) — - \ —— —r- \ , kdež integrál první 

' J w 2ni J t—z 2m J t — z 0 

K C 
vztahuje se k nekonečné kružnici. Tento jest však podle supposice, kterou j-me o H (z) 
učinili, roven nulle. 
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t akže obdrž íme mís to (9) 

v) ( ) H(z) I V H g j " ) ' d {9a) 

g (**) 

Zachováva j í ce označení vzorců (3), seznáme, že zůs t ává v p l a tnos t i 
v ě t a A, t akže ze vzorce (9a) d o s t á v á m e rovnici analogickou vzorci (4) 

2ji 

nebo t a k é 

kdež 

1 " 1 
— r f H, i<p) d V - — 2 % i J 1 v ' t% v — « 0 i = l 

(10) 

g {6*9) 

Př i t o m jsou opět fa a a* kořeny rovnic 

g(Í) = 0 ; / ( É ) - z g ( f í = 0 . 

Značí-li opět poče t kořenů /3 menších svou absolu tn í hodno tou 
než l a r počet t a k o v ý c h ko řenů a, b u d e podle p o z n á m k y ke vzorci (4 a) 

r = p (10a) 

P la t í t e d y v ě t a B i p r o z ležící vně k ř i v k y C. J e s t t e d y 

| o * | < 1 . ( k = l , 2 , 3 , . . . p ) 

|«*|>1, (k = p + l , p + 2, . . . » ) . 

P r o H (z) d o s t á v á m e rozvoj analogický rozvoj i (5) 

H{z)=ŽAh (¿1» + «1* + . . . + 
*= o 

(O Je i h h t 
+ 2 B i {ap+1 + a ř + 2 + . . . + « » " — — £¿"+2 — . . . — ),*) 

» - i 
nebo t a k é 

H {x) = A + 2 At (uf + a2* + . . . + «,») + 
i«-0 

*=i 
— i -»v 

( H > 

V případu, že některé fi, = 0 nutno jest klásti místo číslo 1. 
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kdež 
2 .T 

2 * J 1 w g 

I 2 ? r i 2 j r 

4» = - — J ^ (9) e-»9d<p, Bk = - L . J (9) d <p. 

N a t v a r u funkce # (2) jsou v rozvoj i (11) závislá jedině čísla 
a 

Zvláš tn í skup inu kř ivek C vy tvo ř í zde ony, p r o něž všech n čísel a 
sp lňu je nerovninu \ct\ > 1. P a k jest r = 0 a t e d y podle (10 a) t a k é p = 0 ; 
j inak řečeno, jsou všechna a i /3 co do abso lu tn í h o d n o t y větš í než jedna . 
V d r u h é m rozvoj i (11) odpadne p r v n í součet a d o s t á v á m e 

H{z)=A+EBJcs^k> . . . . (11a) 

kdež 
s-k = ax-h + a2~k + . . . 

jest součet (— &)-tých mocnin všech kořenů rovnice 

/ ( í ) - * g ( É ) = 0. 

J e s t t e d y s _ * rac ionálná f u n k c e veličiny z, k t e r á se dá vypočís t i 
pomocí Newtonových r eku r r en tn í ch formulí . 

Užívání vzorců ukážeme opět na dvou zvláš tn ích př ípadech . 
1. El l ipsa x = a cos <p, y = b sin tp d á v á 

• _ JJČ9) _ (a + b) e2i* + (a — b)  
X 1 g{tiv)'~ 2 e'v 

g (£1 = 2 £ = 0 ; / (|) - 2 g ( |) = (a + b) f - 2 2 | + (a - b) = 0. 

^ = 0, p = 1 a t e d y r = 1. 

2 + ^ _ fl2 / 2 2 A2\ 
«1.2 = „ , , , (V2 = a2 — b2). a b 

Pro tože r = 1, jest j en jeden z kořenů a co do abso lu tn í h o d n o t y 
vetš í než j edna p ro všechna 2 ležící v n ě ellipsy. Klademe-l i n a př . z = 00, 
sh ledáme = 0, a 2 = 00 a t e d y jes t vždy | a j < 1, | « 2 | > 1. 

F u n k c e H (2) ana ly t i cká vně a n a obvodě ellipsy m á t e d y rozvoj (11) 

o 
Rozpravy: RoC. XXIV. TI. I I . C. 41. 
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Pro tože však 
2 — V z2 — r]2 a — b 

« + B ' z + YZÍ — IJÍ ' 

můžeme t a k é psá t i 

H (z) = y Ak (g-b)* + Bk (a + b)* 

ái (* + )» 

Dvojznačná funkce 
z + V z2 — q* 

a + b 

m á d v a rozdvoj ovací body pro z = y a p ro z = — iq ; bod z = oo není 
b o d e m rozdvoj ovacím. 

N a př ís lušné R iemannově ploše p rob íhá t e d y rozdvoj ovací řez od 
b o d u z = T) k bodu z = — a může t e d y b ý t i veden celý u v n i t ř ellipsy. 
Z t o h o vyp lývá , že obě vě tve funkce | (2) jsou p ro body ležící v n ě ellipsy 
j ednoznačné a ana ly t ické . 

El l ipsa r e d u k u j e se n a kružnice p r o a = b, rj = 0, rozvoj p ro H (z) 
r e d u k u j e se p a k n a ř a d u L a u r e n t o v u 

2. Rac ioná lná epicykloida vznikne , když se valí kružnice o polo-
m ě r u — beze smýkání p o vně j š ím obvodu pevné kružnice o poloměru a, 

n 
jej íž s t řed jest v p o č á t k u souřadnic . Bod pohybl ivé kružnice v y t v o ř í 
p a k v t o m př ípadě , že n jes t celistvé číslo, rac ionálnou epicykloidu s p a r a -
met r i ckou rovnicí : 

x = — ( (n -j- 1) cos <p — cos (n + 1) (p ) 
n \ / 

y = ( j i + 1) sin tp — sin (n + 1) <p^. 

Zde jest 
fič v) a (n + 1) 6*9 — a e<l,+1>i* 

x + 1 v = . • = 

g (£) = n; j ( S ) — Z g ( $ ) = - a ^ + a{n+ 1) £ — z n. 

Kořen /3 neexis tuje . J e s t t e d y p = 0, r = 0, z čehož vyp lývá , že 
všechny kořeny rovnice / ( | ) — z g (£) sp lňuj í ne rovninu | « | > 1 a že 
t e d y můžeme uži t i vzorce (11a) pro rozvoj funkce H (z) ana ly t ické v š u d e 
vně epicykloidy i na j e j ím obvodě. 

H(z) = £ Bk s—k, 
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kdež s— i u rčeno jest r eku r ren tn ími vzorci 

s0 = n + 1 

r « + l a 1* ^ v 

» + 1 « a 
.S_jfc = . . 5"—Jfc-t-1 H i + n + 1 • 

n z n. z 
Dále jest 

B> = _ L f H ( a { " + 1) » — ¿ t r d 
2 Jt J V n J 

Můžeme zde pozorovat i podobný úkaz , j ako př i rozvoj i (8) p ro 
vn i t řn í p rob lém hypocyklo idy . 

V rozvoj i p ro H (z) souhlasí to t iž p rvn í ch n členů s řadou L a u r e n t o v o u , 
p ro vnějš í p roblém kružnice. P ro nekonečné n sp lývá opět epicykloida 
s pevnou kružnicí o poloměru a, což zrcadlí se přesně v rozvoji , k t e r ý 
přechází v ř adu Laurentovu. 

§ 3. Z důs ledku k větě (D) v p a r a g r a f u p r v n í m vyplývá , že p ro 
každou funkc i F (2) ana ly t ickou uvn i t ř k ř ivky C lze nalézt i tol ik od sebe 
se různících rozvojů t y p u (5), kolik různých pa ramet r i ckých rovnic m á 
kř ivka C. Dokážeme nyní , že každá racionálná k ř ivka algebraická m á 
pa rame t r i ckých rovnic t y p u (1) neomezený počet . 

Všimněme si ne jdř íve kružnice. J e s t známo, že obor omezený 
j edno tkovou kružnicí v rovině v dá se v z á j e m n ě j e d n o z n a č n ě a kon-
formně zobrazi t i na obor omezený j edno tkovou kružnic í roviny t pomocí 
funkce 

x + p 
b = l + <ř* 

kdež komplexní k o n s t a n t a Q hoví nerovnině 1. P ř i t o m odpovídá 
bodu 0 v rovině r bod q roviny f , b o d y n a obvodu kružnice r obvodovým 
b o d ů m kružnice vni t řn í body v rovině r v n i t ř n í m b o d ů m v rovině 

Protože p a k funkce zobrazuj ící jest ana ly t ická i p ro 

jest zobrazení t o to konfo rmní a v z á j e m n ě jednoznačné t a k é v okolí celého 
obvodu j edno tkové kružnice r . Dosadíme-l i nyní do zobrazuj íc í funkce 
t = ei(P a oddělíme-li reálnou a imaginárnou část , obdržíme p ro kružnici 
v rovině £ pa rame t r i ckou rovnici t y p u (1). T a k o v ý c h rovnic bude počet 
neomezený, protože k o n s t a n t a 9 jest l ibovolná v mezích 0 < | p | < l . 
T í m však nejsou n ik te rak všechny možnost i vyče rpány . 

Podle t oho , co j sme dosud uvážil i , jest 

1 + 9» e* v 
1 + p, 6' *<p + Q2 

= 1, 

') ein-eindeutig. 
•2* 
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p o k u d 

k l < i . I 

Tedy t a k é racionálná funkce 

M 1 + T T Q, 

sp lňuje rovnici 

pro každé reálné tp. Dále jest známo, že vzroste-li <p o 2 « , vzroste ampli-
t u d a komplexního čísla E*V + O 2 IT, kdež to amp l i t uda čísla 1 + ft É'> 
se nezmění. Totéž p la t í p ro eift> + q2 a 1 + q2 t i (f. Z toho všeho vyp lývá , 
že celkový vzrůs t amp l i t udy Čísla ^ (t**) při vz růs tu <p o 2 n jest roven 
nulle. P r á v ě t a k jest t o m u při součinu 

* ic*«) - 1 7 e i r + Qk l + 

kdež k o n s t a n t y Qt jsou všechny co do absolutní hodno ty menší než 
jedna . Dále jest t a k é pro každé reálné <p splněno 

U tvo řme nyní funkci 

» ( « ) = g + p T T r + ( * • 1 + (i2) 
K ) 1 + p r 1 1 1 + p f c r r + Qk ' 

k | < i , \Q*\< i, k » ' l < i . 

Podle předcházej íc ího jest | ^ [ei(p) | = 1 p ro každé reálné <jp a ampli-
t u d a čísla ^ ( e t f ) vzroste o 2 it, vzroste-li q> o 2 it. Probíhá- l i t edy r v rovině r 
body obvodu jedno tkové kružnice, p rob íhá £ def inované rovnicí 

: = (i3) 

body obvodu jednotkové kružnice v rovině £ t ak , že každému r odpovídá 
j edno jediné1 

Proběhne-l i r celý obvod kružnice, p roběhne t a k é £ v rovině své 
celý obvod kružnice. 

Nás ledkem toho můžeme v Cauchy-ho integrálu p ro funkci F (z) 
ana ly t ickou uvn i t ř j edno tkové kružnice 

(4 
dosadi t i g = if> (c*'?) a in tegrovat i v mezích tp — 0 až <p — 2 ar. Př i integraci 
podél j edno tkové kružnice (k) nezáleží to t iž na t o m , jak p rob íháme body 

A) Amplitudou komplexního čísla a + i b = v eiy> rozumíme reálné číslo tp. . 
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je j ího obvodu. Tak na př . můžeme in tegrova t i podél oblouku z bodu A 
do bodu B, zpé t z bodu B do A a opět z A do B. T e n t o pos tup jest ekviva-
lentní s pouhou integrací z A do B. P o d s t a t n é jest jenom, aby integrační 
p roměnná zachováva la absolutní hodnotu rovnou jedné a aby její ampli-
t u d a vzrost la p r ů b ě h e m celé integrace p ro t i počáteční hodnotě p rávě 
o 2 jt. To vše jest v našem př ípadě splněno. Zcela podobně jest t o m u při 
funkc i F (z) ana ly t ické uvn i t ř k ř ivky C, def inované rovnicí (1) nebo (la). 

V Cauchyho integrálu p ro t u t o funkci 

F (/) dj_ 
z V ' ¡¿JTř J t — 

f (e1'») dosadili j sme ve vzorci (2) t = 

Místo t oho můžeme podle hořejších ú v a h psá t i 

/ [ » ( * ' * ; ] Me**) . 
g [ * ( * " . ] ' 1 ) 

kdež /3 (u), g3 (u) jsou nesoudělné po lynomy, a in tegrova t i v mezích qp =• 0 
až <p = 2 5r. 

T a k obdržíme p ro F (z) nový rozvoj s t e jného sice t y p u j ako (5), 
avšak pos tupu j í c í podle j iných funkc í a maj íc í j iné k o n s t a n t y A t , 

Ne t ř eba snad př ipomína t i , že vý raz 

vede separací reálné a imaginárně část i k nové pa ramet r i cké rovnici p ro 
k ř ivku C. 

J e ž t o p a k rovnicí (12) def inoval i jsme neomezený počet funkcí i> (v), 
můžeme si s j edna t i p ros t ř edn ic tv ím rovnice (14) neomezený počet rozvo jů 
t y p u (5) p ro j ednu a touž funkc i F (2) ana ly t i ckou uvn i t ř a na obvodě 
k ř ivky C. J a k takové- rozvoje od sebe se liší, ukážeme na nej jednodušší 
kř ivce C, to t iž na kružnic i x2 + y2 = a2. 

1. Kružnice u v a ž o v a n á má pa rame t r i ckou rovnici 

x = a cos <p, y = a sin q>; 

, . f(e*v) ae*v 
x 4- 1 v = . - . 

Tedy jest 

g (|) = 1, (kořeny /3 neexistuj í , p = 0) 

/ ( É ) - * " g ( É ) s 3 a É - * = 0. 

Pro tože p = 0, jest r = l a t e d y p ro 

a — — 
a 

pla t í | « | 1, což jest zde os t a tně samozře jmé. 

XLI. 



22 

Rozvoj p ro funkc i F (z) ana ly t ickou uvn i t ř a na obvodě kružnice 
jest t e d y podle (5) 

<"> 
* = 0 

1 2 -1 1 
Ak = -J— f j ? (fl e-livd<p = 4rF») (o). 

Z 5ř % fíl O 

Je s t t o rozvoj Tay lorův , k t e r ý zde p r o j e v u j e přís lušnost svoji k nej-
jednodušš í pa ramet r i cké rovnici kružnice. 

2. P r o touž kružnic i můžeme však psá t i mís to 

x + i y = a t*f, 
výraz 

x + i y = aý (c'*). 
Tedy na př. 

, . f {¿v) a(6*V + Q) , , - , 
x + i v = , . = — , o < ! 1. 

Z toho plyne 

g (|) = 1 + Q £ = 0, 

! (í J — 2 g (I) = (A — Z if) £ + Q — z = 0. 
Tedy jest 

0 = I 0 I > 1 . P = °> ' = L 

« = Z ~ Q
 , M < i . 

a — QZ ' 

Rozvoj (5) zde bude p ro touž funkc i F (2), k t e rou jsme rozvinuli 
v předeš lých řádcích, 

' w ^ + N í ř r ) ' <16> 
k = 0 v 

A = L _ *?F (a + ^ \ Q-dje^) 
2 * ř j V 1 + p e ' * / l + p ^ v ' 

Koef ic ien tům můžeme dá t i j iný tva r . Pro tože 

FÍa Z + * ) a 1 

V 1 + QZ/ 1 + ^ 2 
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jsou funkce ana ly t ické pro všechna z ležící uvn i t ř j edno tkové kružnice, 
jes t 

A =0, 

' • - M t M - t & T ) ] -
* = o 

Tay lorova ř a d a jeví se n á m jako zvláštní p ř ípad rozvoje (16), vznika-
jící položením 

(j = 0. 

3. K ladme opět , j ako předešle, 

x + i y = a iff (e 
a dosadme na př . 

= 1*1 < L 

P a k jest 
f [é*) _ ae%iv + aeeZirr 

x + i y g{e%f) e** + e 

g ( f ) = * + a = 0, 

l ( t ) - z g ( Š ) = a e p +a ? - z Š ~ z e = 0. 

Kořen rovnice g (¿) = 0 jest zde fl = — « a t e d y (/3| < 1, p = 1, 
r = 2. Budou t e d y mí t i d v a kořeny rovnice / (|) — 2 g (|) = 0 abso lu tn í 
h o d n o t u menší než j edna p ro všechna z ležící u v n i t ř kružnice . Tře t í ko řen 
bude mí t i absolu tn í hodno tu větší než jedna . Klademe-l i ješ tě specielněji 

í = obdržíme pro t y t o kořeny: 
O 

«1 = —y={)l(z + a) (VJ— i YJ) + )l(* + a) (Va + i YJ) }— 1, 

« 2 = - y = { y \ / ( * + «) ( V 7 - i YJ) + f-\l(z + a) (YJ+ i YJ) } - 1, 

« 3 = - ^ = { y 2 \ / ( 7 + a ) ( V T - i V T ) + yV(* + a ) ( v r + í V 7 ) } - i , 

- 1 + i v 3 
y = 2 • 

Chceme-li určit i , k t e ré « má absolu tn í h o d n o t u menší než 1, s tačí 
s tanovi t í t o p ro jediné z ležící uvn i t ř kružnice. Volme na p ř . 2 = 0. 
P a k jest 

«i = — 3, a 2 = a 3 = 0. 

J e s t t e d y pro všechna z splňuj ící nerovninu 

\z\<a, | « , | > 1 , 1^1 < 1 , | « , | < 1 . 
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Rozvoj (5) p ro funkc i F (z) ana ly t i ckou u v n i t ř a n a obvodu kružnice , 
k t e rou j sme již rozvinuli ve t v a r u (15) a (16), jest zde t edy 

F{z)= A + 2 Ak («/ + «3*; + Ž Bk « - * (17) 
k = 0 k = 1 

4 - _ 1 Y f ( a c3ÍV + 3 a C"ÍV ^ 3 ei<P d y 

' 2 n \ \ 1 + 3 ^ ) l + 3 e ť ^ ' 

1 pT / ae3i*> + 3 a e 2 i * \ k . 

Bk = — T^ ^ i 
* 2 jt J V. 1 + 3 ) ^ o 

Rozvě tvovac í body kořenů (z), a 2 (z), a3 (2) jsou zde pa t rně : z = 0, 
2 = — a, z = 00. Rozvě tvovac í řez příslušné Riemannovy plochy může 
t e d y j i t i po ose *-ové z bodu 0 do bodu — a, od tud pak do nekonečna. 
U v n i t ř k ružnice leží část řezu z bodu 0 do bodu — a. Na t é to část i řezu 
v y m ě ň u j í se kořeny a 2 (2) a a 3 (2). F u n k c e a2* (2) + a3

k (z) zůs tává tedy 
j ednoznačnou p ro všechna 2 ležící uvn i t ř kružnice. Podobně jest t o m u 
s funkc í a{~k (z). 

I I . Obecný obor jednoduše souvislý. 

§ 1. Budiž K konečný obor j ednoduše souvislý vymezený v rovině 
komplexní p roměnné 2. Úkolem naš ím jest nalézt i pomocí př ís lušného 
Cauchyho integrálu rozvoj nebo více rozvo jů pro funkc i F (z) ana ly t ickou 
j ak v oboru K t a k i n a hranic ích jeho. 

O tom, čím jest hranice p ros to ru K t vo řena , není p ř i t o m nic řečeno. 
To však b y n á m znemožnilo rozřeši t i p rob lém pomocí p ros t ředků , k t e r é 
n á m nyně jš í s t a v funkčn í theor ie d á v á k disposici. 

A b y c h o m k cíli dospěli, mus íme si dř íve f ixovat i hranic i p ros to ru K 
pomocí ně j aké k ř ivky , jejíž rovnici b y c h o m dovedli sestroji t i . K t o m u 
uži jeme p o z n a t k u , na k t e r ý upozorni l W. Osgood v Annals of Math. Ser. I I . 
Vol. 14, p. 144. 

Vě t a t a zní : Ať jest hranice oboru K j akkol iv u tvá řena , dá se vždy 
ses t roj i t i regulární a uzav řená k ř i v k a ana ly t i cká C, k t e r á se k hran ic ím 
pros to ru K z v n ě j š k u (nebo z vn i t řku) t a k těsně p ř imyká , j ak jen chceme. 
Vě tu t u sestroj i l j m e n o v a n ý a u t o r k j inému účelu, my ji však použi jeme 
k řešení našeho p rob lému nás leduj íc ím způsobem. 

O funkc i F (2) j sme předpokládal i , že jest ana ly t ickou i na hranici 
p ros to ru K, což můžeme vyloži t i t a k é t a k , že jest ana ly t i ckou v j i s tém 
p o p ř ípadě velmi úzkém proužku , l emuj íc ím zevně h ranic i oboru K. Podle 
c i tované v ě t y Osgoodovy můžeme nyn í ses t ro j i t i př ís lušnou ana ly t i ckou 
k ř ivku C t a k , že celá p rob íhá v onom úzkém proužku . Funkce F (z) b u d e 
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t e d y ana ly t i ckou p ro všechny vni t řn í i obvodové body k ř ivky C. D e j m e 
tomu, že dovedeme nyn í sestroj i t i n ě j a k ý rozvoj funkce F (z) p l a tný p r o 
všechny vn i t řn í body k ř ivky C. Protože všechny body oboru K leží uvn i t ř 
k ř ivky C, bude rozvoj jmenovaný p la t i t i t a k é p ro všechny body oboru K, 
což p r á v ě bylo naš ím cílem. 

Celý problém se t edy r e d u k u j e na vyh ledán í rozvojů p ro funkce 
ana ly t ické uvn i t ř a na obvodu regulární uzavřené k ř ivky analytické C, 
omezující obor jednoduše souvislý. 

Vy jdeme ze známé v ě t y o konfo rmním zobrazování : Obor omezený 
kř ivkou C v rovině z dá se vzá jemně jednoznačně a k o n f o r m n ě zobrazi t i 
na obor omezený j edno tkovou kružnicí v rovině Zobrazení t o t o jest 
t a k é na hranicích vzá j emně jednoznačné, spoj i té a konformní.1) Zobrazení 
dáno jest funkc í 

^ = / (C), (i) 

kdež / (£) jest funkce ana ly t ická uvn i t ř i na obvodu j edno tkové kružnice. 
J ež to t a t o funkce jest ana ly t i cká i n a obvodě j edno tkové kružnice , b u d e 
analy t ickou t a k é v j i s tém po př ípadě velmi úzkém p r o u ž k u lemuj íc ím 
zevně j edno tkovou kružnici . D á se t e d y v ž d y sestroj i t i kružnice sous t ředná 
s j ednotkovou , jej íž poloměr jest o něco větš í než jedna , k t e rá však přece 
probíhá úplně uvn i t ř onoho proužku . Z toho plyne, že / (£) lze rozvinout i 
v ř a d u 

f(Z)=a0 + a]Z + a2? + a3P+..., (2) 

jejíž poloměr konvergence jest o něco větší než jedna . 
Dosadíme-l i nyní do rovnice (1) £ = e*v a separujeme- l i na levo 

i na p r á v o reálnou a imaginárnou část , obdržíme pro k ř i v k u C pa ra -
met r ickou rovnici 

* = /, (ei<p)> y = k ( e i v h (3) 

k t e rá jest úplně analogická rovnici (1) v oddílu I. Můžeme t edy opět 
očekávat i , že nás povede p ros t ředn ic tv ím Cauchy-ho in tegrá lu k n ě j a k é m u 
rozvoji p ro funkc i F (z) ana ly t i ckou uvn i t ř a na obvodě k ř ivky C. P išme 
t edy 

ř W = i t l M L , 
v ' 2*1 J t —z ' 

dosadme t = i (¿v) a i n t eg ru jme v mezích o < <p 2 n. Tedy 

<4> 
rp = 0 

Všimněme si nyní funkce % . / ' (£) a funkce / (g) — z. Obě jsou p a t r n ě 
ana ly t ické pro všechna g ležící uvn i t ř a na obvodě j edno tkové kružnice . 
Položme si nyní o tázku , p ro k te ré % s t ává se rozdíl / (g) — z r o v n ý m nulle. 

Viz n. př. Osgocd 1. c. p. 682. 
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Z rovnice (1) a z předcházej íc í v ě t y usuzu jeme , že jest t o možné j enom 
p r o jediné g položené u v n i t ř j edno tkové kružnice . Označme to to £ pís-
menou £0 a opišme kružnic i se s t ř edem v p o č á t k u procházej ící bodem f 0 . 
T a t o kružnice a konvergenční kružnice ř a d y (2) de f inu j í n á m j is té mezi-
kruží , v němž jest funkce (/ (£) — z) ana ly t i ckou a od nully různou. Z t oho 
vyp lývá , že podíl 

g • i' (t) 
f [i: - 2 

jest p r o všechna £ ležící v j m e n o v a n é m mezikruží funkcí ana ly t ickou 
a že se dá t e d y rozvinout i v ř a d u L a u r e n t o v u 

t P T ^ <*» 
* k = — n 

Pro tože j edno tková kružnice roviny £ leží celá uvn i t ř uvažovaného 
mezikruží , konve rgu je ř a d a (5) t a k é p ro £ = e*v a to j ak známo s te jno-
měrně a abso lu tně p ro všechna reá lná <p. Dosadíme-l i t edy ř adu (5) do 
rovnice (4) a in tegrujeme- l i člen za členem obdržíme pro F (z), rozvoj 

F (z) = 2Akbk (z), (6) 

k = — oo 

1 ^^ 
Ah = [/ (¿V)] ek*v d q>. 

o 
Př i t o m jsou, j ak z rozvoje (5) vyp lývá , bk (z) j is té funkce veličiny z 

určené in tegrá ly 

= p ^ h - * - * ™ ' * (6«> 
90=0 • v ' 

T y t o funkce jsou t e d y nezávislé n a t v a r u funkce F (z). 
Rozvoj (6) tvoř í analogon rozvoje (5) v oddílu I. Ten to možno jest 

dokonce v m n o h ý c h p ř ípadech urči t i j akož to specielní p ř ípad rozvoje 
o n o h o ; nikoliv však vždy . Rac ioná lná k ř i vka algebraická, k t e r á tvoř i la 
podk lad ú v a h oddílu I., nemusí b ý t i to t iž v ž d y regulární k ř ivkou ana ly-
t ickou, k t e r á nesmí mí t i h ro tů . A b y c h o m uvedl i u rč i tý př íklad, vzpomeňme 
si na racionálné epicykloidy a hypocyklo idy , k t e ré m a j í h ro ty . 

Uvážíme-l i nyn í celý pos tup , j ímž j sme si z jednal i rozvoj (6), objeví 
se n á m t e n t o rozvoj j ako důsledek rovnice (1) anebo paramet r i cké rovnice 
k ř ivky C d a n é vzorcem (3). K d y b y c h o m dovedl i si z j edna t i j inou p a r a -
met r ickou rovnici , dostal i b y c h o m p a t r n ě p r o funkc i F (z) j iný rozvoj 
t y p u (6). Použ i j eme k t o m u opět j ak v ods tavc i I. funkce # (r) def inované 
t a m rovnicí (12): 

M - T + g T T r + 9* 1 (7) 
* ( r ) - T + 7 ^ ' I I T + ^ T T - " T + - Í T ( 7 ) 
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§ 2. F u n k c e ^ (*) jest ana ly t i cká v okolí j edno tkové kružnice 
roviny r . Značí-li to t iž « ne jvětš í z abso lu tn ích hodno t čísel q, p,, . . . Qn 

a if ne jvě tš í z abso lu tn ích hodno t čísel Qx', Q2', . . . (>»', jest ^ (*) analyt ické 

p ro všechna z splňuj ící nerovninu > !> «?> t o jest p ro všechna r 

uzavřená v mezikruží , jehož jeden poloměr (i?) jest menší než j edna 

a d r u h ý ( - j - ) větš í než jedna . Dále víme, že £ def inované rovnicí 

: = (7«) 
p rob íhá ve své rovině j edno tkovou kružnici , probíhá- l i j i z ve své rovině. 
Pro tože p a k ý (z) jest spoj i tou funkc í v mezikruží shora def inovaném, 
b u d o u odpovída t i b o d ů m z, ležícím v okolí j edno tkové kružnice, body £ 
ležící rovněž v okolí j edno tkové kružnice. To z n a m e n á : 

Uzavřeme-l i z do velmi úzkého mezikruží , v jehož v n i t ř k u p rob íhá 
j edno tková kružnice, budou všechna t ě m t o z odpovída j íc í £ = ^ (r) 
vyp lňova t i j i s tý obor (k) v rovině £, jenž se dá opět celý uzavř í t i v j i s t ém 
úzkém mezikruží , obsahuj íc ím j edno tkovou kružnici £. Je- l i nyn í G (£) 
funkce ana ly t i cká v t o m t o mezikruží , jest j is tě ana ly t ickou i v oboru (k). 
Pro tože p a k funkce ana ly t i cká j iné ana ly t ické funkce jest opět ana ly t ickou , 
jest G ty (r)] ana ly t i ckou funkc í veličiny z p ro všechna z ležící v př ís lušném 
mezikruží . 

Mezikruží roviny £ může b ý t i učiněno nás ledkem spoj i tos t i f unkce 
^ (z) vhodnou volbou mezikruží z l ibovolně úzkým. Z t oho v y p l ý v á v ě t a : 

Je- l i G (£) funkce ana ly t i cká v okolí všech b o d ů j edno t -
kové kružnice roviny £, dá se vždy ses t roj i t i v rovině z mezi-
kruží , obsahuj íc í u v n i t ř j edno tkovou kružnici t ak , že f unkce 
G ty (r)] jest ana ly t i cká v t o m t o mezikruží . 

Z důvodů , k t e r é j sme pod robně vyložili v 3. p a r a g r a f u oddílu I.f 

můžeme Cauchy-ho integrál p ro funkc i F (z) psá t i ve t v a r u 

O funkc i ^ ^ ^ jsme dokázal i již dříve, že jest ana ly t i ckou 

v j i s tém okolí j edno tkové kružnice £. Podle vě ty (£) jest t e d y / ty Cr)]^ 2 

ana ly t i cká funkce veličiny z v j i s t ém okolí j edno tkové kružnice roviny z. 
Rovněž funkce z. (z) b u d e ana ly t i ckou v j i s tém okolí j edno tkové k ruž-
nice a t o ve s t e jném j ako ijf (z). 

Okolí j edno tkové kružnice př ís lušné funkc i , 1. — kombinováno 
J /IX*)]—* 

s okolím p ř í s lušným funkc i r . V' (*) d á v á opět j is té okolí j edno tkové 
kružnice v rovně r , v němž jest ana ly t i ckou funkce 
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x./'[4, (»)] . (v) 

Můžeme t e d y R (r) v př í s lušném mezikruží pro v rozvinout i v ř adu 
L a u r e n t o v u 

+ OD 

kdež 

R ( t i = £bk.tk
> (9) 

k = — ao 

+ (9a) 

R a d a (9) jest p l a tnou i p ro r = e**. Tak z ískáváme nás ledkem 
integrálu (8) p ro F (z) rozvoj 

F(z) =+£AH.bk (z), (10) 
K = OD 

kdež 
2 .T 

Ak = - ^ L - [ i , (¿v^e^rdy. 
o 

Rozvojů toho to t y p u můžeme sestroj i t i p ro jednu a touž funkc i F (z) 
ana ly t i ckou uvn i t ř a n a obvodě téže kř ivky C neomezený počet , protože 
p rávě funkc í ift (r) exis tu je neomezený počet . Rozvoj (6) jest zv láš tn ím 
p ř í p a d e m rozvoje (10), z něhož vznikne, položíme-li il>.(eiv) = e*v. 

K rozvo jům (10) j sme dospěli, vyšedše z konformního zobrazení 
v n i t ř k u k ř ivky C n a vn i t řek j edno tkové kružnice daného zobrazuj íc í 
funkc í (1). Místo t é t o funkce mohli j sme zvoliti t a k é každou j inou, zobrazu-
jící okolí j edno tkové kružnice v rovině £ na okolí k ř ivky C v rovině z 
v z á j e m n ě jednoznačně a konfo rmně tak , že body obvodové obou kř ivek 
si v z á j e m n ě jednoznačně odpovídaj í . Z t ěch to funkcí , mimo onu danou 
rovnicí (1), jest z n á m a ještě následující . Podle n a u k y o kon fo rmn ím 
zobrazování dá se vždy vnějšek j edno tkové kružnice zobrazi t i na vně jšek 
k ř ivky C funkc í 

z = g(t) =k*Cktk ( 11) 
A= - o o 

v z á j e m n ě jednoznačně a konfo rmně t ak , že body obvodové obou kř ivek 
si v z á j e m n ě jednoznačně odpovída j í a zobrazc ní jest konfo rmní i v okolí 
obou kř ivek. 

R a d a (11) m á vn i t řn í poloměr konvergence o něco menší než j edna . 
T a t o funkce g (£) může t e d y v rozvoj i (10) nas toup i t i mís to funkce / (g). 

Rozvoj p r o p rob lém vnější, j ak j sme ho def inoval i na p o č á t k u 
p a r a g r a f u 2. v oddílu I . t fo rmálně se n i j ak neliší od rozvoje (10). Je- l i to t iž 
H (z) funkce podobně def inovaná j ako v oddílu I. § 2., b u d e p a t r n ě 

H{z)=-+ZBkbk(z) (12) 
k= - « 
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BK = - ¡H [./ ty (e '*)] ] d q>. 
0 

Př i t o m jest opět j ako při (10) 

^ - ^ r ^ r r ^ ^ <-> 
N a p r v ý pohled p řekvapu je , že funkce F (2) ana ly t i cká u v n i t ř 

k ř ivky C a funkce H (z) ana ly t ická vně k ř ivky C d a j í se rozvinout i 
v rozvoje (10) a (12), pokračuj íc í zdánl ivě podle t ý c h ž funkc í (2). Ne-
smíme však zapomenout i , že ve vzorci (9 a) značí z v n i t ř n í b o d k ř i v k y C, 
kdež to ve vzorci (12a) vnější bod. Abychom si onu různos t blíže objasnil i , 
zvolme na př . mís to k ř ivky C j edno tkovou kružnic i . P a k jest / (£) = 
dále volme co nej jednodušej i ^ (*) = T a k obdrž íme p ro bk (2) in tegrál 

1 Ye-^dje**) 
hk { z ) = • 

u 

Místo toho můžeme p a t r n ě psá t i 

2 % 1 J t — 2 

kdež in tegrace v z t a h u j e se k j edno tkové kružnic i c. Budiž nyn í j a k o 
v (9 a) | z | < 1. P a k jest 

1 r l~k d t ř z~k p ro k < 0, 
2 j t i J t —z l 0 p r o f c > 0 . 

Je- l i však j ako ve (12a;) \z \ > 1, bude 

1 r i~kdt í 0 p ro k < 0, 
2 3r / J ' — 2 l — 2 ~ a p ro £ > 0. 

P ro J21 1 dos táváme t edy ř a d u L a u r e n t o v u a p ro | 2 | < 1 ř a d u 
Taylorovu . 

Z t oho plyne, že vzorce (9a) a (12a), k te ré jsou formálně s te jné, 
def inu j í přece každý j inou funkcí veličiny 2. 

Rovnice (9a) může bý t i t a k é p sána ve t v a r u 

kdež integrace v z t a h u j e se k j edno tkové kružnici v rovině t a funkce 
5 (ii, z) jest spoj i tou funkc í obou neodvislých p r o m ě n n ý c h t a 2, zůs tává- l i 
j en t na kružnic i c a 2 uvn i t ř k ř ivky C. Mimo t o jest p a t r n ě 5 [t, 2) pro. 
l ibovolné t na kružnici c, považováno jsouc za funkc i j enom p roměnné z, 
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funkcí ana ly t i ckou p r o všechna z ležící uvn i t ř C. Z toho vyplývá, 1 ) že 
fa (2) jes t funkc í ana ly t i ckou p r o všechna z ležící uvn i t ř k ř i v k y C. 

P r á v ě t a k se dokáže, že t a k é (12 a) de f inu je funkc i ana ly t i ckou p r o 
všechna z, ležící v n ě k ř i v k y C. 

Výsledek můžeme sh rnou t i ve v ě t u : 

F u n k c e F (2) ana ly t i cká všude uvn i t ř a na obvodě 
uzavřené , regulární k ř ivky ana ly t ické C dá se rozvinout i 
v rozvoj t v a r u (10), kdež funkce fa (z), ana ly t ické p ro 
vn i t řn í body k ř ivky C, jsou závislé jedině na t v a r u t é t o 
k ř i vky , n ik t e r ak však na funkc i F (2). 

T o u t o jsou u rčovány jen koeficienty Rozvo jů . . (F) 
t a k o v ý c h ex is tu je p ro j ednu a touž funkc i F (z) a pro j ednu 
a touž k ř i v k u C neomezený počet . 

P o d o b n á vě ta p la t í p ro funkc i H (z) ana ly t ickou 
všude vně i n a obvodě k ř ivky C. Př ís lušné funkce bk (2) jsou 
p ř i t o m u r č o v á n y formálně s t e jnými vzorci j ako shora. 

§ 3. Hleďme nyn í urči t i , k t e r ý ne j jednodušš í t v a r mohou pro d a n o u 
k ř i v k u C p ř i jmou t i funkce fa (2). Funkce t y def inovány jsou rozvojem (9) 
nebo in tegrá lem (9a). Z oboj ího vidíme, že ne j jednodušš í t v a r můžeme 
očekáva t i př i volbě ^ (T) = r . Pak jest 

R(r) = / (TJ — 2 
V 

H = - 0 0 

(13) 

Z rovnice (1) víme, že každému r ležícímu uvn i t ř j edno tkové k ruž -
nice odpovídá j is té z = f (x) ležící u v n i t ř k ř ivky C v rovině 2. 

V rovnici (13) vysky tu j í c í se rozdíl / (x) — 2 bude t e d y od nully 
r ů z n ý m pro všechna r splňuj ící nerovninu r ^ 1, p o k u d jen 2 p ř e d s t a v u j e 
bod ležící vně k ř i vky C. Z dř ívějš ího víme, že v f (v) a rovněž / (t) — 2 
j sou ana ly t i cké f u n k c e veličiny v, p r o všechna x ležící u v n i t ř nebo n a 
obvodě j edno tkové kružnice. Z t oho a z předešlého vyp lývá , že jest p r o 
t á ž t t a k é ana ly t i ckou funkce R (x); L a u r e n t o v a ř a d a (13) se t e d y r e d u k u j e 
v t o m př ípadě n a ř a d u Taylorovu , t o jest 

r ť (r) 
(14) 

ft=0 
[b-k (z) = 0]. 

Položíme-li sem mís to / («) rozvoj (2), znásobíme-li obě s t r any rovnice 
rozdí lem / (r) — 2 a porovnáme- l i n a obou s t r anách koeff ic ienty s t e jných 
mocn in r , obdrž íme pro bk (z) r eku r ren tn í formule : 

&o = 0, 
bt. (a0 — z) + bk-1 ax + bk-.2a2 + + bL. ak-i — h . ak = 0. . . . (15) 

») Osgood 1. c. p. 307. 7. Satz. 
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Je s t t e d y 

bl{z)=—aÍL-; b2(z)= 2a° * 
a0 — z' a0 — z (a0 — z)2 

h (,) = — - i i f ^ + - r ^ - n - , a td . 
8 V ' — 2 K —2)'- ^ K — 2)3 

Vidíme, že bk{z) jest po lynom k- tého s tupně veličiny (a0 — z)~x. 
Připomeneme-l i si, že j sme předpokláda l i z ležící vně k ř i v k y C, usoudíme: 

K a ž d á funkce H (z) m á rozvoj t v a r u 

H(z) = SAkbk(z) (16) 
k=i 

kdež b* (2) j sou určeny rovnicemi (15) a 

1 2 , ř 

Ah = - — J f f [/ e»*dip. 
o 

Všimněme si ještě, že r ekur ren tn í vzorce (15) jsou ident ické s Newton-
ovými vzorci p ro součet &-tých mocnin všech kořenů algebraické rovnice . 

P o d o b n ý j ednoduchý rozvoj p ro funkc i F (2 ana ly t i ckou u v n i t ř 
k ř ivky C obdržíme, užijeme-li mís to zobrazení daného rovnicí (1) zobrazení 
pomocí funkce (11). 

F u n k c e Ď* (z) budou zde def inovány opět rovnicí obdobnou rovnici (13) 

R (*) = - 4 T — = S 'b> (*) • T* (17) 

Podle definice jsou obě funkce x . g' (x) a [g (t) — 2 ] ana ly t ické p r o 
všechna r ležící vně a n a obvodě kružnice j ednotkové . D r u h á z t ě c h t o 
funkc í není p r o žádné t a k o v é % rovna nulle, leží-li 2 uvnitř k ř i vky C. 
Je s t t e d y t a k é R (r) ana ly t i cké v onom oboru. 

Mimo t o jest p a t r n ě podle (11) 

lim R (x) =-- 1 
T = 00 

a t e d y 

= 1 + S h <2> •i" 
Tg' M 

« W - , = , 

Dosadíme-l i sem za g (v) rozvoj (11), násobíme-l i obě s t r any rovnice 
rozdí lem g (v) — 2 , obdržíme p ro bk (2) r eku r r en tn í formule : 

h {*) = 1 

b-k . cx + 1 . (r0 — 2) + b-k+2 c-1 + c-2 + . . . . + 
+ 6_ i c_a + 2 + / ; . = 0 (18) 
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Je s t t edy 

b-i{z)=— , o_2 (z) = "i — 

{x) = J j ^ g ž l , 3 i - * (* a t d . 
Cj Cj- Cj 

(2) jest p a t r n ě po lynom ¿ - t ého s t upně veličiny (z — c0). R e k u r r e n t n í 
formule (18) jsou opět ident ické s Newtonovými . 

T a k získali j sme p r o funkc i F (2) ana ly t i ckou uvn i t ř a na obvodě 
k ř ivky C rozvoj po lynomický 

F(z) = ~£Akbk(z), (19) 
k = 0 

kdež bh (z) určeno jest formulemi (18) a 

A k = ekivd<p-
o 

Rozvo j (19) jest i den t i ckým s rozvojem Faberovým. 1 ) 
Vidíme t e d y : 

Ne j j ednodušš ím z rozvojů t y p u (10) p l a t n ý c h pro 
funkc i F (z) jest F a b e r ů v po lynomický rozvoj (19). 

Ne j j ednodušš ím z rozvojů t y p u (12) p l a t n ý c h pro 
funkc i H (2) jest rozvoj (16) pokračuj íc í podle j i s tých 
po lynomů veličiny (2 — a0)~ 1

f kdež a0 značí j i s tý bod, ležící 
u v n i t ř k ř ivky C. 

Rozvoj (16) možno t e d y p o v a ž o v a t i za j i s tý p ro tě j šek k rozvoj i 
Fabe rovu . 

Pohlédneme-l i nyn í zpět na všechny v ý v o d y ods tavce I I . , seznáme, 
že nejobecnějš í rozvoje (10) a (12), ke k t e r ý m jsme dospěli, vyp lynu ly 
z rovnice 

2 = / | > (*)] \ 
anebo L (20) 

* = g [* (*)]• J 
Obě t y t o rovnice zobrazu j í n á m okolí j edno tkové kružnice v rovině z 

n a okolí k ř i v k y C v rovině 2 t a k , že b o d ů m jedno tkové kružnice odpo-
v ída j í body k ř ivky C. Př i t o m o d p o \ í d á sice každému r j edno jediné 2 
a v š a k k a ž d é m u 2 může odpov ída t i několik r . Není t e d y zobrazení t o t o 
v ž d y vzájemně j ednoznačné . Nemůžeme n ik t e r ak tv rd i t i , že rovnice (20) 
v y č e r p á v a j í všechna možná zobrazení t oho d r u h u . E x i s t u j í p r avděpodobně 
j eš tě j iná t a k o v á zobrazení . Označíme-l i však k te rékoi iv z nich rovnicí 

z = h{v) Í21) 

») M. Faber 1. c. 
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do jdeme vždy k rozvoji t y p u (6), (10) nebo (12), kdež n a h r a d í se j enom 
funkce / (w) funkc í h (u). 

Rovněž funkce ijf (z) de f inovaná rovnicí (7) není jediná , k t e r á sp lňuje 
přís lušné požadavky . OznaČíme-li na př . V i (*)» (v) dvě funkce defino-
vané rovnicí (7), poznáme snadno, že všechny p o ž a d a v k y k ladené na 
funkc i ij; (z) v p a r a g r a f u t ř e t í m v oddílu I. a v p a r a g r a f u d r u h é m od-
dílu I I . sp lňuje t aké funkce ijfx ty? (*)]. Tak bychom mohli pokračova t i 
v kons t rukc i př ís lušných funkc í do nekonečna. Snad t í m způsobem opět 
nevyčerpáme všechny funkce t y p u ^ (r). Možná, že exis tu j í ješ tě j iné. 
Označme % (z) j ednu z nich. Sestrojíme-l i mís to (21) zobrazuj íc í funkc i 

z = h\x (*)] = M*) (22) 

seznáme, že hx (z) jest téhož t y p u j ako h (r). 
Víme tot iž , že z = h (£) zobrazu je okolí j edno tkové kružnice v ro-

vině £ na okolí k ř ivky C v rovině z t a k , že body kružnice odpov ída j í b o d ů m 
kř ivky . Dále víme, že t — X ( r) zobrazu je okolí j edno tkové kružnice 
v rovině r na okolí j edno tkové kružnice v rovině £ z n á m ý m způsobem. 
Zobrazu je t e d y funkce z — hx (z) okolí j edno tkové kružnice v rovině z 
na okolí k ř ivky C v rovině z t í m způsobem, j a k ý jsme požadoval i p r o 
funkc i (21). Konečný úsudek lze t e d y vys lovi t i t a k t o : K a ž d á funkce (F z) 
dá se rozvinout i v rozvoj (6), kdež však j sme nahrad i l i f u n k c i / (u) 
funkc í h (u). 

I I I . Obor mnohonásobně souvislý. 

Řešení vn i t řn ího a vně jš ího p rob lému p ro obor j ednoduše souvislý, 
omezený ana ly t ickou k ř ivkou C z a h r n u j e v sobě t a k é řešení p rob lému 
p ro obor mnohonásobně souvislý omezený někol ika Osgoodovými kř iv-
kami C, vzá j emně se nepro t ína j íc ími . 

P robe řme blíže obor dvo jnásobně souvislý, omezený vně k ř ivkou Cx 

a uvn i t ř k ř ivkou C2. F u n k c e F (2) ana ly t i cká v t o m t o oboru i na obvodu 
obou kř ivek dá se psá t i ve t v a r u Cauchy-ho in tegrá lu 

1 r F j t J d t i 1 rF(t2)dt2 
u 2 JE i J tx — z 2 % i j t2 — z ^ 

Prvn í z těchso in tegrá lů můžeme rozvinout i v rozvoj t y p u (10) 
a d r u h ý v rozvoj t y p u (12) oddílu I I . T a k obdrž íme neomezený poče t 
rozvojů t v a r u 

F (z) = Ak (z) + +£bh 6»« {z) (2) 
k =—OB A - —OD 

Nej jednodašš í z ískáme, zvolíme-li mís to p r v n í ř a d y rozvoj F a b e r ů v 
(19) a mís to d ruhé ř a d y rozvoj (10) odd. I I . D o s t a n e m e 

3 
XLI. 



34 

. ^ 

%\ ai | 3 «3 j , 
-a*)*^ z-*aA " ' ' ' K ' o-

2 ď 

kdež k o n s t a n t y cv c0, c_ i , 2» a td . jsou závislé jedině n a t v a r u k ř ivky Cv 

k o n s t a n t y aQ, av a2, a td . na t v a r u k ř ivky C2, kdež to koef f ic ien ty Ak, Bk 
jsou u rčovány t v a r e m funkce F (z). 

Rozvoj (3) jest sevšeobecněním řady L a u r e n t o v y p ro mezikruží , 
na k te rou se r e d u k u j e př i 

ao = co> = «3 = «4 = . . . . = 0; c—i = C— 2 = C—z = . . . . = 0. 

Z př ík ladu t oho vyp lývá , j ak n u t n o p o s t u p o v a t i v p ř ípadě obecném. 
Funkce F {z) ana ly t i cká v oboru «-násobně souvislém, omezeném kř iv-
k a m i Cv C2. . . . . Cn, v y j á d ř í se in tegrá lem Cauchy-ho: 

Jednot l ivé in tegrály se pak rozvinou v ř a d y t y p u (10) nebo (12). 
Rozvo jů jest neomezený počet , z nichž ne j jednodušš í zase jest t en , k t e r ý 
vznikne už i t ím řad t y p u (19) p o p ř ípadě (16). 

F (i,) dtx r* F(U) dU + r F(tn)dfn 

U — 2 ^ to 2 ' ' ' ) ?n 2 

XLI. 
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