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ROČNÍK XXV. T R I D A I I . ČÍSLO 54. 

O rozvojích platných pro funkci analytickou 
v daném oboru. 

(Část druhá.) 

Napsal 

M I L O Š K O S S L E R . 

(Předloženo dne 11. listopadu 1916.) 

V prvé část i t oho to p o j e d n á n í z a b ý v a l j sem se vyh ledáván ím 
rozvo jů p l a tných p ro funkce ana ly t ické uvn i t ř nebo v n ě různých k ř ivek 
speciálních, h l avně p a k rac ionálných a odůvodni l j sem i obecnějš í v ě t u , 
vz tahu j íc í se k regulárn ím k ř i v k á m . 

Obsah d r u h é část i t vo ř í ú v a h y zcela obecné, založené n a p řesné 
definici ohraničuj íc í k ř ivky . Hlavn í výs ledky s h r n u t y j sou ve vě tách I . 
až V I . a v důsledcích I . až I I I . p ř ipojených k v ě t ě poslední . 

Zvláš tě v y t ý k á m obecnou rozvojovou vélu I . P o d k l a d e m j e j í m jes t 
obecné zobrazení okolí k ř i v k y n a okolí d a n é j edno tkové kružnice , k t e r é ne -
musí b ý t i an i v z á j e m n ě jednoznačné ani všude konfo rmní . T a k o v é zobrazeni 
v y p l ý v á na p ř . z každé pa rame t r i cké rovnice dané k ř i v k y . Užijeme-li 
t oho to zobrazení v Cauchy-ově in tegrá lu , dospě jeme ke čtyřem r o z v o j ů m 
I. vě ty . Mezi n imi d v a se v z t a h u j í k v n i t ř k u a d v a k v n ě j š k u k ř i v k y . 
Ex i s tu j e t e d y v z á j e m n á souvislost mezi vn i t řn ím a vně j š ím p rob lémem 
rozvo jovým. 

Podobného p o s t u p u použil pop rvé G. F a b e r ve dvou po jednán ích 
, , 0 polynomických rozvo j í ch" uveře jněných v Matheni. Ann. 1903, p . 389 
a 1907 p . 116. Uvažu j e však j en o p rob lému vnitřním a t o p r o zcela spe-
ciální p ř ípad zobrazuj ící funkce ja l : jest t o blíže vyloženo v o d d . I I . , § 2 
našeho po jednán í . Ve v ě t ě V I . a v důsledcích k ní p ř ipo jených o b j e v u j i 
se nullové rozvoje polynomické v zcela novém světle , čehož př íč ina spočívá 
p r á v ě v t o m , že u v a ž u j e m e současně o p rob lému v n i t ř n í m i v n ě j š í m . 

i) Rozpravy Č. A. II. tř., roč. XXIV., čís. 41. 
R o z p r a v y : RoC. XXV. Tf. II. C. 64. j 
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Věty IV. a V. j e d n a j í o rozšíření oboru konvergence odvozených 
ř a d ; m a j í snad v ý z n a m p r o theor i i analy t ického pokračování . Věc t a 
bude vyžadova t i h lubšího propracování . 

V celém předloženém po jednán í m á m e na mysl i j en o b o r y jednoduše 
souvislé. J e d n o d u c h ý m o b r a t e m , n a k t e r ý jsem upozorni l j iž v p rvé část i 
p . 33, d a j í se všechny výs ledky přenést i na obory mnohonásobně souvislé ; 
z t oho d ů v o d u se j imi zde vůbec nezabývám. 

I . Obecný rozvoj. 
§ i. Definice hranic a odvození rozvojů. 

R o v i n a komplexní p r o m ě n n é z budiž rozdělena uzavřenou anebo do 
nekonečna sahaj íc í k ř ivkou C n a d v a jednoduše souvislé obory Kx a K2. 
Aspoň jeden z t ěch to o b o r ů obsahu j e p a k bod nekonečný . P í smenou kf 

budeme označova t i k a ž d ý konečný a uzavřený obor , k t e r ý leží celý v obo ru 
K, a jehož hran ice se n ikde n e d o t ý k a j í hranic obo ru Kr. 

K ř i v k u C de f inu jme nás leduj íc ím způsobem. 
Nechť m á jednoznačná funkce 

z = g{r), (1) 

ana ly t i cká v celém mezikruží 

1 >r< | x | < R > 1 

a t a k é v okolí každého b o d u n a jeho hranic i nás leduj íc í v las tnos t i . 
1. Probíhá- l i x b o d y j edno tkové kružnice, t o jes t , je-li 

Z = cifP, O^tp <2«, 

nechť p rob íhá z ve své rov ině buď jeden nebo p o s t u p n ě někol ik regu-
lárních ob louků J o r d á n o v ý c h , k t e r é ve svém ú h r n u u tvoř í k ř i v k u C. 
P ř i t o m mohou se část i anebo i celé ob louky úp lně p o k r ý v a t i , t akže 
d v ě m a anebo i více b o d ů m n a j edno tkové kružnic i v rov ině x může odpo-
v ída t i jediný b o d k ř i v k y C. Body , v nichž spolu hran ič í j ednot l ivé ob louky 
J o r d á n o v y , rozdělí celou k ř i v k u C n a několik kusů. 

2. Oběhne-l i x j edno tkovou kružnici ve směru k l adném, nechť 
o b ě h n e z k-tý k u s k ř i v k y C w*-kráte ve směru k l a d n é m Vzhledem k o b o r u 
Kx a (nu—l)-nou ve směru záporném. In tegrace podél všech ob louků 
J o r d á n o v ý c h jest p o t o m ekviva len tn í s jednoduchou in tegrac í podé l celé 
k ř i v k y C v k l a d n é m směru . 

J e s t p a t r n o , že počet ob louků J o r d á n o v ý c h bude o d j edné r ů z n ý 

l) Z toho vyplývá, že R a r musí býti zvoleno menší respektive větší než pří-
slušné poloměry konvergence pro Laurentovu radu g (x). 

LIV. 



j en t enkrá t e , k d y ž aspoň p ro j eden bod kružnice j edno tkové ^ b u d e sp lněna 
rovnice *) 

ť (*i) = 0 

V t a k o v é m bodě b u d o u p a k h ran ič i t i d v a ob louky , o n ichž p ř e d -
pok ládáme dále, že k a ž d ý m á t a m svou t a n g e n t u . K d y b y to t i ž bylo v š u d e 
n a j edno tkové kružnic i 

IťW I >0, 

předs tavovala b y rovnice (1) podle definice k ř ivek J o r d á n o v ý c h j e d i n ý 
oblouk regulární k ř i v k y J o r d á n o v y . 

T a to definice k ř i v k y C rovnicí (1) jest velmi všeobecná . T a k 
n a př . každá regulární k ř i vka m á t akových rovnic neomezený poče t 
(viz I I . , § 1). Rovněž všechny speciální k ř ivky , k t e r é j sme zkouma l i 
v p rvé části t oho to po jednán í — t a k n a p ř . všechny k ř ivky rac ioná ln í — 
jsou z a h r n u t y v definici p r á v ě uvedené. 

Opírajíce se o Cauchyův integrál dokážeme nyn í nás leduj íc í vSe-
obecnou vě tu rozvojovou. 

Věta I. Nechť značí y jednotkovou kružnici v rovině v a h (v) libovolnou 
funkci, která jest od nully různou a analytickou v okolí každého bodu na kružnici y. 

Integrál 
I N W Y W . r W ^ 

2«« 0 £ (* )—* 
r 

definuje funkci (z) analytickou pro všechna z ležící v oboru Kv hranice vyjímaje. 
Týž integrál definuje jinou funkci 

2 ni j 
h (T) g* (T) . T - ( * + 1 ) 

g(x) —z dx = ch (z) 

analytickou pro všechna z v oboru K2 hranice vyjímaje. 
1. Každá funkce Fl (z) analytická v celém oboru K1

%) i v okolí každého bodu: 
křivce C dává vznik dvěma rozvojům 

Ak = 

+ 00 

I. Fí (z) = J] Ak bk (z), 
k- -00 
+ 00 

II. 0 = 
A - -oo 

Fl [g (*)]** dx 
2 ni J' h(x) 

*) Z toho vyplývá, že zobrazení dané rovnicí 

nemusí býti všude konformní a vzájemně jednoznačné. 
a) Obsahuje-li Kx bod nekoneCný, musl býti 

lim z . (z) = konečné konstantě. 
| f | -co 

-(2) 

LIV. 
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Rozvoj I. jest absolutně a stejnoměrně konvergentní v každém oboru kx\ 
rozvoj II. jest absolutně a stejnoměrně konvergentní v každém oboru kt. 

2. Každá funkce Ft [z) analytická v celém oboru K% i v okolí každého bodu na 
křivce C dává vznik rozvojům 

+ 00 
III. F2 {Z) = J č A ck (z), 

A- -oo 

Bk = 

+ oo 
IV. 

ft- -00 
F, (t ] xk d x 

H( X) 

r 

.(2 a) 

Rozvoj III. jest absolutně a stejnoměrně konvergentním v každém oboru k2, 
rozvoj IV. v každém oboru kt. 

Funkce 6* (z) a (z), podle nichž jsou rozvoje provedeny, nezávisí na tvaru 
funkce Fl [z) po případě Ft (z); na těchto funkcích jsou závislé jedině koeficienty 
Ak a Bh. 

Důkaz. P ř e d s t a v m e si ne jp rve k ř i v k u C v konečnu a u z a v ř e n o u ; 
vn i t ř ek jej í pok láde jme za obor Kv 

Podle Cauchyovy vě ty in tegrální jest p a k 

F 1 f ^ 0 ^ - 1 f F,[g{x)]h(x)g'{x)dz 
l U 2 n i ) t —• z 2 « O A ( t ) . [ g ( t ) - í ] 

C y 

F u n k c e g (r) jest ana ly t i cká a t e d y spoj i tá v okolí j edno tkové k ruž -
nice. Z toho pi jme, že rovnice 

zobrazuje bl ízké okolí t é to kružnice n a blízké okolí k ř ivky C v rovině z.1) 
Mysleme si "na p ř . V rov ině r úzké mezikruží d se s t ředem v počá tku , 
k t e ré jest t a k položeno, že celá j edno tková kružnice y v n ě m p r o b í h á . 
Zobrazíme-li t o t o mezikruží pomocí funkce g (*) n a rov inu z, obdrž íme 
p a t r n ě v t é to rov ině j i s tý obor d, k t e r ý jest t a k položen, že celá k ř i vka C 
v něm prob íhá . 

Úžíme-li nyn í s tá le mezikruží <S t a k , že j eho hran ice se z obou s t r a n 
blíží j edno tkové kružnici y, b u d e se p a t r n ě úži t i t a k é obor d. V l imi tě 
splynou obě hranice mezikruží á s kružnicí y a t e d y hranice oboru d 
s k ř ivkou C. 

V y t k n ě m e si nyn í uvn i t ř k ř ivky C l ibovolný obor kv Podle přede-
šlého můžeme v ž d y zvoliti mezikruží ů t a k úzké, že obraz jeho V ro-
v ině z — to jes t obor d — nedo tkne se n ikde h ran ic obo ru kv t akže p ro 
všechny body mezikruží d a p r o všechna z v oboru kx bude splněna ne-
rovnina 

Zobrazení to nemusí býti ovšem ani vzájemně jednoznačné ani všude kon-
iormní. 

L1V. 
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Značí-li dá le h (x) l ibovolnou funkc i ana ly t i ckou v obo ru d, d e -
f inuje zlomek 

h (r) g' (*) 
g W — * 

ana ly t ickou funkc i p roměnné v v celém mezikruží č. Jes t t e d y možno 
u tvoř i t i L a u r e n t ů v rozVoj p l a t n ý V obo ru ů a p r o všechna z oboru kx 

g(x)—z ¿j 
km- 00 

s 1 r < 4 ) 

2 ?r i J g (x) — z 
r 

Rozvoj t e n t o jest j ak známo s t e jnoměrně konvergen tn í p r o všechna 
x ležící n a j edno tkové kružnici y, p o k u d ovšem z pok ládáme za k o n s t a n t u . 
Z toho vyp lývá , že smíme jej dosadi t i do integrálu (3) a in tegrovat i člen za 
členem. Je-l i dále j inak l ibovolná funkce h (*) t a k volena, že se od nu l ly 
různí p ro všechna r na kružnici y, obdržíme rozvoj (2) I . Rozvoj t e n pla t í 
pro každé z našeho oboru kv Obor t en to můžeme si mysl i t i omezený j i s tou 
kř ivkou, k t e r á se z v n i t ř k u l ibovolně přibl ižuje ke kř ivce C. Jes t t e d y 
rozvoj (2) I . p l a t n ý pro všechna z oboru Kx h ranice v y j í m a j e . 

Podle své definice in tegrá lem (4) jest funkce fa (z) ana ly t ickou v oboru 
Kv In tegrá l onen můžeme to t i ž schemat isovat i n a t v a r 

fa {z) = J S (r, z) d x (5X) 
r 

F u n k c e 5 (r, z) jest spo j i tou funkc í obou neodvisle p roměnných 
t a z, zůstává- l i ovšem r stále n a kružnici y a z s tále v oboru Mimo to 
jest p a t r n ě 5 (r, z) p ro pevné v n a kružnici y, považováno jsouc za funkc i 
j enom p r o m ě n n é z, funkcí ana ly t ickou v oboru Z toho vyp lývá , že 
fa (z) jest funkc í ana ly t ickou v oboru ¿i-1) Z rovnic (4) jest t a k é z ře te lně 
vidět i , že rozvojové funkce fa (z) jsou závislé jed ině n a t v a r u k ř ivky C a n a 
volbě funkce h (r), n ik te rak však na t v a r u funkce F1 (z). 

Téměř dos lovně s te jně u t v á ř í se důkaz rozvoje (2) I I . Zvolíme-li 
tof iž bod z v oboru K2, t o jest v n ě k ř ivky C, obdrž íme mís to rovnice (3) 

0 > f M M L i t ( 3 a ) 
2 » *J g {*) ' [g (*) — z] 

r 
Další d ů k a z zůs tává zcela nezměněn, j enom že místo rozvoje (4) 

nas toupí 

x) Viz na př. Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie I. B. II. Aufl. p. 307, 
7. Satz. 

LIV. 
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i ^ H ? . » « - " -

« „ , , ' ( A I ' " ' 
J 

(4 a) 

r 

a mís to obo ru kx všude obor k2 p ro veličinu z. 
N a p r v n í pohled se zdá, že funkce BK [z) a CH [Z) j sou ident ické, p ro tože 

j sou de f inovány zdánl ivě t o t o ž n ý m způsobem. T o m u však není t a k , 
p ro tože ve vzorci (4) značí z bod v oboru Kx a ve vzorci (4a) bod v oboru 
Kt. A b y c h o m si o n u různost objasnil i , zvolme co ne j jednoduše j i 

h{t) = 1, g (T) = x. 

K ř i v k a C de f inovaná zde rovnicí (1) 

z — x 

j e s t p a t r n ě j edno tková kružnice roviny z. Obor Kx jest je j í vn i t řek , obor K2 

j e j í vně j šek . 
F u n k c e bk [z) j sou def inován} rozvojem (4) 

X _ 

1 + X — z X X* xa 

a t e d y 
b0 {z) = 0, bk {z) = 0. 

b.k{z)=zk-\ (k = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

F u n k c e c* (2) de f inu je rozvoj 

1 00 

— = 2 (*)**, 1 * 1 > 1 « 
k—3o 

Tedy 

1 x 
z z* ZA 

C(i {z) = , Ck {z) 
z „A+l ' 

c.k = 0, (¿ = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

T í m jes t zře te lně u k á z á n a různost funkc í bk (z) a cu (z). 
D o s u d j sme předpokládal i , že k ř i vka C jes t uzavřená a celá v konečnu . 

B u d i ž n y n í neuzavřená , t o jest sahaj ící n a o b o u svých koncích do neko-
n e č n a . V t o m p ř ípadě mysl íme si obor Kx omezený j ednak k ř ivkou C a za 

LIV. 
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druhé k ruhovým obloukem k o velmi velikém poloméru se s t ředem na př . 
v počá tku . Tak si s jednáme obor uzavřený. Funkce Fx (z) nechť splňuje 
v t o m př ípadé podmínku 

lim z. Fx (2) = konečné kons tan tě . 
M - » 

Pak nastoupí místo rovnice (3) 

1 rFx{ť)dt 1 r Fx (t) d t 
} 2 31 i J t — z ^ 2 n i J t — z ' 

C H 

První integrál v z t a h u j e se k příslušné části k ř ivky C a d r u h ý integrál 
k oblouku k. Př i nekonečně rostoucím poloměru toho to oblouku vypadne 
d ruhý integrál , protože konverguje k nulle. P rvn í integrál vz t ahu je se 
pak k celé křivce C. 

Zůs táva j í t e d y v p la tnost i rovnice (3) a t aké rozvoje (2) I . I I . 
Obdobně si počínáme, je -li sice k ř ivka C uzavřená a celá v konečnu, 

avšak hledáme-li rozvoje (2a) pro funkci F2 (z) analyt ickou v oboru K%, t o 
jest všude vně k ř ivky C. K r u h o v ý oblouk k nahrad íme zde celou velmi 
velikou kružnicí . S rostoucím poloměrem té to kružnice konverguje Cau-
chyův integrál podél ní k nulle, takže místo rovnice (3) zde obdržíme 

f i W = _ > f ^ M i i . 2 w 2 it 1 J t — z 
c 

Záporné znaménko př i integrálu odůvodněno jest t a k t o . Chceme-li 
obíhat i obor K2 ve směru k ladném, musíme po křivce C postupoVati 
v opačném směru, nežli se to dálo při k ladném oběhu oboru Kx. Ta to 
změna znaménková plat í ovšem pro obor K2 i t enkrá te , když k ř ivka C jest 
neuzavřená. 

K úplnému důkazu vě ty I. zbývá ješ tě dokázat i absolutní a s te jno-
měrnou konvergenci rozvojů (2) a (2a). 

Mysleme si v oboru Kx uzavřený menší obor kx; hranice obou oborů 
nechť se n ikde nedo týka j í . Př i odvozování rozvoje (4) jsme dokázali , že 
dá se vždy sestroji t i v rovině x mezikruží č t ak , že jest v něm zlomek 

* (*) Z' (*) 
g (*) —z 

analyt ickou funkcí p roměnné x, ať jest z zvoleno kdeko l iv v oboru kx 

Jedna z kružnic, j imiž jest omezeno mezikruží á , má p a t r n ě poloměr větší 
než 1 a d ruhá menší než 1. 

Zvolme si nyní nové mezikruží čx, k t e ré jest položeno úplně i se svým 
hranicemi v oboru č . Def inu jme je t a k t o 

1 < * > I r | > í i < 1 . 

LIV. 
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V t o m t o mezikruží i v k a ž d é m bodě jeho h r a n i c konve rgu j e j a k známo 
absolutné Lau ren tova ř a d a (4), jest l iže z jest pevné zvoleno v oboru k^. 

Podle Cauchyova k r i t e r i a konvergence j sou t e d y o d urč i tého ko-
nečného a k ladného n poč ína je splněny n e r o v n i n y 

V T m ^ T . 1 * 1 ^ 1 , 

7T 
Spojíme-li t e n t o výsledek s předcházej íc í ne rovn inou p r o (r), 

o b d r ž í m e 

V l (*) I < T < 1 ; I 
M/ (5) 
v l b.n(z) j 

Ono konečné a k l adné číslo n, od něhož poč ína je splněny j sou t y t o 
nerovn iny , jest p a t r n ě závislé n a volbě b o d u z v o b o r u kv Proběhne- l i 
z p o s t u p n ě všechny b o d y oboru klt p rodě lá ono n r ůzné z m ě n y ; bude 
v š a k v ž d y konečné. Označíme-li t e d y p í smenou N konečnou a k l a d n o u 
horn í mez t ěch to hodno t , b u d o u ne rovn iny (5) splněny p ro každé n sp lňu-
jící ne rovn inu 

n>N 

a p r o každé z o b o r u kv Čísla í , f» a N j sou p a k n a poloze bodu z ne-
závislá . 

P o d o b n ě u v a ž u j m e o funkc i 

* • Fi [g (*)] 
h (r) 

k t e r á jes t ana ly t ickou v okolí každého b o d u n a j edno tkové kružnici v ro-
v ině T. D á se t e d y zvoli t i v ž d j mezikruží 

1 < l> I r I ¡>M< ] , 

t a k ž e v n ě m i n a jeho hranicích konve rgu j e abso lu tně L a u r e n t ů v rozvoj 

• ^ - J L " ' 
F = — _ [ ^[g W\rhd% 

h 2 n i J h (r) 
Y 

Zcela obdobně j ako př i ne rovn inách (5) dokážeme zde 

V T K T < - t - < i 

LIV. 
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Nerovn iny t y t o p l a t í opě t o d j i s tého konečného a k ladného n = Nx 

počínaje . Porovnáme- l i in tegrální \ ý r a z p r o Eu s rozvo jem (2), v id íme 
že 

E.k = A». 
Jes t t e d y 

\l l A.n\ 1 
1 (5a) 

yj | An | <m< 1 

Kombinací neroVnin t ěch to s (5) z ískáme 

y | Anbn(z) I <m < 1 

V I A.nb.n{z) I < 4 < L (6) 

To p la t í p r o všechna z obo ru kx a p ro všechna n, k t e r á j sou větš í 
nežli jest větš í z čísel N a Nv P ř i t o m jsou l, m, N a Nx k o n s t a n t y n a 
z nezávislé. 

Porovnáme- l i t e d y členy abso lu tně konvergen tn í ř a d y 

nf 

se s te jnolehlými členy řady 

k~ 0 

vidíme, že od j is tého konečného n poč ína je jest s tá le 

I An bn {z) | < m\ 

P o d o b n ě vyp lývá z po rovnán í ř a d 

- 00 - 00 

%Akbh(z), 23 

že od j is tého konečného n jest s tá le 

| A.n b.„ (z) | < - jL . 

T í m jsou sp lněny p o d m í n k y Weiers t rassova kr i te r ia p ro s te jno-
měrnou a absolu tn í konvergenc i J ) ř a d y 

2 a » b* w 

v oboru kv 

* — oo 

*) Viz na pr. Osgood 1. c. p. 96. 

LIV. 
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Ú v a h o u t é m ě ř d o s l o v n ě s t e j n o u d o k á ž e se abso lu tn í a s t e j n o m ě r n á 
k o n v e r g e n c e o s t a t n í c h ř a d v e vzorc ích (2) a (2a). V ě t a I . j e s t t í m v ce lém 
r o z s a h u d o k á z á n a . 

F u n k c e 6* (z) a Ck [z), pod l e n ichž rozvo je j sou p r o v e d e n y , def inova l i 
j sme ve v ě t ě I . k ř i v k o v ý m i i n t e g r á l y . V m n o h ý c h p ř í p a d e c h p o d a ř í se 
n á m na léz t i jiným z p ů s o b e m *) L a u r e n t ů v rozvo j p r o f u n k c i 

h (v) g' (r) 
g (*) — ^ 

p l a t n ý v celém okol í j e d n o t k o v é k ružn ice y ; p a k m ů ž e m e ovšem def i -
n o v a t i o n y f u n k c e j a k o př í s lušné koe f i c i en ty ř a d (4) n e b o (4a). T e n t o 
p o s t u p užili j s m e t a k é v p r v é čás t i t o h o t o p o j e d n á n í p ř i rozvo j ích p l a t n ý c h 
p r o k ř i v k y r ac ioná lně . 

V ě t a p r v n í d á se n á s l e d o v n ě o b r á t i t i : 

Věta II. Splňuje-li řada jinak libovolných konstant A* nerovniny 

i . 
pro všechny kladné indexy k počínaje od jistého konečného k = N, konvergují 
absolutně a stejnoměrně řady 

00 00 

^ Ak bk {z) , ^ Ak Ch {z) , 
k - - 00 A - - 00 

a to první v každém oboru a druhá v každém oboru k2. První řada definuje funkci 
analytickou v oboru Kv druhá funkci analytickou v oboru K2 vždy hranice vyjímaje. 

Podmínky tyto jsou postačující pro stejnoměrnou a absolutní konvergenci 
řad, nejsou však nutné. 

Důkaz. P o d l e n e r o v n i n p ř e d p o k l á d a n ý c h p r o k o n s t a n t y Ak a podle 
n e r o v n i n (5) jes t t o t i ž 

\Anbn{z) 

| A.nb.n{z) | 

o d j i s t ého k o n e č n é h o a k l a d n é h o n p o č í n a j e nezávis le n a poloze b o d u 
z v o b o r u kx. P ř i t o m jes t A a p j e d n a k nezávis lé n a z a za d r u h é 

A > 1 . 1. 

Z t o h o v y p l ý v á pod le Weie r s t r a s sova k r i t e r i a s t e j n o m ě r n á k o n v e r -
gence ř a d y 

oc 

E ^ m * ) 
*«•- OD 

i) Viz dále oddíl II. § 2. 

LIV. 
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v o b o r u kx, k t e r á t e d y de f inu je v o b o r u t o m funkc i ana ly t i ckou . P ro tože 
p a k o b o r kx jes t l ibovolně zvolen v obo ru Kx t a k , že h ran ice se nedo týka j í , 
jest funkce ř a d o u de f inovaná ana ly t i ckou v celém o b o r u Kx h ran ice 
v y j í m a j e . 

Zcela o b d o b n ě se dokáže v ě t a o n a p ro ř a d u podle funkcí CM [Z). 
P o d m í n k y pro k o n s t a n t y Ak uvedené ve v ě t ě I I . ne j sou nutné. 

Stačilo b y p a t r n ě místo nich zvolit i 

V l X l < A', y \ A . k | < , A' < A, ji ' > (A. hi \ Ak I < A', \/ I A.k I < , 

V t o m t o p ř ípadě konvergu je abso lu tně a s t e jnoměrně ř a d a 

2 Ak bk (z) 
M = - : 

v o n o m určitém oboru kx, k n ě m u ž přísluší k o n s t a n t y A, fi, nemusí však již 
konve rgova t i v celém oboru Kv 

Ukážeme n a specielním př ík ladě , j ak jednot l ivé J o r d á n o v y ob louky , 
j imiž k ř i vka C jest de f inována , mohou se p ř e k r ý v a t i . 

D e f i n u j m e k ř ivku C v rovině z rovnicí 

1 — Hg-Y^cosy + -J- ) 
x + i y = — , 0 < 9 < 2 j t (7a) 

1 + itg\yosq> + — J 

Klademe-l i zde 
e** = T, 

obdrž íme po j ednoduché redukci 

2 + 3 r + 5 r2 — 2 r»  
x + t y = x = _ 2 + 5 r + 3 T a + 2 T 3 (7) 

To jest zobrazuj íc í funkce t y p u (1), neboť j e d n o t k o v é kružnic i v ro-
vině x odpov ídá k ř i vka C v rovině z. T a t o k ř i v k a se sk ládá p a t r n ě ze samých 
k ruhových ob louků o po loměru r o v n é m jedné se s t ř edem v p o č á t k u 
roviny z, neboť 

| x + iy | =1, 
p o k u d x = ei(P. 

Jedno t l ivé J o r d á n o v y ob louky k ř ivky C s t anov íme t a k t o . Rovnice 

ť (*) = o 
m á zde č tyř i kořeny 

_ 1 ± i W _ 3 + VB" 
v v 2 — 2 V z ' 4 — 2 ' 

P rvn í d v a leží na j edno tkové kružnici y. Těm odpov ída j í s tyčné 
b o d y J o r d á n o v ý c h ob louků v rovině z. P a t r n ě jest 

LIV. 
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ni 6 ni 
T1 — e~T x2 = e 8 . 

Parame t r i cké rovnice j ednot l ivých ob louků vzn iknou separací 
reá lné a imaginárně část i v (7a). Necháme-l i v t ěch to rovnicích <p p ro-
b íha t i in terval l 

sh ledáme, že z op isu je ve své rov ině část j edno tkové kružnice stále t ý m ž 
směrem. Pře jdeme- l i dále k in te rva l lu 

7C , ^ 1 
— w < % — arccos —, 
3 — 4 

uvid íme, že směr p o h y b u se obrá t í . P o d r o b n ý m rozborem ješ tě dalších 
t ř í in te rva l lů 

^ít — arccos — , ar + arccos — J , -f- arccos — , — — J , — , 2 iej 

sh ledáme to to . P r v n í a poslední z našich pě t i in te rva l lů def inu j í d o h r o m a d y 
jediný regulární ob louk j edno tkové kružnice v rov ině z\ d r u h ý a před-
poslední in te rva l l de f inu j í týž oblouk v rov ině z p r o b í h a n ý v opačném 
s m ě r u ; t ř e t í in te rva l l pak def inu je celý oblouk j edno tkové kružnice 
v rov ině z p r o b í h a n ý ve směru k l adném. In tegrace podé l všech t ěch to 
ob louků s oh ledem n a jich směr jest t e d y ekv iva len tn í s j ednoduchou 
k l a d n o u in tegrací podél j edno tkové kružnice v rovině z. 

Pomoc í zobrazuj íc í funkce (7) obdržel i bychom t e d y rozvoje (2) 
a (2a) p ro funkce Fx (2) ana ly t ické uvn i t ř j edno tkové kružnice v rovině z 
p o p ř í p a d ě p ro funkce F2 (2) ana ly t ické v n ě t é to kružnice. K sku tečnému 
provedení rozvo jů užije se m e t h o d a pod robně vyložená v p rvé část i t oho to 
po jednán í n a s t r . 3—8 př i k ř ivkách rac ioná lných ; p ro to od něho zde 
upouš t íme . 

§ 2. Rozvoje hlavní a rozvoje nullové. 

Rozvineme-l i funkc i / (2) ana ly t i ckou v okolí b o d u z = a v ř a d u 
Tay lo rovu 

00 

* = 0 
a plat í- l i současně n ě j a k ý m j i n ý m způsobem získaný rozvoj 

00 
f\z) = £ Dk (z — a)k , 

A = 0 

víme, že musí bý t i p ro všechny indexy k 

Dk =-• Ck . 

LIV. 
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Zcela j i n a k jes t t o m u p ř i rozvo j í ch (2). a (2a). F u n k c e Fx (2) a n a -
ly t i cká v o b o r u Kx m á v ž d y rozvo j t v a r u (2) I . , k t e r ý n a z v e m e hlavním 
rozvojem p ř í s l u š n ý m k f u n k c i g (t) a h (r). J e h o k o e f i c i e n t y At, j s o u j e d n o -
z n a č n ě u r č e n y k ř i v k o v ý m i i n t e g r á l y v e vzorc i (2). 

Zvo lme si n y n í l i bovo lnou f u n k c i F2 (2) a s e s t r o j m e z n í rozvo j (2a) IV. , 
k o n v e r g e n t n í v o b o r u Kv Sečteme-l i t e n t o r o z v o j n á s o b e n ý l ibovo lnou 
k o n s t a n t o u x s h l a v n í m r o z v o j e m f u n k c e Fx (z), o b d r ž í m e 

OD 

F1 (z) [Ak + * Bk) bk [z) (8) 

R o z v o j t e n t o n a z v e m e vedlejším rozvojem f u n k c e Fx (z). J e s t p a t r n o , 
že rozvo j h l a v n í i ved le j š í j sou p r o v e d e n y pod l e týchž f u n k c i bj, (z), že se 
v š a k liší s v ý m i koe f i c i en ty . Vedlejš ích r o z v o j ů jes t p a t r n ě n e o m e z e n ý 
poče t . 

Analogicky b y c h o m obdrže l i p r o p e v n ě zvo l enou f u n k c i F2 [z) r o z v o j 
hlavní t v a r u (2a) I I I . a r ozvo je vedlejší 

F2 [Z) = 2 ( B k X Ak) ck [z) (8a) 
A = - 00 

Vidíme t e d y , že p l a t í v ě t a nás l edu j í c í . 

Věta III. Kdykoliv se dá sestrojiti aspoň jeden rozvoj pro nullu 
00 

0=^Bkbk (z), 
- 00 

který nemá všechny členy identicky rovné nulle, pak má každá funkce Ft (z) vedle 
hlavního rozvoje tvaru (2) I; neomezený počet rozvojů vedlejších typu (8). 

Táž věta platí mutatis mutandis pro každou funkci Ft (z). 

Exis t ence r o z v o j ů vedle jš ích jes t t e d y závis lá n a j soucnos t i a s p o ň 
j e d n o h o nu l lového rozvo je t v a r u (2a) IV. T a k o v ý rozvo j nen í vždy m o ž n ý m ; 
v u rč i tých p ř í p a d e c h j sou t o t i ž v š e c h n y př í s lušné koe f i c i en ty Bu nebo 
zase rozvo jové f u n k c e bu (z) i d e n t i c k y r o v n y nul le , t a k ž e rozvo j n u l l o v ý 
se r e d u k u j e n a p o u h o u i d e n t i t u 0 = 0. P ř í p a d t e n n a s t á v á n a p ř . p ř i 
T a y l o r o v ě r a d ě a n e b o obecně j i p ř i u r č i t ý c h p o l y n o m i c k ý c h rozvo j í ch 
F a b e r o v ý c h (viz dá le I I . , § 3). 

V š i m n ě m e si zde d v o u zv láš tn ích p ř í p a d ů , v n ichž n u l o v é r o z v o j e 
d a j í se v s k u t k u o d v o d i t i . 

1. P r v n í t a k o v ý p ř í p a d n a s t á v á , k d y ž žádná z f u n k c í 6* (z) p r o k l a d n ý 
nebo z á p o r n ý i n d e x k nen í i den t i cky r o v n a nul le . K l ibovolné f u n k c i F2 (2) 
př ís luší p a k v ž d y n u l l o v ý rozvo j (2a) IV. 

oc 

« = J F T Í I (Z), 

*=-ao 

k t e r ý nen í p o u h o u i d e n t i t o u 0 = 0. 

LIV. 
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Koefic ienty toho to rozvoje j sou to t iž podle své definice k ř i v k o v ý m 
in tegrá lem ident ické s koef ic ienty Lau ren tova rozvoje 

* • ^2 [g (*)] y 7 7 

h(x) ~ h B - k V ' 
A— oo 

Př i p e v n ě zvolené funkc i h (r) dá se p a k vždy zvoliti F2 (z) t ak , že 
rozvoj L a u r e n t ů v m á aspoň někol ik koef ic ien tů o d nul ly různých . 

2. D r u h ý speciální p ř ípad , v němž dá se nu l lový rozvoj p ř ímo z funkc í 
bk (z) odvodi t i jest následuj íc í . 

Volme l ibovolnou funkci h (x) = 1. Budiž dále a p e v n ý bod v oboru 
Kv Funkce 

(*) = — — 

z — a 

jest p a k ana ly t i ckou v celém oboru K2 i n a jeho hranici . Př í s lušný nul lový 
rozvoj (2a) IV. m á koeficienty Bk určeny vzorcem 

B k = 2 
r 

Tytéž koef ic ienty , nehledě k znaménku , m á p a t r n ě Lau ren tova 
ř a d a 

k = - oo 

Derivací t é to s t e jnoměrně kouvergen tn í ř ady podle r obdržíme 

1 r g ' ( r ) _ _ 
¡I2 ~ " _ 

k = - oo 

Znásobíme-li obě s t r a n y číslem r obdrž íme z posledních dvou rovnic 

í M 

P r o levou s t r a n u t é to rovnice dovedeme si však s jedna t i L a u r e n t ů v 
rozvoj j e š t ě j i n ý m způsobem. 

F u n k c e bk (z) j sou to t iž de f inovány rozvojem 

ť w 

í W 
J e d n o d u c h á ú v a h a op řená o nerovn iny (5) ukazu je , že t a t o ř a d a jest 

s t e jnoměrně konvergen tn í v každém oboru kv p o k u d v jest pevně zvoleno 
v mezikruží č v Smíme t e d y ř a d u t u t o de r ivova t i podle z . T a k obdrž íme: 

LIV. 
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čili 

Porovnáme- l i nyn í t u t o rovnici s rozvojem (9), z ískáme pro koefi -
c ien ty vz t ah 

Bk = , ] . b'.(k+i){a), 1. 
R + 1 

Pro k = — 1 musíme poč í ta t i p ř ímo 
B = 

2 jt i J x [g (T) — a ] y 

H l e d a n ý nul lový rozpoj jest t e d y 

o = — a , . ¿.i (2) + ^ ' T T T 6 ' - ( * + 2 ) ^ • W ' ( 1 0 ) 

Čárka u součtového z n a m é n k a značí, že m á se vypus t i t i index 
k = — 1. Rozvoj (10) exis tu je vždy , jsou-li derivace a spoň jednoho p á r u 
funkcí 

bk [z), b.(k+2) (z) 
o d nul ly různé . 

Odvodil i j sme ř a d u v ě t týka j í c ích se rozvo jů t y p u (2) a (2a). Další 
o t ázka , k t e r á b y vyžadova la řešení jest následuj íc í . 

Za jakých okolností konverguje řada (2) i mimo obor anebo aspoň 
na jeho hranicích? 

Př i pokusech o rozbor t é t o o tázky na ráž íme n a překážky těžko 
p řekona te lné , j ichž př íč ina spočívá V p ř ek rýván í se ob louků jednot l ivých 
kř ivek J o r d á n o v ý c h . P r o t o omezíme se v dalš ím na speciální p ř ípad , 
v němž t o t o p ř e k r ý v á n í o d p a d á . 

l i . Rozvoje příslušné k zobrazení vzájemně, jednoznačnému 
a konformnímu. 

§ i. Definice křivky a příslušné rozvoje. 

Budiž k ř i v k a C d á n a j e d i n ý m j e d n o d u c h ý m h l a d k ý m a uzav řeným 
ob loukem J o r d á n o v ý m . Vni t řek jej í bud iž obor Kx a vně jšek obor K2. 

P a k jest vždy možno def inova t i k ř i v k u C nás leduj íc ím způsobem: 
Nechť rovnice 

*=*(* ) (id 
LIV. 
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zobrazuje vn i t řek a obě hranice mezikruží e v rovině v 

l > r < \ x \ ^ R > l 

vzá jemně jednoznačně, spoj i tě a nehledě k několika bodům n a hranicích 
t aké konfo rmně n a okolí kř ivky C v rovině z. P ř i t o m nechť odpovídaj í 
body jednotkové kružnice y v rovině r bodům kř ivky C v rovině z. 

V každém bodě mezikruží s bude 

ť W*o 
vy j íma je ony body hranice, v nichž zobrazení není konformni . 

Každé kružnici v rovině x se s t ředem v počá tku a s poloměrem 
Qk splňuj ícím nerovninu 

r<Qk<R 

odpovídá v rovině z j is tá k ř ivka C*. Poloměr Qh nazveme parametrem té to 
k ř ivky . T a k na p ř . má kř ivka C p a r ame t r 1. Kř ivky C* maj í následující 
vlastnost i , k t e r é vyp lýva j í z t é okolnosti , že zobrazeni jest Vzájemně 
jednoznačné, spoji té a konformní . 

1. Každá kř ivka C* jest jed iným h ladkým a uzavřeným obloukem, 
k t e r ý se n ikde nepro t íná . Navzá jem se kř ivky C* rovněž neprot ínaj í . 

2. Mezné kř ivky , odpovídající p a r a m e t r ů m R, r mohou mít i rohy 
v oněch bodech, v nichž jest 

ť M = 0-
3. P a r a m e t r ů m menším než jedna odpovídaj í k ř ivky v jednom 

oboru n a p ř . Kx a p a r a m e t r ů m větš ím než j edna kř ivky v d ruhém oboru K2. 
Pro každou k ř i v k u def inovanou prvn ími dvěma ř ádky tohoto para -

g r a f u dá se vždy sestroji t i rovnice (11). P ro j ednu a touž k ř ivku C jest 
dokonce možno sestroji t i rovnic takových neomezený počet. To vyplývá 
z theorie konformního zobrazování t a k t o : 

Mysleme si v rovině z vedle kř ivky C libovolnou regulární k ř ivku 
uzavřenou L, k t e r á jest položena celá buď uvni t ř nebo vně k ř ivky C. Tak to 
vzniklý p rs tencový obor v rovině z dá se vždy konformně zóbrazit i na 
prs tenec k r u h o v ý v rovině r , k t e r ý jest uvn i t ř omezen jednotkovou kruž-
nicí y a v n ě j is tou s ní soustřednou kružnicí , - jej íž poloměr jest u rč i tým 
způsobem závislý na křivce L. Př i t o m odpovídaj í body jednotkové 
kružnice y b o d ů m křivky C a body vnější kružnice bodům kř ivky L. Př í -
slušná zobrazující funkce má t v a r (11). Zvolíme li podruhé k ř ivku L 
j iného t v a r u , obdržíme pro k ř ivku C jinou zobrazující funkci t v a r u (11). 
Má t edy každá kř ivka C zobrazujících funkcí t v a r u (11) neomezený 
počet . 

Mějme nyní na mysli stále jen j ednu pevně zvolenou zobrazující 
funkci t v a r u (11). 

Protože t a t o zobrazující funkce jest speciálním př ípadem rovnice 
(1), podržu j í v ě t y I., I I . a I I I . svou pla tnost i p ro k ř ivku C. Hleďme nyní 
odpovědět i n a o tázku vyřčenou n a konci předešlého pa ragra fu . 

LIV. 
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Především musíme zjist i t i , zda-li funkce bH (z) a cw {*) maj í význam 
t a k é mimo obor Kx po př ípadě K2. K vůli z jednodušení předpokládejme 
nejprve , že libovolná funkce h (v) jest analyt ickou v celém oboru « i na 
jeho hranicích a že v žádném bodě oboru toho nerovná se nulle. 

Mysleme si vedenu k ř ivku C* příslušnou k pa rame t ru p* 

R>Qk>r. 

Vnitřek t é to uzavřené k ř ivky nazveme oborem K^kK Zvolíme-Ii 
nyní bod z pevně v oboru t omto a v omezíme na mezikruží 

M ^Q*. 
seznáme, že rozdíl 

g (*) — * 

nemůže se p ro žádné t akové r s tá t i roven nulle. Obraz mezikruží p a d n e 
tot iž v rovině z vně oboru K^h 

Platí tedy rozvoj Lauren tův 

p' (z) . h (v) ÍL 

n=- oo 

v oboru s/,, neboť zlomek n a levé s t raně def inuje funkci analyt ickou v mezi-
kruží sk. Funkce bn {z) jest př i t o m určena k ř ivkovým integrálem 

1 C g'(x).h(t).rMd *m 
n \ ' ~ 2 it i ) g(r)—z 

x značí libovolnou kružnici se s t ředem v počátku , k te rá celá p rob íhá 
v oboru Sk. Může to bý t i t aké mezná kružnice o poloměru qu nebo R . 

Nechť t edy značí x t u t o kružnici o poloměru R a označme k tomuto 
maximálnímu pa rame t ru přís lušnou kř ivku C%. In tegrá l hořejší definuje 
pak podle vzorce (5^ funkci p roměnné z analyt ickou nejen v oboru 
ale i v celém oboru K ^ omezeném tou to nej větší k ř ivkou C* bez ohledu 
na to, j ak jsme zvolili p a r ame t r Qk. J sou t e d y rozvojové funkce bn (z) 
příslušné ke křivce C*.definovány t aké mimo obor KJh) to jest v celém 
větším oboru 

O funkci h (r) jsme dosud předpokládal i , že jest analyt ickou a od nu l ly 
různou v celém oboru s. Jestliže si nyní myslíme co nejobecněji h (r) ana ly -
t ické a od nully různé ve všech bodech j iného mezikruží 

i < Ri>\ * l > ' i < i , 

zůstanou veškeré vývody o funkcích bn (z) v p la tnost i s t ím rozdí lem, že 
úlohu nej většího pa rame t ru převezme nyní menší z hodnot R a Rít kdežto 
úlohu nej menšího p a r a m e t r u větší z hodnot r a rv Také mezikruží e bude 
zde omezeno těmi to novými hodno tami . Všude v dalším budeme t e d y 
označovati písmeny bez indexu R, r, i t y t o pozměněné p o j m y . T a k na př. 
písmenou R menší z hodnot R a Rx a t . d . 

R o z p r a v y : Rot. XXV. Tt ; I I . Cta. 54. 2 
L1V. 
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Budiž n y n í FJV (z) f u n k c e a n a l y t i c k á v o b o r u i v okol í k a ž d é h o 
b o d u n a k ř ivce C*. F u n k c e t a t o v y j á d ř í se C a u c h y o v ý m i n t e g r á l e m 

1 f (t)dt _ 1 r [g(r)] g'(t)h(T)dt  
1 w 2 * i J t — z 2 n i J h(x) i?(»)—* c* Qh " 

P r a v o u s t r a n u r o z v i n e m e j iž z n á m ý m z p ů s o b e m v ř a d u 

F/*) (z) =%Anbn (z), 

ek 

F\k) [g (*)]*" d r 
h{ T) 

P o d o b n o u ú v a h u m ů ž e m e p r o v é s t i o r o z v o j o v ý c h funkc í ch cn {z)> 
k t e r é b u d o u určeny i n t e g r á l e m 

1 r g l ( r ) h ( T ) f ^ d v 
Cn W ~ 2 ar i J *(*)—* g W 

Místo m a x i m á l n í h o p a r a m e t r u př í s lušné k ř i v k y CK s o b o r e m 
n a s t o u p í zde o v š e m min imá ln í p a r a m e t r r s p ř í s lu šnou k ř i v k o u C* 

a o b o r e m J i n a k z ů s t á v á vše n e z m ě n ě n o . 
T a k dokáza l i j s m e v ě t u nás ledu j í c í . 

Vita IV. Křivka C* příslušná k parametru Qk rozděluje rovinu proměnné na z 
obory K ^ a 

Každá funkce (z) analytická v oboru i v okolí každého bodu na 
křivce Ck dává vznik dvěma rozvojům 

00 

I. Fjk) (z) = (z) , 
» - - 00 

00 

I I . 0 =^A„CN{z), 

§ 
An = 

n= • oo 
Ft(*) [g(t)] tn d x 

h(X) 
Qk 

.(12) 

Každá funkce F2W (z) analytická v celém oboru i v okolí každého 
bodu na křivce dává vznik rovněž dvěma rozvojům 

00 
III. F2(k) (z) = ^BnCn [z) , 

n » - 00 
00 

IV. 0 = S B n b n W • 

í 

Bn = 

n — - 00 

— 1 f Fs(*) [g ( t ) ] T » d t 
2 ni h{x) 

Qh 

, (12a) 

LIV. 
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Funkce bH (z) a cn (z), podle nichž jsou rozvoje provedeny zůstávají pro všechny 
křivky C* nezmíněny. 

Jinak platí o rozvojích (12) a (12a) vše, co jest řečeno ve větě I. o rozvojích 
(2) a (2a) s tou změnou, že místo oboru Kx a nastoupí zde obo.iy K ^ a Kjk). 

P o d s t a t n ý rozdí l mezi v ě t o u t o u t o a v ě t o u I . j e s t t e n t o : 
Vc v ě t ě I . b y l y rozvo jové f u n k c e bk (z) a cu (z) p ř í s lušné k jediné 

kř ivce C, ve v ě t ě IV. př ís luší t y t o f u n k c e celé skupině k ř i vek C*. 
J a s n o u odpověď n a o t á z k u v y s l o v e n o u k u konc i p ředeš lého p a r a -

g r a f u p o d á r á m v ě t a nás l edu j í c í : 

Věta V. 1. Splňuje-li řada jinak libovolných konstant An nerovniny 

7l An\<R. y \ A.n\ 

pro všechny kladné indexy n počínaje od jistého konečného n = N, konverguje 
absolutně a stejnoměrně řada 

00 

2 An bn [z) 

n = - oo 

v každém uzavřeném a konečném oboru klt který jest úplně obsažen v oboru Ky(k) 
ta.k, že hranice obou oborů se nikde nestýkají. 

2. Splňuje-li řada jinak libovolných konstant Bn nerovniny 

nyJ\Bn\<Qk, V | £ - « | < y 

pro všechny kladné indexy n počínaje od konečného n = N, konverguje absolutně 
a stejnoměrně řada 

00 

^ Bn Cn (z) 

n= - oo 

v každém uzavřeném a konečném oboru k2, který jest úplně obsažen v oboru KtW 
tak, že hranice obou nikde se nestýkají. 

3. Splňuje-li řada konstant Dn nerovniny 

n\]\Dn\<Qk. y\D.n\< 

opět od jistého konečného a kladného n počínaje, konvergují stejnoměrně a absolutně 
obě řady 

00 00 

Dn bn [Z) , 2 Dn Cn (z) , 

tt — - oo n — - oo 

první v každém oboru kl a druhá v každém oboru k». 
Podmínky pro absolutní a stejnoměrnou konvergenci v této větě uvedené jsou 

postačující, nejsou však nutné. 

Důkaz. K ř i v k a Ch p ř í s lušná k p a r a m e t r u QH t v o ř í rozh ran í o b o r ů 
K^ a K2<"). V p r v é m z t ě c h t o o b o r ů zvo lme si u z a v ř e n ý k o n e č n ý obo r 
j ehož h ran ice se n i k d e n e s t ý k a j í s k ř i v k o u C*. Omezíme-l i z n a o b o r 
b u d o u rozvo jové f u n k c e bn (z) d e f i n o v á n y L a u r e n t o v o u ř a d o u 

2* 
L1V. 
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00 

která konverguje absolutně v celém mezikruží sk 

R>\*\ 
Rada 

oc 

S ( * ) • *n 
n = 0 

k o n v e r g u j e t e d y abso lu tně uvn i t ř a n a o b v o d u k r u h u 

| r | <R. 

Z toho v y p l ý v á podle Cauchyova kr i te r ia konvergence , že musí 
b ý t i od j i s tého konečného n = Nt poč ína je sp lněna ne rovn ina 

a tedy 

Rada 

M - V l * . (*) I < i . 

« = - i 

konvergu je , abso lu tně p o k u d 

l * i ;> Q*. 

Podle t éhož k r i t e r i a jest t e d y 

v ! k (--) i < A- ( | : !> 

«=- oo 

V I M * ) I S P* (13a) 

poč ína je od j i s tého konečného a k ladného n = iV2. 
č í s la iVj a iV2 m o h o u b ý t i závis lá n a poloze b o d u z v oboru kx; př i 

t o m však j sou o b ě t a čísla konečná. D á se t e d y naléz t i v ž d y konečná horní 
h ran ice všech h o d n o t , k t e r é n a b ý v a j í p o s t u p n ě čísla a N2, k d y ž z pro-
b íhá p o s t u p n ě všechny b o d y obo ru kv T u t o ho rn í hranic i označme pí-
s m e n e m Ns. 

Nerovniny (13) a (13a) j sou t e d y sp lněny p ro každé 

n > N 3 
a p r o k a ž d é z o b o r u kv 

Z k o u m e j m e nyn í konvergenc i ř a d y 

(14) 

Postačující p o d m í n k o u p ro absolu tn í konvergenci ř ady t é to jsou 
podle Cauchyova kr i t e r i a n e r o v n i n y 

Liv. 
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V I An bn (Z) I < 1, Y I A.nb.n (z) | < 1 , (15) 

k t e r é mus í b ý t i s p l n ě n y o d j i s t ého k o n e č n é h o a k l a d n é h o n = N p o č í n a j e . 
T o t o číslo N m ů ž e m e si v ž d y mys l i t i vě t š i nežl i číslo N3. 

P o r o v n á m e - l i n y n í n e r o v n i n y pos ledn í se vzorci (13) a (13a), v id íme , 
že (15) b u d e v ž d y sp lněno , p la t í - l i o d n = N p o č í n a j e 

V I An | < R, nyJ \A.n ] < - L (16) 
(fk 

Z t o h o v y p l ý v á dá le 

lim sup\l | An | = X . R, lim sup \l | A.„ | = (i. —, 
* * Qk 

k d e ž X, ft j sou čísla k l a d n á a menš í než j e d n a . 

Jes t t e d y p a t r n ě o p ě t pod le (13) a (13a)1) 

| AnbH(z) | I A.nb.n {Z) J ^ (l\ 

R a d a (14) k o n v e r g u j e t e d y n e j e n a b s o l u t n ě , n ý b r ž i s t e j n o m ě r n ě 
v celém o b o r u kv 

Obraťme se n y n í k ř a d ě p o s t u p u j í c í pod le f u n k c í cn (z). V o b o r u 
K2

[k) zvo lme opě t u z a v ř e n ý a k o n e č n ý o b o r k2, j ehož h r a n i c e se n i k d e 
n e d o t ý k a j í h r a n i c e o b o r u p r v é h o . Omezíme- l i z n a o b o r k2, b u d o u r o z v o -
j o v é f u n k c e cn [z) d e f i n o v á n y L a u r e n t o v o u ř a d o u 

» = -00 

k t e r á k o n v e r g u j e a b s o l u t n ě v ce lém mez ik ruž í 

P o d o b n ě j a k o j s m e obdrže l i (13) a (13a) s e s t ro j íme zde n e r o v n i n y 

'V i <•» (z) i V T ^ T í < / (i7) 
R a d a 

OD 

(17«) 
« = -00 

k o n v e r g u j e j i s t ě a b s o l u t n ě , je-li 

V I Bn cn [Z) | < 1 , y | B.n C.n [Z) | < 1 . 

Spoj íme- l i n e r o v n i n y t y t o se (17), o b d r ž í m e p o d m í n k y 

V I Bn | < Qk, y | B.n | < y (18) 

Viz obdobný důkaz při vzorcích (6). 

L1V. 
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Obdobně j ako př i (16) v y p l ý v á zde z podmínek (18) absolutní a s te jno-
m ě r n á konvergence řady (17a) v oboru k2. 

Konečně z nerovnin (16) a (18) jest p a t r n o , že j i s tě současné kon-
vergu j í ř a d y 

00 00 

» = -oo »=-00 
prvn í v oboru kx a d r u h á v oboru k2, jsou-li sp lněny nerovniny 

V I Dn | < Qk, V I D - » I < 4 - ( 1 9 ) 

tfk 
od j is tého konečného n poč ína je . 

P o d m í n k y (16), (18 a (19) jsou, j a k j sme dokázal i , postačující p ro 
s t e jnoměrnou konvergenci př ís lušných ř a d ; ne jsou však nutné, neboť 
nerovn iny (15), z nichž jsme př i d ů k a z u vyšli , nejsou n u t n ý m i podmín-
k a m i p ro absolu tn í konvergenci ř a d y (14). 

T í m jest v ě t a V. úp lně dokázána . 

Z ní v id íme, že obor konvergence ř ad 
oo oc 

JJ A„ bn (z) , ^ Bncn (2) 
»=- oo » = - oc 

určen jest něk te rou z kř ivek C*; k t e r á z t ěch to kř ivek t o jest , o t o m roz-
hodu j í koeficienty An po p ř í padě Bn p ros t ř edn ic tv ím nerovnin uvedených 
ve v ě t ě V. 

Analogie s ř adami po tenčn ími jest p a t r n a . Obor konvergence po-
tenční ř a d y ohran iču je to t iž kružnice závislá n a jed iném p a r a m e t r u , to 
jest na po loměru konvergence ; obor konvergence našich ř a d u rču je k ř ivka 
Ch závislá rovněž na j ed iném p a r a m e t r u p*. 

§ 2. Polynomické rozvoje Faberovy. 

Nej jednodušš í t v a r , k t e r ý může n a b ý t i rovnice k ř ivky C vznikne 
t enk rá t e , k d y ž vz tah (11) zobrazu je k o n f o r m n ě celý vnějšek k ř i vky C 
v rov ině z na celý vnějšek j edno tkové kružnice v rovině r anebo celý vnitřek 
kř ivky C n a vnitřek j edno tkové kružnic^ . V př ípadech t ěch to da j í s" roz-
vojové funkc° bn (z) a cn [z) v y j á d ř i t i explici tně bez užití k ř ivkového 
in tegrá lu . 

P ř ih lédněme ne jd ř íve k p r v é m u p ř í p a d u . 
Podle p rav ide l konfo rmního zobrazování jest zde zobrazuj íc í funkce 

g (r) d á n a t v a r e m 

* = « . T + p ( - i - ) (20) 

Po tenční ř a d a 

LIV. 
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P ( - Í - ) = a0 + al X~~X + «2 t - 2 + . . . 

k o n v e r g u j e p ř i t o m a b s o l u t n ě a s t e j n o m ě r n ě p r o 

M > i - * , 

k d e ž ij jest j i s t é malé k l a d n é číslo. N e k o n e č n ý b o d v r o v i n ě v o d p o v í d á 
n e k o n e č n é m u b o d u v rov ině z. Kružn ic i 

I * I = Qk > 1 

b u d e p a t r n ě o d p o v í d a t i k ř i v k a C* vě tš í než k ř i v k a C. 

Zvo lme n e j d ř í v e l ibovolnou f u n k c i h (v) = 1. R o z v o j o v é funkce 
bn (z) j sou zde podle vě ty IV. s t e j n é p r o všechny k ř i v k y C* a j sou určeny 
L a u r e n t o v o u ř a d o u 

£ (t) \ T / T2 

7 T \ = (21) 
* u ar + P ( ^ - J »--So 

Př i odvozován í m u s í m e ovšem omezi t i z n a v n i t ř e k n ě k t e r é z k ř ivek 
Ch a r n a o b v o d a vně j š ek k ružn ice o po loměru Qk. V t o m p ř í p a d ě jes t 
z rovnice (21) p a t r n o , že 

Um g'{T) = 0. 
T= 00 g w — * 

Má t e d y L a u r e n t o v a ř a d a n a p r a v é s t r a n ě rovnice (21) j e n o m členy 
se zápornou mocn inou vel ičiny *. Z t o h o v y p l ý v á 

bn{z)= 0, (« = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . ) (2 2a) 

Znásobíme- l i n y n í rovnic i (22) po obou s t r a n á c h j m e n o v a t e l e m levé 
s t r a n y a porovnáme- l i koe f i c i en ty s t e jných mocn in r , obd rž íme r eku r r en tn í 
f o r m u l e : 

b. i (z) = 1, ab.i[z) = z — a0, 

a . b.n {z) = b.»+1 (z) . (z — a0) — ax Ď.„+2 {z) — a 2 b.n+s {z) — . . . (22) 
— an.z.b.i{z) — (n—1) an.z 

Z vzorců t ěch jes t p a t r n o , že b.n (2) jes t p o l y n o m (n — l )vého s t u p n ě 
Z ' D 

vel ič iny — — — , jehož p r v n í člen jest 

T a k j s m e si s jednal i p r o k a ž d o u f u n k c i F^ {z) a n a l y t i c k o u u v n i t ř 
a n a o b v o d u k ř i v k y C* rozvoj t v a r u (12) I . 

LIV. 
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(*) = 2 M * J 5 (23) 
» - - i 

Ten to po lynomický rozvoj jest — j a k j e d n o d u c h á ú v a h a u k azu j e — 
iden t i cký s rozvojem, k t e r ý odvoli l G. F a b e r 1 ) vycháze je z konformního 
zobrazení v n ě j š k u k ř i v k y C n a vn i t ř ek j edno tkové kružnice . Z toho vy -
p l ý v á , že F a b e r o v y polynomické rozvoje j sou zcela specielním p ř ípadem 
našich rozvo jů (12) a t e d y t í m spíše rozvo jů (2). V d r u h é m c i tovaném 
po j ednán í dokazu j e G. F a b e r existenci j i s tých rozvo jů p ro nul lu . Odvodíme 
v da l š ím Všeobecnou vě tu , k t e r á obsahu j e n u t n é a postačuj íc í podmínky 
p r o existenci t a k o v ý c h rozvojů.2) 

Zvolili j sme l ibovolnou funkc i h (r) = 1. 
Po ložme co ne jobecně j i 

n=*m 

h ( r) (24) 
« = - OD 

Zde budiž m konečné nebo nekonečné číslo k l a d n é anebo konečné 
číslo záporné . F u n k c e h (r) bud iž p ř i t o m ana ly t i ckou v oboru 

A < | r | < x > 1. 

Př ís lušné rozvojové f u n k c e označme znakem 

Pn {z). 
Z rovnice def ini tor ické 

h Iv) . g' (x) 
== 2*» tf (24a) 

« = - oo 
a z rovnice (21) na lezáme vz t ah 

»=-i 

Násoben ím - n a p r a v é s t r aně a p o r o v n á n í m koef ic ientů obdrž íme pro 
konečné m 

( L { x ) = 0 ; / 3 m + f t ( z ) = 0 ; 

fim-h {z) = dm brk (z) + dm.i b.k+1 [z) + . . . + dm.k+1 k 6" (z) 

(k = 1, 2, 3 ). 

P ro nekonečné m jest 

(in(z) = J?dn+k,b.h(z) 
k-i 

. . (25) 

1) M. A. 1903, p. 389, 1907 p. 116. 
2) Viz dále § 3 tohoto oddílu. 

LTV. 
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Z Cl 
Pro konečné m jest p a t r n ě funkce fin (z) po lynomem veličiny 

cc 
s tupně (m — 1 — «)- tého. 

Funkce (z) ana ly t ická uvn i t ř a na obvodě j is té k ř ivky C* m á 
t edy rozvoj t v a r u (12) I. 

n = m-1 
F^ (z) =%Anpn(z), 

(26) 
A n = _ J _ f fiW [g (r)] xn d x 

n 2 i J h (x) 
ek 

P a r a m e t r Qk jest př i t o m omezen jednak nerovn inou ze vzorce (20). 

Qk > 1 — V 

a za d ruhé ovšem t a k é oborem, v němž h (r) jest def inováno, což v y j á d ř í 
se nerovninou 

A < < x. 

Kružnice o poloměru Qk nesmí ovšem procházet i nu l lovým bodem 
funkce h (x), a b y An nezt ra t i lo v ý z n a m . 

Uvažme nyní , co nas tane , má-li funkce h (r) ve svém oboru j ed iný 
nul lový b o d omezený nerovninou 

1 - - V < I I < 

Rovnice (25) a (26) zůs tanou p a t r n ě v p la tnos t i , p o k u d h (x) omezíme 
n a obor 

* < M < I «i I 

a t e d y p a r a m e t r Qk zvolíme t a k , že 

A < Qk < | *! I • 

K d y b y c h o m však kladl i 
Qk = I *i I , 

nemůžeme vždy podržetf rozvoj (26), p ro tože k ř i v k o v ý integrál , j ímž 
koeficienty A„ j sou def inovány, může pro h (xx) = 0 z t r a t i t i v ý z n a m . 

Avšak funkce h (x) jest t a k é de f inována v oboru 

l * J < M < * 

a v y h o v u j e v něm všem p o d m í n k á m , k te ré omezu j í p la tnos t rozvoje (26). 
Ten to rozvoj můžeme t e d y u tvoř i t i p ro k ř i v k u C*, jej íž p a r a m e t r Qk 
zůs tává v mezích 

| | < Qk < *. 

Rozumí se samo sebou, že rozvojové funkce jsou s tá le de f inovány 
vzorci (25), neboť funkce (z) ne jsou n i j ak závislé n a nul lovém bodě funkce 
h (r) nýb rž jedině n a konvergenčních poloměrech L a u r e n t o v y ř a d y (24). 
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Všimněme si nyn í blíže rozvoje p ro n ě j a k o u funkc i Fx (z) ana ly t i ckou 
u v n i t ř a n a obvodě k ř i v k y C2, k t e r á přísluší k p a r a m e t r u p a 

I *1 I < Q2 < *• 

T a to funkce jest p a t r n ě t a k é ana ly t i ckou všude u v n i t ř a n a o b v o d ě 
k ř i v k y Cx, k t e r á přísluší k p a r a m e t r u 

1 «1 I > ( f t > K 

neboť k ř i v k a Cx leží zcela u v n i t ř k ř i v k y C2. 

P r o vn i t řek k ř ivky C2 má t e d y funkce Fx \z) rozvoj (26) s koef ic ienty 

A 1 f 
2 n i J h (x) 

Pi 
kdež to p ro vn i t ř ek k ř ivky Cx má t áž funkce opět rozvoj (26) s koefi-
cienty 

A 1 C Fx[g(x)]x»dx 
2 ni J h (r) 

c« 
Koeficienty An a An' se s t e j n ý m indexem n j sou j is tě od sebe různé, 

pro tože p ř i p r v é m m á h (T) uvn i t ř in tegračního oboru nu l lový bod , čemuž 
t a k není p ř i in tegrá lu d ruhém. 

P r v n í rozvoj s koeficienty An bude p l a t n ý m u v n i t ř C2 a t e d y t a k é 
uvn i t ř Cx \ d r u h ý rozvoj p ro t ouž funkc i Fx (z) p l a t í j e n uvn i t ř k ř i v k y Cv 

Rozdíl o b o u rozvo jů jest t edy konvergen tn ím u v n i t ř k ř ivky Cx a p ř ed -
s t a v u j e t a m p l a t n ý rozvoj nu l lový 

m -1 
0 = y£(An — An')pn(z). 

»=- oc 

O nul lových rozvojích p romluv íme pod robně j i v nás leduj íc ím p a -
r ag ra fu . 

D r u h ý j ednoduchý t v a r zobrazující fuukce (11) d á n jest k o n f o r m n í m 
zobrazením vnitřku j edno tkové kružnice n a vnitřek k ř ivky C. 

Rovnice (11) m á p a k t v a r 

z = P ( r) ; (27) 
potenční ř a d a 

P(x) = a0 + a1x + a2x2 + ..., 

konve rgu j e abso lu tně a s t e jnoměrně v k r u h u 
I * I < 1 + % 

kdežif jest j is té malé k l adně ¡číslo. B o d r = 0 leží uvn i t ř kružnice j edno tkové 
a t e d y odpovídá m u v rov ině z bod z = aQ, ležící uvnitř kř ivky C. Body 
j edno tkové kružnice v rov ině r odpov ída j í b o d ů m k ř ivky C v rovině z. 
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Zvolme opět ne jd ř íve h (x) = 1. P ro rozvojové funkce cn [z) ob-
držíme rovnici 

P' (*) £ 
- p ž í w z 7 = h C n ^ % n ( 2 8 ) 

n-- cc 

Pro tože z značí zde bod ležící vně k ř ivky C, jest z lomek n a levé s t r aně 
ana ly t i ckou funkc í veličiny v uvn i t ř a n a obvodě j e d n o t k o v é kružnice 
v rov ině x. L a u r e n t o v a ř a d a n a p r a v é s t raně změní se t e d y n a pouhou 
ř a d u Tay lorovu . Z toho p lyne předevš ím 

c„ (z) = 0, (n = — 1, — 2, — 3, . . .) (29a) 

Násobíme-li v (28) obě s t r any jmenova te l em levé s t rany a po rovná-
me-li p a k koeficienty, shledáme 

) 
0 \ (29) 

Cn (z) . (a0 — z) + Cn-1 (*) . «1 + . . . + CQ (z) = + 1) dn+1 \ 

Z těch to rekur ren tn ích vzorců vysv í tá , že cn (2) jest mnohočlenem 
% 

veličiny 1 — s tupně (n + l )-ho, jehož prvn í člen jest 
(IQ ~ ~ Z 

- ( r 
\ z — a0 ) ' 

Podle vzorců (12a) obdrž íme t e d j p ro každou funkci F2
(*> (z) ana -

lyt ickou všude vně a n a o b v o d u kř ivky Ck rozvoj ve t v a r u 
qo 

F^{z) (30) 
n—0 

Ten to po lynomický rozvoj p ro funkce ana ly t i cké vně k ř ivky Ck 

tvoř í p ro tě j šek k F a b e r o v u rozvoj i (23). 
Zvolme nyn í co nejobecněj i l ibovolnou funkc i h (r) ve t v a r u 

n= oo 
h (r) =£cřMxn; 

n = -m 

číslo m budiž konečné k ladné nebo záporné anebo nekonečné k l a d n é ; ř ada 
n a p r a v é s t r aně budiž abso lu tně a s t e jnoměrně konvergen tn í v mezi-
kruží 

1 > k < | r | < x . 

Místo rozvojových funkcí cn {z) obdrž íme funkce yn (z) de f inované 
v z t a h e m 

h (T) g' (x) 
ac 

LIV. 
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Pomocí (28) a (29a) p ř e jde t a t o rovnice v novou 
00 00 

£ yn (2) . T" = h (t) . 2 cM (2) . T*. 
«=-X «=0 

Dosadíme za A (r) p ř í s lušný rozvoj , roznásobíme a po rovnáme ko-
eficienty. Z toho jde p ro konečné m 

y.m(z) = 0 ; y . m . „ ( 2 ) = 0 ; 

¡•tn+n -m+1 • . i (2) + . . . + ¿ .m +n • c0 (2); 

(n = 1, 2, . . .). 
P ro nekonečné w jest 

oo 
W = dn-k . Ck (2). 

A = 0 

Př i t o m jsou funkce c„ (2) de f inovány formulemi (29). 
P ro funkc i FJV (z) ana ly t i ckou všude vně a na obvodě k ř i v k y Ck 

dos t áváme t e d y rozvoj (12a) I I I . 

W * ) =}jBnyn(z) 

pM = frW* 
2 « i j h(x) 

Qk 

(32) 

Kružnice o po loměru p* nesmí př i t o m procházet i nu l lovým bodem 
funkce h (r). 

Má-li f unkce h (v) v obo ru své definice nul lový bod, plat í mu ta t i s 
m u t a n d i s ú v a h y p ř ipo jené k vzorci (26). 

§ 3. stejnoměrně konvergentní rozvoje podle polynomů /?»(*) nebo yn (») 
a rozvoje míliové. 

Budiž d á n a ř a d a l ibovolných kons t an t An a ses t rojen k n i m zcela 
fo rmálně rozvoj 

m -1 
^ j A n p „ ( z ) (33) 

O tázka konvergence i o b o r u je j ího byla už rozřešena vě tou V. Př i -
p o m í n á m pouze, že jest n u t n o t a m klás t i R = 00, An — 0, (n = m, 
m + 1, )• 

Položme si p rob lém j iný , k t e r ý p ro nullové rozvoje m á v ý z n a m fun -
d a m e n t á l n í . 

Nechť jsou k o n s t a n t y rozvoje (33) t akové , že rozvoj onen konvergu je 
s t e jnoměrně a abso lu tně u v n i t ř k ř ivky C* i v okolí každého bodu n a t é to 
kř ivce. To můžeme vyloži t i t a k é t a k , že konvergence jest zachována t a k é 
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v úzkém p r o u ž k u lemuj íc ím vně k ř i v k u C*. Rozvoj (33) de f inu je t edy 
j i s tou funkc i Fx (z) ana ly t i ckou v o b o r u Ky ohran ičeném k ř ivkou C*. 

F u n k c e h (r) d a n á vzorcem (24) nechť m á m konečné.*) Obor kon-
vergence Lau ren tovy ř a d y (24) si s t anovme nerovninou 

| r | >L 

Číslo A jest j i s t á k o n s t a n t a o něco větš í než po loměr konvergence. 
K ř i v k u Ck mus íme př i rozeně omezi t i t a k , že p a r a m e t r je j í Qk vyhovu je 
podmínce Qk > A, neboť j e n o m t e n k r á t e j sou rozvojové funkce §n (z) defi-
n o v á n y Vzorcem (24a) a t e d y i Vzorci (25). 

K o n s t a n t y A„ j sou zcela l ibovolné ; mus í j enom vyhově t i p ř í s lušným 
n e r o v n i n á m z v ě t y V. Jes t o tázkou , zda t y t o libovolné k o n s t a n t y da j í se 
vždy v y j á d ř i t i společným vzorcem 

1 f C I M ^ 
2 it i J h\x) ' 

Q* 
či není-li t o možno. 

Podle ne rovn iny (13a) jest 

y 7 / M * 7 7 < C > * (35) 

poč ína je od j is tého konečného a n a z nezávislého n p r o všechna z ležící 
v obo ru kx. Ten to obor kx musí b ý t i obsažen úplně uvnitř obo ru Kx čili 
uvni t ř k ř ivky C*. 

Užijeme-li Cauchyova kr i te r ia konvergence n a ř a d u (33), obdrž íme 
nutnou p o d m í n k u 

y | A.H fi.n (z) \< 1 ; 
t o vespojení s (35) d á v á 

V T X T Í < 4 " (36) 
' Qk 

T u t o n e r o v n i n u musí nutně sp lňovat i k o n s t a n t y An, má-l i ř a d a (33) 
abso lu tně konvergova t i . 

D e f i n u j m e nyn í funkc i / (r) následující Lauren tovou ř a d o u 

m-1 

%.f(x) - J ^ r - (37) 
»-- oo 

Postačuj íc í p o d m í n k o u p ro absoluti t í konvergenci t é to ř a d y jest 

| r | > 0, | A.n t n | < 1. 

Vzhledem k (36) obdrž íme t e d y postačuj íc í p o d m í n k u 

Totéž konečné m vystupuje v řadě (33). 
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0 < | r | < Qk (38) 

V t o m t o mezikruží jest ana ly t i ckou funkce r . / (r) a t e d y t a k é funkce 
/ (r) sama. O funkc i h (r) j sme řekli , že jest ana ly t ickou , pokud 

| r | > A . 

Z toho vyp lývá , že součin 

f ( t ) . h (t) 

jest funkci ana ly t i ckou v mezikruží 

A < I * I <Q>-

D e f i n u j m e n y n í funkc i G (z) v z t a h e m 

G[g (*)] = / ( * ) .h{z) (39) 

a p rovedme t r ans fo rmac i pomocí rovnice (20) 

z = glt) 

k t e r á m á podle své definice j ednoznačnou inveresní funkc i 

r = V{z) (40) 

Funkce y (2) jest p ř i t o m ana ly t i ckou v celém oboru své definice 
a t e d y i v okolí kterékoliv kř ivky C*. 

Značí-li t e d y Qe p a r a m e t r hovící ne rovn ině 

A < Qe < Qk, 

b u d e k ř i v k a Cg p rob íha t i celá uvn i t ř k ř ivky C* a funkce 

G(z)=f[y (z)].h[y(z)] (41) 

bude ana ly t i ckou v okolí každého bodu n a křivce C*. 
Z rovnic (37) a (38) v y p l ý v á dále 

Q* 
a t e d y podle (39) 

' f « i 
2 n 1 J h (r) v ' 

Jes t samozře jmo. že k ř ivka Ct může bý t i zvolena l ibovolně blízko 
u k ř ivky C*; o ř a d ě (33) můžeme tedy tv rd i t i , že konve rgu je abso lu tně 
a s t e jnoměrně uvn i t ř k ř ivky C, a v okolí každého bodu n a t é to kř ivce . 

Všimneme-li si dále rovnice (42) a ř a d y (33), v idíme, že 

»--00 V ' » = -00 
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a t e d y pod le (24a) 

Y A a M 1 f C [g m h ( z ) . g ' ( z ) 
ZrAnPnW - 2 j f • J h ( T ) • d 

_ 1 CG(t) dl 
~ 2« i J t 2 

T a k j s m e dokáza l i nás ledu j íc í v ě t u . 

Věta VI. Konverguj e-1 i řada 
n = m-1 

JJ AN §N (Z) 

n — - oo 
absolutně a stejnoměrně uvnitř křivky Ce i v okolí každého bodu na této křivce, dá 
se vždy sestrojiti funkce 

n=m -1 
G(z) = h [y (z)] ^An.r [z) 

n — - oo 

analytická v okolí každého bodu na křivce Ct tak, že platí 

4
 1 f G [g (*)] m dx 

sin = " ~ 2 « i j h;«) 
Qe 

Při tom jest y (z) inversní funkcí k rovnici (20) 

a součet řady dá se pro vnitřek křivky Ce vyjádřiti Cauchyovým integrálem 

»- - 00 Ce 

Číslo m v řadě této, vyskytující se také v definici (24) funkce h (z), musí býti 
konečné. 

Z t é t o v ě t y v y p l ý v a j í t ř i dů lež i t é důs l edky p r o nu l lové a ved le j š í 
rozvo je . 

Důsledek I. Existuje-li vůbec nějaký nullový rozvoj 
m-1 

• 0 = 2 An fin (Z) , 

» - - 00 

který konverguje absolutně a stejnoměrně uvnitř křivky C , a v okolí každého bodu na 
této křivce, dají se jeho koeficienty vždy vyjádřiti společným vzorcem 

A = a r G\t (*)]*» 1 f G f e W l i 
2 * / J h(x) 

9* 
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při tom jest G {z) funkce analytická všude vně křivky C, a v okolí každého bodu na 
této křivce. 

Důkaz. Pod le v ě t y V I . j es t i n t eg rá ln í v ý r a z p r o koe f i c i en ty A» d ů -
s l edkem s t e j n o m ě r n é k o n v e r g e n c e rozvo je . Pod le téže v ě t y jes t f u n k c e 
G (z) a n a l y t i c k á v okol í k a ž d é h o b o d u n a k ř ivce Ce Z b ý v á n á m t e d y 
d o k á z a t i , že G (z) j es t a n a l y t i c k é všude vně k ř i v d y C,. T u oko lnos t , že 
G (z) jes t a n a l y t i c k á v okoli k a ž d é h o b o d u n a k ř ivce C,t m ů ž e m e v y j á d ř i t i 
t a k é t a k t o : F u n k c e G (2) j es t a n a l y t i c k á v j i s t é m p o p ř í p a d ě ve lmi ú z k é m 
p r s t e n c o v é m o b o r u , k t e r ý jes t omezen v n ě j i s t o u k ř i v k o u Lx a u v n i t ř 
j i n o u k ř i v k o u L 2 ; k ř i v k a Ce p r o b í h á v t o m t o o b o r u ž á d n é z kř ivek Lx 

n e b o Z,2 se n e d o t ý k a j í c . 

P o d l e v ě t y L a u r e n t o v y d á se t e d y f u n k c e G (z) rozš t ěp i t i n a d v a 
sč í t ance 

G (z) = Gx (z) + G2 (Z) 

t a k , že G t (z) značí" f u n k c i a n a l y t i c k o u v š u d e uvnitř k ř i v k y L1 a G2 [z) 
f u n k c i a n a l y t i c k o u v š u d e vně k ř i v k y L2 s v l a s tnos t í lim z . G2 (z) = ko -

*= 00 
nečné k o n s t a n t ě . 

Značí- l i t e d y z b o d u v n t ř k ř i v k y Ce, b u d e 

1 R G (t) d t _ R G, ( / ) d t I R G2 jt) d t 
2 » i J t — z 2 n 1 J t — z 2 Jt i J t — z 

ce
 ce ce 

P r o t o ž e z leží u v n i t ř k ř i v k y Ce a Gx (t) jest t a m i n a k ř ivce Ce a n a l y -
t ické , jes t p r v n í i n t eg rá l n a p r a v é s t r a n ě roven Gx [z), k d e ž t o d r u h ý in teg rá l 
jes t r o v e n nul le , p r o t o ž e G2 [z) jes t a n a l y t i c k é v šude v n ě k ř i v k y Ce.2) 

J e s t t e d y 

a pod le k o n c e v ě t y V I . a p r v n í rovn ice v d ů s l e d k u I . m u s í m e usoud i t 

w-l 

G, [z) = J] An (in (z) = 0 

Viz na př. Osgood 1. c. p. 346. 
*) Mysleme si obor ohraničený křivkou Ce uvnitř a nekonečnou kružnicí k vně. 

Protože Gt [z) jest analytické v tomto oboru, bude 

"¿ni J t —z ^ '¿ni J t —z ce * 

pokud v integrálech značí z bod vně křivky Ct. Jestliže však zvolíme z mimo tento 
obor, tedy uvnitř křivky Ce, bude na levé straně místo Gt (z) nulla. Druhý integrál 
na pravé straně vypadne, protože lim z Gt (z) = konečné konstantě. 

S- 00 
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a t e d y 
G {z) = Go {z). 

T í m jes t d ů k a z d ů s l e d k u I . ú p l n ě p r o v e d e n . 

Dalš í důs l edek v z t a h u j e se k o n ě m f u n k c í m (2), podle n ichž sc 
nedají s es t ro j i t i nu l lové rozvo je . 

Důsledek II. Z polynomů (22) a (25) při konečném m nedá se utvořiti žádný 
rozvoj pro nullu, který by absolutně a stejnoměrně konvergoval uvnitř křivky C, 
a v okolí každého bodu na této křivce, pokud funkce h (r) nemá vně kružnice o polo-
měru | r | = Qe nullového bodu. 

Každý rozvoj z polynomu jmenovaných v oboru tom absolutně a stejnoměrně 
konvergentní jest hlavním rozvojem pro nějakou od nully různou funkci analytickou 
v onom oboru. Vedlejší rozvoje neexistují. 

Důkaz. Vezměme v ú v a h u i h n e d p o l y n o m y (25). K d y b y ex i s tova l 
n ě j a k ý n u l l o v ý rozvoj z n ich s e s t r o j e n ý p ř i konečném m, b y l y b y koef i -
c i en ty j eho u r č e n y pod le d ů s l e d k u I . k ř i v k o v ý m i n t e g r á l e m 

¿71 l J 
G[g (*)] f . d x 

h(x) 
Qe 

J e ž t o G (z) jes t f u n k c e a n a l y t i c k á v š u d e v n ě i n a o b v o d ě k ř i v k y C, 
t o h o d r u h u , že 

lim z . G(z) = k o n e č n é k o n s t a n t ě , 
1= 00 

b u d e pod le (20) G [g (t)] f u n k c e a n a l y t i c k á v š u d e v n ě a n a o b v o d u 
k ružn i ce 

I * I = Qe 
t o h o d r u h u , že 

lim G [g (r)] . x = k o n e č n é k o n s t a n t ě . 
T- X 

P l a t í t e d y L a u r e n t ů v rozvo j 
00 

= 
»=1 

P ř i k o n e č n é m m m ů ž e m e p s á t i p r o f u n k c i h {t) m í s to (24) rovn ic i 

h [ t ) = ť * . £ d m + k . T k , \ d m | > 0. 
k = 0 

Podle p ř e d p o k l a d ů n e m á L a u r e n t o v a ř a d a n a p r a v é s t r a n ě rovn ice 
v n ě a n a o b v o d u k ružn ice | r | = pe nu l lového b o d u , t a k ž e p ř e v r a t n á h o d -
n o t a t é t o ř a d y jes t v t é m ž o b o r u a n a l y t i c k o u a p l a t í t e d y r o z v o j 

L_ = _L v 
(z) vm ' ¿i ek T ' * I ^ Qe. 

A-0 
Rozpravy: roC. XXV. THda II. čls. M. 

h(x) _ V ' A -0 
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Podle tohoto rozvoje a rovnice (43) jest tedy 

G [*(*)] _ 1 
h (r) ť 

OD 

• Š A . r ' . 
A-l 

Koeficient A„ příslušného nullového rozvoje jest t edy určen vý-
razem 

Ve 

Protože řada za integračním znaménkem jest v integračním in-
terval lu s te jnoměrně konvergentní , můžeme integrovati člen za členem. 

Vzhledem k rovnicím 

Q* 

i r M " = 
2 re i J r 

můžeme tedy psát i 

•¿4» = fn-m + í • 

Tento výraz jest od nul ly r ůzný jen tenkrá te , když 

n — m + 1 > 1, 
čili 

n>m, 
kdež to p ro 

n <[ m 
jest 

An - 0. 

Uvážíme-li dále, že podle (25) jest pro konečné m 

pn (z) ^ 0, n>m, 
vidíme, že součin 

An . Pn [z) 

jest pro k a ž d ý index n ident ický roven nulle a že t edy nullový rozvoj 

0 =Y^AnPn(z) 
»=-00 

r eduku je se n a pouhou ident i tu 0 = 0. 
Totéž pla t í pro rozvojové polynomy (22), k teré vyplývaj í z (25) 

položením 
m = 0, d0 = 1, dh = 0, (¿4=0). 

LIV. 
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Dokáza l i j s m e t a k , že nu l lové rozvo je pod le p o l y n o m ů (22) n e b o (25) 
neex i s tu j í . P ř í m ý m d ů s l e d k e m t o h o jes t n e m o ž n o s t r o z v o j ů ved le j š ích . 
K a ž d ý rozvo j 

m -1 
J] An Pn {Z), 

n = - oo 

k t e r ý u v n i t ř a n a o b v o d ě k ř i v k y Ce a b s o l u t n ě a s t e j n o m ě r n ě k o n v e r g u j e 
a n e m á v š e c h n y členy i d e n t i c k y r o v n y nulle , jes t t e d y hlavním r o z v o j e m 
p r o j i s tou f u n k c i v t o m o b o r u a n a l y t i c k o u a o d nu l ly r ů z n o u . 

T í m jes t důs ledek I I . d o k á z á n . 

Nu l lové rozvo je podle funkc í (25) m o h o u t e d y ex i s tova t i j en v t ě c h t o 
d v o u p ř í p a d e c h . 

1. Číslo m j es t k o n e č n é a f u n k c e h (x) má v n ě k ružn ice [ r | <Qe 

n u l l o v ý bod . 
Číslo m j e s t n e k o n e č n é a k l a d n é . 

D o k á ž e m e si : 

Důsledek III. V obou právě jmenovaných případech existují vždy nullové 
rozvoje podle funkcí (25). 

Důkaz rozdě l íme t a k é n a d v a p ř í p a d y . 

1. Nechť m á f u n k c e 
m 

h (V) Tm, 
» = • 00 

k t e r á jes t p ř i konečném m d e f i n o v á n a v o b o r u 

n u l l o v ý b o d s n e j m e n š í abso lu tn í h o d n o t o u v m í s t ě x — x. 

a v e d m e pod le p ř e d p o k l a d ů k ružn ic i o p o l o m ě r u Q« t a k , že 

A < Qe < | X | • 

P í e v r a t n á h o d n o t a f u n k c e h (t) jes t p a k a n a l y t i c k o u v o b o r u 

A < | t | < | x | . 
V t o m t o o b o r u p la t í t e d y L a u r e n t o v a ř a d a o n e k o n e č n é m p o č t u 

č lenů s k l a d n ý m i n d e x e m 
1 00 

~hTč)
 = S ** •T* • 

A»»- ač 
K d y b y t o t i ž t a t o ř a d a měla j e n konečný poče t č lenů k l a d n ý m in-

dexem, k o n v e r g o v a l a by t a k é p r o 3* 
LIV. 
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I ? I > I * I . 

což by odporovalo t é okolnosti , že h (r) m á v bodě r - x nul lový bod 

a t e d y -iwpó1-
Označíme-li n y n í znakem G (z) opět funkci ana ly t ickou všude vnč 

kř ivky G a v okolí každého bodu n a té to křivce t é vlastnosti , že 

Um z . G (z) = konečné kons tan tě , 
2 = X 

bude p la t i t i pro t u t o funkci opět rovnice (43) všude v n ě kružnice | r | — 
i v okolí každého bodu na t é to kružnici . Z t é to rovnice a z předcházej ícího 

rozvoje pro "Vyplývá, že zlomek 

G 0 (r)] 
k ( r ) 

jest funkci analy t ickou v mezikruží 

» < I * I < I * I ; 

př i t o m jest v o něco menší než qe- V t o m t o oboru p la t í t edy Lauren tův 
rozvoj 

G f e W ] ««> 
h( t ) k = - X 

o neomezeném poč tu od nully různých členů sk l adným indexem, jestliže 
jen funkce G (z) jest t a k volena, že či tatel z lomku na levé s t raně rovnice 
(44) nemá v mís tě r = x nullového bodu. V t o m p ř ípadě to t iž m á zlomek 
onen v bodě r = x pól. 

K funkci G (z) přísluší nul lový rozvoj (12a; IV. 

m-l 

(44 a) 

0 =J^Bnpn(z), . 

B n = _ W G\g{T)-\T»dT 
n 2niJ h (r) 

Užijeme-li zde^rozvoje (44) vidíme, 

Bn = — /-»-i. 

Z toho vyp lývá předně, že od nully různých koeficientů Bn se zá-
porným indexem jest neomezený počet . Za d r u h é seznáme snadno z formulí 
(25), že ž ádný polynom /3W (2) pro záporné n není identicky roven 
nu l le ; po lynom t en obsahu je to t iž jen jediný člen s t upně (m — n — 11-ho 

( ^ r 
m-n-l 
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k t e r ý t e d y nemůže v y p a d n o u t i . 
Z oboj ího usuzu jeme , že o d j i s tého k ladného k poč ína je bude neome-

zený počet součinů 
B.H . §.k 

od nul ly různý . 
Ex i s tu j e t edy nul lový rozvoj (44a). 
D ů k a z t e n t o jest ješ tě n u t n o dopln i t i v t o m směru, že funkce G (z) 

dá se vždy t a k voliti , aby G [g (r)] nemělo v mís tě v — x nul lového b o d u ; 
t en to p ředpok lad j sme to t iž udělal i př i odvození ř a d y (44). Pos tač í dokáza t i , 
že exis tu je aspoň j edna t a k o v á funkce G {z). Znači-li a bod ležící uvn i t ř 
k ř ivky C, dost i da leko od okra je , jest t a k o v o u funkcí 

z — a 

Rozdíl g (t; — a jest pak od nul ly r ů z n ý m pro všechna t ležící v n ě 
anebo n a obvodu kružnice 

1 * 1 = 9 -

Nekonečné h o d n o t y n a b u d e t e n t o rozdíl jen pro bod z = co. Z t oho 
vyp lývá , že 

G fg (*)] r 

m á v oboru j m e n o v a n é m j ed iný nu l lový bod z = oo. Nemá tedy nul lového 
bodu z = x. 

2. Máme dokáza t i existenci nul lového rozvoje v t o m př ípadě , že 
funkce h (r) d e f inována jest L a u r e n t o v o u ř adou 

h = 5]d» t" 
»=-00 

o nekonečně ve lkém p o č t u od nul ly různých členů s k l a d n ý m indexem n 
Nechť konve rgu je abso lu tně a s t e j noměrně v obo ru 

A < | z | < x > 1 

a m á v n ě m po p ř ípadě i nul lové body , ccž však není n u t n e . 
Rozvo jové funkce jsou zde d á n y rovnicí (25) 

00 

0» (*) = 3 j ť / w + * • h-k w ( 4 5 ) 
k-1 

R a d a n a p r a v é s t r aně t é t o rovnice nemůže m í t i za seučet nu l lu , 
neboť to by odporovalo důs ledku I I . , v k t e r é m j sme dokázal i , že t a k o v ý 
nu l lový rozvoj jest jen t e n k r á t e možný , k d y ž všechna dn+k jsou r o v n a 
nulle. Není t e d y žádné (2) iden t icky rovno nulle . 

Jes t l iže nyní kružnice o po loměru Q, 

LIV. 
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A < (FE < X 

neprochází ž á d n ý m nul lovým bodem funkce h (z), bude zlomek 

h(z) 

ana ly t i ckou funkcí p roměnné z v okolí každého b o d u n a kružnic i Qe. P ř 1 

t o m mysl íme si p o d G (z) opět l ibovolnou funkc i ana ly t i ckou všude v n ě 
i v okolí každého bodu k ř i v k y Ca. P ro z lomek hoře j š í bude t e d y p la t i t i 
rozvoj (44) s t e jnoměrně konvergen tn í p ro všechna z na kružnic i o polo-
m ě r u Qe a maj íc í a spoň někol ik od nul ly různých členů. 

Nu l lový rozvoj (12a) IV. bude t edy mít i aspoň někol ik koef ic ientů 
o d nul ly různých . To vyp lývá z ú v a h y př ipo jené k rovnici (44a). Je-li 
j eden z t ěch to koef ic ientů Bk, jest , podle toho, co j sme shora řekli o f u n k -
cích fln (z), součin 

Bk . pk (z) 

o d nu l ly různý . Ex i s tu j e t e d y nul lový rozvoj (12a) IV. urč i tě . 
P ř i d ů k a z u j sme předpokládal i , že rozvoj (44) má aspoň několik 

členů od nul ly různých . K d y b y rozvoj t e n měl jen j ed iný člen — označme 
je j fk . t k — bylo b y 

00 
G [g (Z)] = h (r) . yř . T* = fh . *»+*, 

» = - 00 
což jes t v o d p o r u s rovnicí (43). 

Důsledek I I I . jest t e d y dokázán . 
Důsledek I I . a I I I . v y j a d ř u j í nutně a postačující podmínky pro 

existenci nullových rozvojů podle p o l y n o m ů (22) a (25). 
V p a r a g r a f u t o m t o zabýva l i j sme se dosud rozvoj i podle funkcí pn (2). 

Veškeré t y t o ú v a h y da j í se po v ý m ě n ě př ís lušných p o j m ů opakova t i i p ro 
rozvoje podle funkc í yn (z). Došli bychom t a k k úp lné obdobě v ě t y V I 
a všech důs ledků I. , I I . a I I I . 

P ro tože t í m k žádnému věcně n o v é m u p o z n a t k u nedospějeme, u p o u -
š t íme od podrobného provedení . Př ís lušné vě ty a důs ledky rovněž vyp i -
sovat i nebudeme , pro tože vzn iknou z p r á v ě c i tovaných pouhou záměnou 
slov , ,vni t řek k ř i v k y ČY' za „Vnějšek k ř i v k y Ce" a dále funkc í ,,pn [z)" 
z a funkce ,.y» (2)". 
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