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XXXIII. 

Ueber eine arithmetische Relation. 
Von M. Lsrota In Weinbergo bei Pia«. 

(Vorgelegt in dar Eitzimg am 9. Norember 1894.) 

DicBo Eotlz beschäftigt sich mit den Eigenschaften der arith-
metischen Functionen ^ und z, und kann als Fortaetrung der vorher-
gehenden Arbeit angesehen werden. 

Wir gehen ans von der unendlichen Reihe 
„ = £ . 

i1 — Sf®) (! — i ^ o «) (1 — x) 

in welcher k eine positive ganze Zahl, dagegen a, so, q stetige Va-
riable bedeuton, von welchen letztere numerisch kloiner als Eins 
vorausgesetzt werden muBS, da sonst die Reihe divergirto. Für diese 
Belho leiten wir eine neue Darstellung ab, indem wir die durch 
Fartialbruchsorlogung gewonnene Identität benutzen: 

1 1 
(1 - ^ a x) (1 — x) (1 - 2) (1 — q^a x) 

9 
( l - 2 ) ( l — V+*ax) ' 

wird davon im allgemeinen Qliede von F(x) Gebrauch gemacht, so 
Brhttlt man xuvSrderst 

1 — f f M (1 — ff»x)(l — g M " 1 « ® ) 
q H g 

J j , (1-?'*)(! -q'+*ax) 
UatV«nMtl(Gli-nalanrIaicMckiiftlIchc Cteac. 1884. 
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Hier benntzon v i r die Identit&t 

und erhalten so die gesuchte Darstellung 

(2) = $ 

7 _ t* 
H ä (1- q*x) (1 — a v) 

Um hieraus durch Coefflcieiitenvergleichung ein nrithmetisches 
Hosultat zu gewinnen, setzen wir x = g, a = g » - 1 , unter n eine po-
sitive ganze Zahl verstanden, und erhalten zuerst die Formel 

^ g ( f c + i > __ i y , 

¿ i (1 — ( i _ ? » - H ) ( i _ ~~ 1 — g ¿ j ( 1 — 

_ tf £ 
( 1 — g ' ) (1 — 

_ 1 y f i ——¿—L \ 

& k l 1 1 - 2 " + ' l ^ H H - ' j 5 

und hieraus folgt, wenn von der Beziehung 
^ £ = y f 

M ( i - i ' J ei - in+*) s a - ? ) ( i - <f) 

Gebrauch gemacht wird, schliesslich daB Resultat: 

(3) 

^ ( i ( i - a — 

_ i y qf_ q' 

i - J s (1 - f ) a - f ) i - i kx ( W + 1 J ( W ) 

_ _L y ? ( iL 1 
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Wir setzen nun der Ettrze wegen 

B = 1 y ? f 

oder indom wir in der «weiten Summe das lcxte Glied abtrennen, 

G = Y F S L _ Y F 
1 u — i * > ( i — f l T J (1 - ' / ) ( 1 - 2 Ä + 1 ) 

und weiter 

sodass dio rechte Seite von (3) mit S— übereinstimmt. Wir ge-
langen Kum gesuchten arithmetischen Itcsultate, wenn wir dio beiden 
Seiton von (8) nach steigenden Potenzen von q entwickeln und die 
Coefficienten gleich hoher Potenzen von q beiderseits vergleichen. 
Zu dem Zwecke Beiern 

die Potenzentwlckelungeu von B und Um Am xu ei'halten, be-
merken wir, daia wir durch Entwicklung einzelnor Glieder des 
letzten Ausdrucks fttr S erhalten 

wobei die Bummationsbodingungen folgendormaasen lauten: 

fi, y = 1, 2, 9, . . . «so; v zz 1, 2, . . v ; 
a, ß = 0, 1, S, . . . od. 

Halten wir in den zwei ersten Summen die Wertho p, v, a 
fest und führen die Summntion in Bezug auf ß und y aus, so heben 
Bich die s&mmtlichen Glieder y = 1, 2, 3, . . . der zweiten Summe 
gegen die Glieder ß a -J-1, <* + 2, a -}- 3, . . . der ersten und es 
bleibt 

i* 
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a = 2 « r ^ + ' - J ^ ( « + 1 ) + » , 

Whß fc» 
wobei die neue Suminationsbedingung ß ^ : a hinzugetreten ist 

Wird nun für einen Augenblick 

M i « . ? J 

gesetzt, so stimmt offenbar am mit der Anzahl Läsungen der Dio-
phantischen Gleichung 

fiv -f- an -f- ß = m 

überein, welche natürlich mit denselben Bedingungen 

1 ^ v ^ n , 

verbunden werden musB. 
Schreibt man die Gleichung In dar Form 

{iv = m — «n — 

BO sieht man, dass bei festgehaltenem « und ß die Gleichung soviel 
Lösungen besitzt, als es Theiler v der Zahl m — a n — ß gibt, 
welche die Zahl n nicht überschreiten. 

Wir baseiehnen nun mit 2(0, 6) die Zahl der Theüer von a, 
welche b nicht Überschreiten, dagegen mit 6) die Anzahl der 
Theiler uon a, welche grUsimr sind a}8 6. 

Alsdann wird die bctrnchtcte Gleichung bei festgehaltenem « 
find ß insgeaammt z{m—an— ß, n) Lösungen beBitzen und somit 
wird die gesuchte Zahl o . mil der Summe 

— n), ( o ^ / S ^ O ) 

übereinstimmen. 
Nachdem a* gefunden, wird offenbar 

wenn noch 

W-l 
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geaotzt wird. Man bestimmt a'm wenn man die Summe 27/1, bezogen 
auf sämmtlicke Lösungen der Gleichung 

+ + y = •»> (p, y = 2 , 8, . . . ) 
berechnet 

Man hat offenbar in 

y = m — n(n - f 1) 

ft alle positiven ganzsahligen Werthe durchl&nfen au lasson, welche 
ein positives y liefern; diese Wortho sind 

2, 8 , . . . ^ — i ] , 

und wir haben Bomit 

InC 
a f 

sodass sioh der gesuchte Werth von A* in der Form 

ergibt. 
E B bleibt uns noch übrig den Coefficiont Bm in der Entwicke-

lung 
s, = z b ^ 

der GrOsse ^ zu erhalton. 
Da 

a _ V i t ^ t — « — 1 
* ~ a - i ) d - q»+') h u - «H l - ' 

so haben wir die bekannten und sonst leicht zu verificirenden Glei-
chungen 

1 + 

(1 — ff)(l — g l , + * + 1 ) - ¿ o \ « + v + l J 9 
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zu benutzen, 11m hieraus die Entwickoliingon 

ä a - i M i - - » ^ ) - « 1 ^ \ - + - + 1 f r 

zu erhalten. Es folgt hieraus, dasB der gesuchte Coefficient Bm durch 
die Formel 

m ~ à k \ \ — 7 l » + » + 1 h 

dargestellt werden muss. 
Wir haben somit dafl Résultat, dasB der Coefficient von g* in 

der nach positiven ganzen Potenzen entwickelten rechten Boite der 
Gleichung (3) durch den Ausdruck 

„ - . J ^ l ^ + X) 
o \ -r f \ -r f 

~ k M \ r 1 «+V+—jj 
dargestellt wird, wobei wir, was um alle MissverstftndnisBe zu ver-
meiden bemerkt werden mag, die Function E*,x) gleich Null setzen, 
wonn das Argument « negativ wird. 

Die Eutwickeluiiiï der linken Seite von (3) lautet nun 

W M - f * I « I + ^ u 0 = 0, 1, 2, . . 

«ifik* U » = 1» 2 i 3. • • I 

und der Coefficient von qm stimmt mit der Anzahl der Lösungen der 
Diophantischen Gleichung 

{kJr[iJra + ß)v-\-cm + ßn-\-fl = <ni 

ftberein ; diese kann man aber schreiben 

(fc + fi a - f - ß)v = m — a n — ßn — ß, 
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uiid hieraus ist ersichtlich, dass die Zahl fc + p + a-f- ß elnThciler 
von m — an—ßn — ß sein muss, welcher natürlich grösser ist als 
k a + ß, und zwar entspricht einem gegebenen Werthsystem «, ß 
und einem der in endlicher Anzahl vorhandenen die Zahl k-\~a-\-ß 
übertreffenden Theiler von m — an — ßn — f , die man selbstver» 
stündlich auf nur eine Weise in die Form 

setzen kann, ein einziges Werthsystem p, v. Der Coeffieient von «f 
m der betrachteten Entwickelung der linken Seito von (3) wird daher 
der Summe 

— an — ßn — /S, A + a f ß)> ( « , 0 = 0 , 1, 2, . . . ) 

gleich Bein müssen, wenn wie wir schon bomerkt haben, mit 4>(a, 6) 
die Anzahl der Thoilor von o, die grösser sind als b, bezeichnet 
wird. 

Schreibt man hier noch « -(- 0 = <f, ß = q, so geht dies in die 
Summe über 

und wenn man diesen Coefficfenten mit denjenigen bei gleich hoher 
Potenz rechts vorkommenden vergleicht, so ergibt Bich schliesslich 

fc + P + « + 0 

V l > ( » — Q — «M, A + ff)— P — ÙU, n ) ] 

Für k ^ m hat man hieraus 

(At v = 1, 2, 3, . . .) 

y 2 (m — p — er», » ) 

Im -j- n H~ v — 
I « + » 
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Trennt man hier die Glieder X= lab, nnd setzt (3L — l)y = ti, 
so wird v Büramtliche Divisoren d von d durchlaufen nnd wir können 
die rechte Seite von (5) auch, wie folgt schreiben 

(5a) 

die Summation bezogen zuerst auf sämmtliohe Divisoren d von d und 
dann auf s&mmtlicho Zahlen d, welche kleiner sind als m + n. 

o 
Im Falle k — Q ist offenbar in (4) die Summe durch Null zu 

l = i 
ersetzen, sodass wir haben 

(6) 

— 9 — ff», ff) — — q — tfn, n) J 

Um einige weiteren Resultate zu erhnlten, setzen wir in der 

Formel (2) x = g, a — — , wodurch sich die Identit&t 

¿ 1 (l - - 1¥ V l) 1 - ^ ¿ 1 ( 1 - 9*)" 

- T h i l 
9* 

ergibt. Da aber 

1 y ( g*' _ _ g t v + * \ 

" 1 - l i i Ä l 1 - 9 ' W ' 1 / 

9* 9 

BO folgt Bchllosslich die Identit&t 

a » 
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(7) 

^ = <£_ ffl__ 
,ä (i - flrö - M (i - - «r c1 - 3J" 

_ y f { j t 
SiMUi-m -9*) ( i - öd -

Da bat man nnn die Entwickelungen 

2 = i 0 — — a * " 1 " 1 ) 

ä u - i x i - i v Ä l ^ i ' v ' r 

( i 
o" ___ Ä m(wi—1) - 2 — - - V 

nnd die Coeificienten der Eutwickelung 

J i ¡ , [ o ^ x T - ^ n "ö^ixi-f^hSi"r 

ergeben sich in derselben Weise wie oben die 22. in dor Form 

1=1 

oder boRSor geschrieben 

¿=1 *=:! 

Hier können die Glieder i = 1 abgetrennt werden, wodurch 
entsteht, wenn man JL = p + 1 schreibt: 

D®1 
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EB bleibt nur noch übrig, die Bestimmung des Coefficienten 
von (f in der Entwlckelung der linken Seite von (7) su Ende zu 
füliren. Da hat man die Lösungen der Gleichung 

zu finden und für sie die Summe der p (d. i. £¡1) zu bilden; 
schreibt man die Gleichung in der Form 

(k « -f- p)v = m — a, 

so sioht man, dass i f « p = d s&tnmtlioho Theiler von t» — a 
durchläuft, welcho grösser sind als &-{-<*, und jeden nur einmal, 
wenn p und v Bämmtiiche demselben a entsprechende Werthecombi-
nationen annehmen. Für jode Lösung p, v ist dann p — «J — (Zc -f- a) 
und die einem festen a entsprechende Partialsumme hat den 
Werth Ed vermindert um (fc 4- «) HO oft genommen als es Lösungen 
P, v gibt. 

Diese Zahl der Lösungen ist offenbar ^(m — a, fc -(- a) os 
wird 

Sä =1 »Pfm — et, fe-j- «), 

wenn mit 6) die ¿farnm« der JHoitoren von a, diu gröuar sind 
fd» b, bezeichnet wird. Die Paitialsumme hat somit den Werth 

3*(m — «, & a) — (fc + «)*(»» — i - f ß); 

um die Totalsuinme Ap zu erhalten, hat man hier o die Wertho 
0, 1, . . . m — 1 durchlaufen zu lassen und die Summe der Resul-
tate zu bilden. Man erkennt daher, dass der Cocificlent von tf* in 
der Eutwickelung der linken Seito von (7) durch den Ausdruck 

J ] [!P{»» — «, k - } - « ) — (A + « M » » — b, ft -J" *)J 
o=0 

dargestellt wird. 
Vergleicht man dieaen Coefficienten mit der Summe derjenigen, 

welcho als Coefficienten von y™ in einzelnen Bestandteilen der rechten 
Seite auftreten, so erhulten wir das Resultat 
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(8) 

£ [ S t * - * , Ä - } - m) — (ft - j - a ) i ( m — a, fe + a) ] 
« = o 

« ( m i l ) 
2 

- S f W ^ M ^ ) ] -
Dies gilt auch im Falle Jfc = 1, in welchem dann die letzte 

Summe wegfällt; dagegen wird im Falle ArrO der Ausdruck ver-
schieden sein, und zwar 

J ] — « , a) — — et, o ) ] 
o 

Wird in (8) vorausgesetzt, so verschwindet die linke 
Seite und es bleibt uns das Resultat zurück: 

m J ^ M ^ H f e ! ? ) ] 

wobei die linke Seite auch wie folgt geschrieben werden kann 

m g M ^ H f i ? ) ] . 
die Summation erstreckt über sämmtliche positive ganze Zahlen d 
unterhalb m und flbor sämmtliche Theilor d von d; die rechte Seite 
stimmt bekanntlich mit der Snmmo 

(9b) 
* l ( k ) 

m{m - j - 1 ) 
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flberein, in welcher ^(fc) die Divisorenaumme von k bezeichnet. 
Man gelangt zu einem merkwürdigen arithmetischen Resultate, 

wenn man in der Gleichung (2) a = setzt, dagegen aber sc un-

bestimmt l&sst Man hat zunächst die Relation 

nm t ^ ^ _J_ y fr . 
' {¿-fr? 

1 y ft\ qlrxX q^X1 

(1_ q)\l-X) 1 - i & g i 

bei deren Deduction wir die Identität 

l — g*x l _ 2»+IJC 

A n — a*mY 1 S ( i - g T » X i - « " + 1 ® ) l 1 ~ « X I — 
benutzten. 

Wir wollen nun beido Seiten von (10) nach positiven Potenzen 
von q und os entwickeln (wozu die Voraussetzung |o?|<l nöthig 
ißt); durch CoefGcientenvergleichung gelangen wir zu dem erwähnten 
Resultate. 

Es werde zuerst 

gesetzt; um Am, r zu erhalten, setzen wir die linke Seile in die Form 

£ M 2 ( H - H - « ) ' + « B , Ä + i t + a f ( f t « = 0, 1, 2, . . 

\ v = 1, 2, 3, . . . / 1 

worans ßieht, daaB man zuent dos System zweier Gleichungon 

, . i , lu. « 0 , 1, Sf, . . .\ 

aufzulösen, und die entsprechenden p zu summiron hat. AUB der 
erston Gleichung folgt nun, dass « kleiner sein muBs alB r — fe, aus 
der zweiten folgt dann die Congruenz 

« m ( m o d . r), 

welchc nur eine Wurzel « C r besitzt 
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Ist diese Wurzel zugleich kleiner als r—k, so ist a ein für 
unsere LöBung brauchbarer Werth und es ergibt sich 

Am, , = p = r—k — a 

als der gesuchte Coefücientenbetrag* Ist aber jene Congraenzwurzel 
a nicht kleiner als r - fc, so ist sie kein brauchbares a für unser 
ülelchungBSjstem, welches in diesem Falle unverträglich ist, und man 
hat ^«,r = 0 zu nehmen. 

Da v —I—— — — , BO hat man v = £ ( m | und daher 1 r r 1 \r I 

a = m - r E \ ^ i 

erhalten; es ist somit 

Ca) Am, r — rE —k — m, 
wenn die rechte Seite positiv ausfüllt, im ontgegongesetzten Falle 
aber A^ ? = 0. 

Dio zwei ersten Bestandtheile der rechten Seite von (10} gehen 
nun weiter 

ft \ * I* 

und es bleibt nuz übrig, die Summe 

1 y i Ä J _ | 

1 — ® » = o l 1 l - ^ H 

in eine Reihe 

zu entwickeln. Man kann Bie durch die mehrfache Reihe ersetzen 
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in der die Summatlonsbedingungen lauten 

«, ß, v = 0, 1, 2, . . .; y = 1, 2, 3, . . .; A = 1, 2, . . , k. 

In der ersten Summe hat man die Anzahl der Lösungen den 
Systems 

A- j - a — i», rv-\-ß ^m 

zu bestimmen; wir setzen r ^ k voraus, und dann werden sich die 
Unbekannten a und ß durch die unabhängigen Veränderlichen A und 
v folgendermassen ausdrücken 

a — r — Ä, ß — m — w. 

' H » . - [ • ] } 
woraus folgt, dass unsere Gleichungen 

Lösungen besitzen. 
In der iweiten vielfachen Summe hat man dagegen das System 

A -}- « = rv a ~\-y — in 

zu lösen. Wir setzen hier a-\-y — y'i sodass die neue Variable y 
die Bedingung > a zu befriedigen hat, und haben das System 

A -j- « = f> rv -j- y' = «i. 

Unsere v sind Bolche, dass die Differenz m—rv einer positiven 
Zahl •/ gleich wird, wolche die Differenz ct — r — l übersteigt, d. h. 
unsere Unbekannte v soll so bestimmt werden, dass 

m — rv > r — A, (A = 1, 2, . . . k) 

wird. Aus der hiorauB sich ergebenden Ungleichung r(v + 1 ) < m A 
folgt nnn, dass die Variable v |- 1 folgende Werthe annehmen kann 
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deren Anzahl a/?1 * — 1 f L t i = i ) * 

Hieraus folgt, dass unsere mohrfncho Summe In ihrer Potenz-
entwickolnng bei folgenden Coefficionten besitzt: 

1=1 
Ks ist somit 

und durah Zusammenfassung unserer Resultato erhalten wir den Satz, 
dass für r^k die Gleichung besteht 

(11) 

wenn dU rechte Seite poeitiv ausfüllt, dagegen aber die linke Seite 
vergeh windet, icenn die rechte Seite negativ oder Null wird. 

Man kann dieses Resultat einfacher ausdrücken, wenn man das 
Kronocker'sche Symbol sgn. a für das Vorzeichen von a einführt, 
worunter also 1 oder — 1 zu verstehen tat, jcnachdem a eine posi-
tive oder negative Grösse bedeutet. 

Die Grösse ° . a ist nun gleich a, wann a > 0 , da-

gegen 0, wenn n ^ O ist. Die rechte Seite der Gleichung (11) ist 
also gleich 

und hieraus folgt, nachdem man beide Seiten von (11) mit 2 multi-
plicirt und eine Reduction ausgeführt hat, dass die Gleichung 
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besteht, wobei mit abs. angedeutet werden soll, dass von der einge-
klammerten Grösse nur ihr absoluter Betrag zu nehmen ist Die Be-
deutung dos Theorems (11) besteht darin, dass ee die Summatlou 
der Reihe 

B=0 \ I 

liefert. Unter der Voraussetzung k ^ r hat man nümlich 

(IIa) = wenn A ^ r ^ l ^ i ^ J —in. 

aber 

(IIb) S(m, r, k) — m — (r —k)E ("-^r1")» wenn k^rE ( — m-

Und diese Resultate sind leicht direct zu terificiren. Die erste 
Formnl behauptet, dass sümmtliche k Glieder der Summe einander 
gleich sind, die zweite geht darauf hinaus, dass die Zahlen 

(TO 4- f l . 

—~—1 — m, und dies ist leicht 
zu bestätigen. 
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