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Nouvelle analogie de la série théta et quelques séries
hypergéométriques particuliéres de Heine.
Par M. Lerch.
(Pres. 15. XII. 1893.)

1. Soient ¢, q deux quantités dont les modules soient moindres que
I'unité, et considérons la fonction f(z,§;¢,q) de deux variables z, &, définie
par la série infinie

[7@in ) =14 ¥, ¢t (1-Fa8) Ua8D ..+t 189)
(l)l n=1

(2]
n’x—ln
+ E 1 —1E%) (1 q-sz.-a 1 —ent1Ee) -
i=h (140718 (14-9738%. .. (14-q )
On trouve une premitre propriété de cette fonction en changeant, dans

la premiére somme, 7 en #z-}+1 et, dans la seconde, en z—1; il vient de
la sorte 'équation

) S(gz,q8) = mf(x,@-

Pour obtenir une autre relation, nous changeons, dans la premitre somme,
n en n-}+ 1, de la sorte que le terme général deviendra

g" (g 22" ga® (14 q&%) ... (14 q2r—182) (1 qin+159)
cn effectuant la multiplication par le dernier facteur, la premitre somme,
deviendra Pt 5
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- La deuxi¢me somme (1) se transforme en changeant » en #»—1 et en
écrivant le terme général comme il suit
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en effectuant la multiplication par le facteur 1} q—27+1£2 on trouve lidentité

qn’x-zn )
o 3, o ety g

g (gx)-2n
=0 3 e
+gqa2g? § — _Qi(qqx)_gn

= (1q 18 (1+44q738%...(1 J-gen g
Evidemment, cette expression ajoutée a la quantité (x) donne la somme

g’ f(gz, 8+ g2 /(qq2,5)

de la sorte qu'on a I'équation

®) S (@, 8)=q2*f(q%,8)+q92*8F(79%,§) .
D’apres (2) le premier membre peut é&tre remplacé par l'expression
g2*(14-98%) f(gz,q8);

il vient de la sorte .
f(gz, 8+ 98 f(gqz,8) = (1498 flgz,q8)

. x
ou bien en changeant z en 7

g _ S5+ 9892, 8)
39 flz,q8) = 1 qk
La fonction f(z, &), considérée par rapport & la variable #, n'a que les

deux points singuliers £ = 0 et 2 = oo, mais, par rapport a la seconde
variable §, elle a sauf ces deux points singuliers les poles du premier dégré

§2=—q,—q%,—q%,... Pour s'en débarasser, il suffit de multiplier par
la fonction suivante, enti¢re cn Elg ,
2n—1
@ () = H(1+"" ).
ce qui donne la fonction
) 9@,8;9,0)=1(,q)./(,59,9).
Cela étant, I'équation évidente
1
©) n@t, o) =1+ ) 7E0)

étant combinée avec les relations (2) et (3*) donne les équations fondamentales

" o
(%) ‘P(qx.Ql’)—W@(w,‘f)»

(3% 9(@,q8)—9(@qx,8) = t,m(ﬂa £).



Les propriétés caractéristiques de la fonction ¢(z, £) sont les suivantes:

1. ¢ (x,&) est une fonction analylique uniforme des deux variables x,¥,
nayant d'autre singularité que les points x =0 et x = oo, puis £ =0 et
= o0,

2. la fonction ¢ (x, &) est paire pour toutes les deux variables et satisfait
aux dquations fondamentales (2%) et (3*).

La premitre propriété prouve I'existence d'un développement toujours
convergent de la forme

9@, 5= Y Anala?, (mn=0,%1,£2,.)
m,n

auquel se lie la troisitme propriété caractéristique, & savoir que
3. le terme constant Ay,o du développement dquivaut & {'unité.

Ces trois propriétés caractérisent entitrement la fonction ¢ (z,§). Car
en effet il est facile d’en conclure la valeur des coefficients A,,,,. Remarquons
pour ce but que les équations (2*) et (3*) s’écriront

Z Ap,n QM1 g2n 1 g2m 42 g2nt2 — Z Ly, 82 227

z Ay, (q2m+1 — q2n+1) g2m 42 g2n — z A, n £ 227

d’olt nous aurons les relations
(“) Am,nq2m+iqgn+1=f1m+l,n+l )
® Amn (AL — ¥ +l) = Ay g4

En substituant, dans la formule (B), successivement w = n,n-}1,2-4+2,...
on trouve que l'on a

An—}-l,n:O) An+2,n=0; An+3,n=0y---

de la sorte que tous les coefficients Ap,, seront nuls dans lesquels le premier
indice 2 surpasse l'autre 7.

Dans le cas de m < n remplagons successivement, dans I'équation (B),

lindice » par les valeurs s, m-}1,m—42,...2— 1 et multiplions les ré-
sultats; il vient

Amn (B -— @2nt1) (q2m3 — g2nt1) L (g2l - @) = Ay,
et il ne reste qu'a obtenir la valeur de A,,,.
Pour ce but I'équation (x) donne
Ax,n = Ao,0(g0)" = (g0,
puisqu'on a Ap,o=1.
On a donc ces valeurs des coefficients
Ap,n = (gq)", Am,n =0 lorsque m>un,

et dans le cas de m<n

Apg ==y —mmo - (9_9)";_ . —
4 (qgn-—l_ q2n+1) (q2n-3_q2n+l). .. (q!m+1 —— q!n-}-l) ’
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ou bien
qnzqm: o -
(1""qﬂ)(l.._qd)(l___qﬁ)._.(l_qg,,_.gm) ’

la fonction ¢ (x, &) est donc représentée par la série 2 double entrée

-Am,n =

3 n? gm? ,In £2m

7 V) x,§) — gn' n* g2n £2n — 7" q____x__s e amr
( ) ( 11‘—“200 q +m¥n(]‘—_—q2)(1—‘q4)"'(l~—qz 2 )
ou en écrivant 7z =m—}»

- (m 42 gm* g2m-+-2» §2m
(™ a@H= Y e @yt Y- R

(1}2_—_-0,1-_1,_-1;2,1-_3,...

vr=1,2,3,... )

2. Soient maintenant z,, 7, deux quantités complexes avec des parties
imaginaires positives, et soient w, et w, deux variables indépendantes; en posant
q :enﬂf’ q — et,ui' X = w1 7i , 5 — pWand ,

la fonction ¢ change en fonction entitre transcendante de 7, et w,
®) @ (evnf eani s gl ennl) — @ (w | w, | 7y, 1)
qui satisfait aux conditions tirées des équations (2¥) et (3*)
D (w1, 20,) = (w,,w, + 1) = @ (w,, w,) ,
9) ] D (W, 1, wy - 75) = em Gt ot ntn) @ (w,, w,) ,
D (w,, Wy —4175) — D (W, + 174, w,) = e~ 7 Q%+ D (w,,,) .
En effectuant, dans la formule (7), la sommation par rapport a z, il vient

(o]

(10) U] (‘i'Ul y Wo I 7, '(2) = z e i (e +2vwy) 1(}3 (2(/1 +u’2 _l_ v, I 7 +72) ,
r =0 17 (1 —_— e?ar,ni)

a=1

v
avec la convention de remplacer le produit IT par l'unité, lorsque » = 0.

a—1
Si I'on remplace 7, par des multiples de la quantité 7,, la fonction @
change en fonction théta d'un dégré supérieur; en prenant en particulier
T, =1, =7, puis w, = v, +- %, w, = v, -+ u, l'expression
D, fu,v,tfu|v,7)= F()
sera une fonction entiere de # qui satisfait aux équations
Flud-1)=F@), Fu-t1)=e2xit+nt2ut+d [i(u),

bt o , . . v, + 7, . .
d’ol il suit que I'expression 1'(”-——‘—__—5-——1) est une fonction théta du

second dégré avec la caractéristique 00, de la sorte qu'ils existent deux con-
stantes A, B telles que

F(u)_—:.A{},”(w—{—zl;;—z”—

r)-—}—B0._,“(71~|-——7ﬁ—-‘—2h—22!1)-



- N V) v
Pour obtenir ces constantes, posons une fois # == — ! ;}- ? et lautre
1—o, —u, i d '
u == g ¢ qui donne
Al —v —7 . v v
I‘(M‘%—&)‘—:;‘Iﬂge, f‘(—-— ‘—2{._;—?):1)7022,

en écrivant, suivant l'usage, ¢, au lieu de @, (0|7).
Il nous reste donc a évaluer les quantités

(1l =% g (L% 2 — U
1( 2 )""(2"*" 3 ’2+ )

(Uit U Y7
r(=tg) = (T 2y )

les paramétres 7,,7, de la fonction @ ayant la valeur commune z. Les ex-
pressions considérées sont de la forme

h(s,—2),

et cette quantité a, d’aprés I'équation (10), le développement

o0

s oy N ey (v 27) e
’e ”)_ygo A=A =gY...0—g» @ ="

3 (2| 27) = g~ 0, (0| 27),
O (Qn—17]27) =g~ —2—19,(0]27),

ce qui permet d'écrire

Or on a

%’; qglt’ el-[((nl'
(IJ(Z.——.Z) = 03 (0'27) e ’(_i*——qn)(l———g‘)...(l—;—lj“‘)

‘2/4 +2p4) pGp+Nini

+"’\(0"“)2(1 A= (=gt

Posant donc
00

’ . 2 huixi _gtetmt
[1!0 (2) = 20 A—7)d—¢)d—g¢%. (1.__94/4) 144 1—g¢H(1—g% LR

“)( o0 . . .
W (z) — Z q’# +2u4-§ php -2 — 7! 2ini
' A=) 1—¢) A —¢%)...A—g+H) — 1—¢* """~
nous aurons
(12) P, —2]r, ) =8;(0]129) v )+ 0[29) ¥, () -
Nos constantes 4 et B seront alors données par les formules
402 =0, 0129y, (5 2) — 2, 0129w (P 5),

B o, .93(0121)%(""“7’2)+e(olgf)w,( ”ﬂ)



et l'expression cherchée de la fonction 7 (x) sera par conséquent donnée par
P’équation

G2 (v, ‘u,vytujz,1)
tlB) :{03 0]27) v, (y‘_;“z—}g —0,(0,27) y, (vl;"z’g)}{} (”+'I! %71 l )

z).

H{ra 0120 o (5 2) 0, 0120) v, (252) 002 (- 252

En prenant v, == v, =0, on a

02 (u,u |t ,7) = [y, 85 (0] 27) — v, & 0]27)] 8,2 (x| 2)
+[wo 05 (0122) + v 9, (0] 29)] 8% (2| 7) ,

en convenant de représenter par iy, et y, les quantités 1, (0) et v, (0). Donc,
le produit des fonctions

(139

(e8]
H (1 4 g2n—1 —2numi)
n=1

et

o]
14 E gt enui (| f g unt) (| g8 2umd) | (1 g2 ~1Auni)

n=|

q ? p—2nuni
+ Z (1 +q— 6’2“"') (1 _+ 7 e!unl' (1 __|_q—2n+l e@unt)

n=1
est exprimable en transcendantes elliptiques.

3. A la catégorie des fonctions que nous venons d'étudier appartiennent
aussi les expressions dont s’occupe la théorie de la série hypergéométrique
généralisée de Heine. Nous allons exposer quelques formules particulieres
auxquelles nous a donné l'occasion l'analyse d'un mémoire de M. Schendel,*)
que nous avons donnée dans la premitre année du recueil de I'Académie**)

@) Soit comme précédemment ¢ une quantité inférieure a l'unité, cn va-
leur absolue, et rappelons nous la formule connue

00
1+4¢va (1 v) (1—gv)...(1—g"1v)
<! 1 — ] n n .
® ,I:Io 149z + Z( ) q)(1~—92) A= "
avee ses conséquences

1 .
_— (— )"
®) H(1+9“‘w) +n21 1—9)(1—g¢y...(0—gm ’

qgn(n—-l) un

© .,IJO“““”)=1+n§,<l——q)<t-—qﬂ><1——qﬂ---(l——q"f

*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 84.

#k) I faut remarquer que les résultats de M. Schendel sont des cas particuliers des
théorémes plus généraux exposés, avec plus de rigueur, par M. Frobenius dans le 3me t,
du méme journal.
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remarquons que les séries (a) et (b) sont convergentes lorsque |z <1,
tandisque la série (c) est toujours convergente.

En changeant £ en —z, la formule (a) devient

= 1-—-~q“7}£l¢__]4_81 (l—v)(l~—g'zﬂ (1 -—q"*lw)x

) i 1—gq°z = A= A=) (T —g™

Cela étant, nous allons considérer I'expression un peu plus générale

N (Il—2)d—go)...(1-—g"12)
V= N .
,.);’, =90 —g)..A—g= )y =gy °

ou bien

e EL A UYL,

T (l—g)r (1—gq)(1—g%

En employant la série du bindme
1 \ s
R — v - "
(I—q"y vgo =10 ( 4 ) !
on aura

_V(U—v(l—gn.. (1——-g 11) - L —
V",,Z: o). U—g-y U x)( )

et par conséquent

= ;0(——])"(':&)5
N (1 —2)(1—g2)... (1 —gn—t
:E ((1~3)(<1-—qq) ((1 L oy

(=0 o+ =200 gy

en posant

I

de la sorte que

sv=(1—v>qvx[1+n§‘“([_q’;§ L oy .

La quantité entre parenthéses s'obtient 4 l'aide de ’équation (a’) qui donne

|l —grtr+iog
a=0 l_qa+vx ’

Ss=(01—2)¢x

d’on

] 1 —getiog - 1—g*x

v l—grtivy’

w= 7
v—1

le dernier produit IT devant étre remplacé par 1 lorsque »=0.
p=0
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Aprés avoir substitué cette valeur de S, dans I'expression de V nous aurons

— gu+1
—-—(l—v)xH] g*tlox

l—gtx

_ (J—2)(l —¢2)...(1 —¢g~'2) |
{1+Z( 1)( ) (1—qvx)(l——9w) (=g va)

En changeant v en ~:— on a par conséquent la relation cherchée
1—v (1—2)(1 —qv) 2
e e T (e (e T e

(l—v)(1—gv)...(1 —g"—12) "
T i A= —gFy et

1 —v)(1 —gvz)(1 — ¢*va) (1 —g3vx)...
@ T U=y T—@i=ra (-7

<[4 (D) = (3 ) P d SR
TN G Ve e LE Lt IV

(1—vx)(1 —gvx).. )

En prenant » = 0 il vient

z2

1 x
{(1—q>s+(1——q)(1——qﬂ>~' tooa=—ma—ar T
(&)

D=+t (l—a (1 —g2) + (57 ¢ (1 — x)(\—qx)(t —g*a) 4.
- (l—2)(1—ga)(1 —¢*x) (1 —¢*%) ..

Si l'on substitue, dans la formule (d), v& = », en partant ensuite a la
limite pour # == 0, on aura

( 1 % 4+ gut .
(-9 (—9U—=¢y " U—9U—g)(1—¢
(__ l)n q, n(n—1) 4n

RGP (ery B ey [
0 = A—u)(l —gu)(1 —q%%) (1 —¢%u)...

<[4 () 2t (T ==

+(S+:— l) (1—=x)( --Wgn--.(l ) +] '
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On obtient une autre formule, en différentiant I'équation (d) par rapport
3 v et en prenant v = 1; il vient de la sorte

(g) [E 1= —( - nzl_—‘—?)(l*———:—r]n:ﬂ_)?
W n—1
‘ + (L —g)y ;(J+n——l)1ngﬂz’_‘;zg’

formule, dont on déduit aisément expressions nouvelles de la série de Lambert.

Sur une méthode pour rectifier des prismes creux emptoyés
pour la mesure des indices de réfraction des liquides.

Par MM. O. Sulc et A. P. Pafizek.
(Pres. 6. X, 1893.)

Pour déterminer les indices de réfraction 7 des liquides par le spectro-
métre, on fait usage de prismes de verre creux formés des glaces planes
et paralleles. Désignant par A la déviation minima, par & l'angle réfringent
du prisme, on calcule 72 par la formule connue

P+ 4
sin ;"
n= e (I
sin 4

La supposition que les glaces sont planes et paralltles n'est jamais assez
exactement satisfaite; dans ce cas il est nécessaire de posséder une méthode
qui permette, tout en se servant d'un prisme méme moins parfait, d'observer
et de calculer les indices avec toute l'exactitude désirable.

Dans le présent mémoire, nous admettons d'abord la possibilité de placer
tous les plans du prisme parallélement 4 'axe du spectromeétre. En désignant
par g et & l'angle réfringent et la déviation minima observés, nous avons
montré par une discussion rigoureuse que la correction peut étre appliquée
de la maniére suivante:

1° On corrige simplement la valeur définitive 7 par le terme
W= 22T 2 _ (@)

2° ou immédiatement un des angles trouvés ¢, &

3% ou enfin ces deux angles simultanément, en employant ensuite la
formule 1.



		webmaster@dml.cz
	2019-09-26T08:53:36+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




