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Sur une relation
ayant rapports avec la théorie de la fonction gamma.
Note de M. Lerch.*)

Il s'agit d'obtenir un développement de la fonction

) L,—an(v-l—n)

T ’
- vt
ol son caractére multiforme serait mis en évidence La série n'est convergente
que pour les valeurs de z dont la partie réelle n'est pas négative. Je suppose
qu'elle est positive et en 1eprésentant par ¢ (x) sa valeur, jobserve que sa
dérivée ¢’ (z) s'exprime sous forme finie

2 me—2vam
(]) g (w) £,~2zn :

Cela ¢étant je me rapelle la formule bien connue

Qi 2evai i‘j Rkvni

Eg’"i‘—l g—F ’

© <v<< 1),

= - 00

dont il résulte que pour les valeurs réelles, positives et moindre que un de
la quantité » la fonction ¢’(z) est donnée par la série

, ‘ O% (R2hvai
v@=— N 3T

En intégrant, il vient

O
¢ () =Ad—logz— Z’ e”"”'log +Lz )

k=—o00

ol il faut, dans la somme z’, exclure le terme infini £=0; dans cette
formule 4 représente la constante d'intégration qu'il faut trouver et la quantité

log ———— d +

est définie d'une maniére univoque comme la détermination prin-

cipale du logarithme. Pour trouver 1a constante 4 reprenons I'équation que
nous venons d’obtenir

=g (x)—l—logx+ Z ﬂ""’”log x+lzz
et passons a la limite pour 2 =0. On a évidemment

4 = lim {p (z) +loga},

*) Cette note n'est qu'un petit extrait de notre mémoire Nouvelles études sur les
séries Malmsténiennes (Illme volume, 1894, No 28) dont nous nous reservons de donner
lanalyse en commun avec d'autres recherches parues dans les Mémoires de I’Académie.
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et en employant 'équation qui résulte de (1)

[e o] o0
2zl —v) z(l—v) [
e € _ e ds
‘P(J’)——Z"S”giif___l de=\-——1 >
z Qusr

il s'ensuit

o0
z (1 —v) o~
A——hm loga'-{—s < vd }

Qz

Cette limite se transforme & cause de l'identité

[o o]
dz
5 ——2z7) —
Stz_l—l—log,(l e )=20
Qxn
comme il suit
o
A=l {1 ooy,
= lim ) log 1 ~~7—‘:§Ez—+' h'—[z_:l a3,
PET S
de la sorte qu'on a
o0
z2(1—v) __
A=—log 27+ S‘ i“é;““l‘—Lds
0
ou bien
_ oy @)
A=—log2n-+1I"'(1)— I'(zT)“
Nous aurons donc la formule cherchée
-—Ezn(v-{-n) r (7})
2 _— e [3 ’ P S
@) g e = —log2a I (1) — e —log

)
—_— Z’ CQ""’”log x+kz

k=—o00

3

dans laquelle la quantité réelle v remplit la condition 0 <{7v <1, et z doit
étre positive dans sa partie réelle. Si nous remplagons & par la quantité
n-+&7, ol 0<<E<<1, on obtient en passant & la limite pour =20

g—28mi(vtn) ] , r .
3) Z o ¥a =—10g2n+1’(1)——_r_(%).__._’;i
=3 §+
—1 5_ Lhvai |
og k=2°o€ og -

les conditions étant 0 <<&<<1, 0<<v <.
Cette équation conduit directement. au développement de la fonction
Dlog I'(v) et par conséquent & la dérivée de la série de Kummer.
15:::
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Pour ce but multiplions les deux membres de I'équation (3) par (2zvai
et posons pour abréger ——I—l»(v)L = y (v); dans l'équation qui résulte,

v

N —2nénd . ni
2 — T = ("‘10g2"§"‘§“+ rrQa) —v@))

”n

oo’ k—|—§
k ’

— E 2oriG+D Jog
k:—oo

remplagons v par v, et retranchons membre 4 membre; il vient

oo
E e—%nsni( 1 1 )
= vFn  vtn
=-——(log 27:5__1"(1)__!_%{_ (‘,z»eai__ezvusnf)
— (¢(y 2okxi y (7,) e!v,,fni)

(o2]
" B2vnitk+8 log lz—-l-—s_}_ 2 e2anitk+8) Jog - ‘{‘_5_
k=-00 k=—00
§—1
—1

— (2omiE—1 — 2yl =) og

. "
olt nous avons préparé le deuxidme membre de la sorte que les sommes 2
ne contiennent ni le terme k=0, ni le terme b=—1.
En passant & la limite pour §=1 il s'ensuit

Zo(vin - 'zlo}}—”) = (log QW*F'(I)—{'—% (ngmi_ eea.,m')
—_ \p(z)) eﬂun:‘_l__ w(vo) A2voni

00
" v k+1 vond k+1
— Z @k +Dvai [og € 2 ek +Dsrilog 2T

=—0Q k=—o00

Le premier membre étant y (v,) — Y (v) on en déduit que la quantité
f (@) — I (1) (207 — 1)+ (log 2 =) etors
+ Z c@k+vailog X T }"‘l‘l

k=—o00

ne change pas, lorsqu’on remplace v par 7,; elle est donc constante et en
posant pour abréger

(o]
Z' Rk +Bvailog k—/{;l = S(v),

k=—00
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on obtient la quantité
@ @)W @ — 1)+ (log 2+ G vl 4 S@)

en y substituant vz—% .

Or on a évidemment

(b) CS(v) = Z (e@k+Domi _ —~2kvni) Jog = +1

et en particulier

o0
1 k141
s(3)=—2 8 orop b
Or lidentité .

2n n
k41 \ 2v+1 2y

— 1) —_——— —_— B

kgl( Dflog k ,éllog 2v yg‘log 2v—1
Y491
:10g ,.]';]1 10
donne évidemment
1 ﬁ 1 2
S(—g—)=—‘210gv= (1~W)="—210g-;,

s(3) =2lg5,

On a ensuite y (-;—) —I'"(1)=—2log 2, et la quantité (a) dans le cas

ou enfin

de v::%~ aura la valeur

410g2-—(log271—}— )+2log 2 =log2n—T21,
ce qui donne
(9 (@) — I’ (1)) (=i — 1)+ S (2) +log 2. (2o — 1)
F 2L @ =o.

Or I'équation (b) donne immédiatement

(o)

el S(v) =217 Z sin(2&-+ 1) v=.log ktl

k=1

et la relation que nous venons d'obtenir prend la forme cherchée:

00

@ Y sn@tt1)va. log—'é——j—_—l- — (log 27— I"(1)) sin v

k=1

+~2—cosvn—]— I‘( ) sinv.



218

Monsieur Hermite nous a communiqué une vérification de cette formule,
laquelle nous avons l'honneur de reproduire ici. L'illustre géomttre a bien
voulu présenter 4 "’Académie des sciences de Paris nos résultats plus généreux
auxquels la formule (4) nous a montré la voie de parvenir et qui se rattachent
a la différentiation des séries trigonométriques; une note plus étendue va
paraitre dans les Annales de 'Ecole Normale Supérieure. Je me reserve i une
autre occasion de revenir sur d'autres conséquences auxquelles les équations
(2) et (3) conduisent bien directement.

Extrait d’une lettre de M. Hermite.

Paris, le 7 Novembre 1894

<+« .. Jai vérifié comme il suit la formule de développement de
Dy log I' (x) que vous avez obtenue & ma grande joie,

Dy log F(x)sinnx—{——%cos nx— |log2n—1I (1)] sinzz

n
=Elog—”~q_——1-» sin(2z-41)nz.

Et d’abord en multipliant par 2sin (272~} 1)z z, jobserve que lintégrale
du premier membre, de x=0 & x =1, se réduit a la quantité

1
g 2sinzz.sin 2z 1) wx.dlog I' (x)

1) S ;
—_—.S cos 2 nnx dlog I"(a:)—Scos(?n—i—?)nxdlogl’(x).
0 0

Mais on a la formule

0
ey ad
- —)d
Dmlogl‘(x)zg p y)l}’
—

et il suffit d'employer l'expression suivante

1
coS2nmyx ety ¥
—_— A ==
o —1 Py (2 nn)?
0

et celle qui en résulte en changeant # en »-}-1, pour voir que le second
membre de I'équation (1) est simplement

S;O[J’”—i-(y?ﬂ”)“ ‘—J’2+(27':’+2.n)“]dy‘

-
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