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Sur une relation 
ayant rapports avec la théorie de la fonction gamma. 

Note de M. Lerch.*) 

Il s'agit d'obtenir un développement de la fonction 

S
,̂— t X Jt (v ~f- «) 

où son caractère multiforme serait mis en évidence La série n'est convergente 
que pour les valeurs de x dont la partie réelle n'est pas négative. Je suppose 
quelle est positive et en îeprésentant par cp (x) sa valeur, j'observe que sa 
dérivée cp'(x) s'exprime sous forme finie 

27t<r-%VX3t 

(1) ¥ ' ( * ) - = 1 -2æг 

Cela étant je me rapelle la formule bien connue 

2nie%iV7tl \s e*k*ni ,„ ^ ^ ,N 

e l kJ^oo * * 

dont il résulte que pour les valeurs réelles, positives et moindre que un de 
la quantité v la fonction cp'(x) est donnée par la série 

t OO n 1 

S fîkvni 

En intégrant, il vient 
OO • 1 7 • 

S f fp , [ -, h i 
fikviti [0g —IE_ y 

k = - o o ^ l 

où il faut, dans la somme V , exclure le terme infini k = 0 ; dans cette 

formule A représente la constante d'intégration qu'il faut trouver et la quantité 

log —ICL,— e s t définie d'une manière univoque comme la détermination prin-

cipale du logarithme. Pour trouver la constante A reprenons l'équation que 
nous venons d'obtenir 

OO • . y . 

A = cp(x) + \ogx + . £ ' ^ « / l o g i ^ i 
k=-oo h l 

et passons à la limite pour x = 0. On a évidemment 

A = lim {cp (x) -f- log#}, 

*) Cette note n'est qu'un petit extrait de notre mémoire Nouvelles études sur les 
séries Malmsténiennes (IIIme volume, 1894, N<> 28) dont nous nous reservons de donner 
l'analyse en commun avec d'autres recherches parues dans les Mémoires de l'Académie. 
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et en employant Péquation qui résulte de (1) 
oo oo 

. , _ r «***i.-»> r t**-*)ds 

il s'ensuit 
oo 

Cette limite se transforme à cause de l'identité 

oo 

J ^ y + iog(i-,---)==o 

comme il suit 
oo 

A = lim {log y - ^ - + \ - v - ^ - 1 ^ } . 

de la sorte qu'on a 
oo 
(• ^ ( i - t o _ i 

^[ = — log 2 # -f- \ .7HTÏ ^s 

ou bien 

r» Л = — log2я + Г'(l) r(v) • 

Nous aurons donc la formule cherchée 

S° ° ^2a?^(«-|-n) p' (v\ 

oo 

S' ^ - ' l o g - ^ t . ^ , 
& = — oo 

dans laquelle la quantité réelle 7> remplit la condition 0 < v < 1, et # doit 
être positive dans sa partie réelle. Si nous remplaçons x par la quantité 
rç-f"£*> °ù 0 < f < 1 , o n obtient en passant à la limite pour ^ = 0 

« e-t$nHv + n) r'(v) ni 

w .IfiiTT--=-to«*-+'*œ—î^~"f 
- î o g f - £ ' <it«<iogi±i-, 

k=—OO 

les conditions étant 0 < £ < 1, 0 < z> < 1. 
Cette équation conduit directement au développement de la fonction 

D\ogr(v) et par conséquent à la dérivée de la série de Kummen 
15* 
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Pour ce but multiplions les deux membres de l'équation (3) par cixvsti 

et posons pour abréger - ~ /- — \p(v); dans l'équation qui résulte, 
M. \UJ 

o o « * . 

n^^ZFr = é^(-log2^-^- + r(l)~rp(v)) 

°°/ hJL * 
— V ' ^t^/(*+eiog l* , 

remplaçons v par v0 et retranchons membre à membre; il vient 

S e- ^n^ni ( * L_^\ 
M==0 \v-\~n v0-\~nj 

= — (log2*£ — r ' ( l )+ -—}(*»•**' — ***.**«) 

— (v(*0 £***'—y(v0) ***•**') 
oo . oo 

_ v " ^^f(k+^iog y—+ y!" ^•«'(*+»iog-*-"»ii-
k = - 0 0 * k=:--00 ^ 

£ 1 
{eZvni(§~-l) e%v0ni(Ç~l)) l 0 g — -~ , 

où nous avons préparé le deuxième membre de la sorte que tes sommes V 
#*> contiennent ni le terme k — 0, ni le terme k — — 1. 

En passant à la limite pour J = 1 il s'ensuit 

oo 

.S,( i-F5-îiTï) - - (•*»—i"(»+-r) ( '""- '*'•"•> 
— \p(v) e*vni-{~\p(v0) e%v*ni 

_ V " e(M + %)vnil0g *~T~ l . j , V " j*k + 2)v0*HOg ̂ + 1 , . 
k==~~ oo k=—oo ^ 

Le premier membre étant ^p (v0) — ^p (v) on en déduit que la quantité 

{̂ (v) —rxi)}(^*' —l) + ( log2«+-^)^* ' 
oo ^ . 

+ y\" ^k+2)^/iogA±iL 

ne change pas, 'lorsqu'on remplace v par v0 ; elle est donc constante et en 
posant pour abréger 

oo 
2 " ^ ł + .ђ-łlog i ± l = S(ív) , 

file:///v-/~n
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on obtient la quantité 

(a) {xp(p) — r (1)} (**•*'— 1) + Aog 2* + J£\ €*»«* + S (y) 

en y substituant z/ = -~-. 

Or on a évidemment 
oo 

(b) 5 (v)=yj (^*+*>«*'_^-«*^oiog — j — > 

et en particulier 

k = i 
Or l'identité 

*n 

- • ( _ ) = - * _ . ( - * - * - _ - - • 

| i (_ 1 , ,„ g±ti=S i .o g l ï ţ i_S i .o g l ^ Г 

^.o^П.4"-1 
fl ^ 

donne évidemment 
oo 

S(|)_-21ogJ^(l-^)=-21og4, 
ou enfin 

4l)=2'ogf. 
On a ensuite \p (-~ J — r ( l ) = — 21og2, et la quantité (a) dans le cas 

de 2/ = - j aura la valeur 

4 1 o g 2 - ( l o g 2 * + ^ ) + 2 1 o g | - _ = l o g 2 * - - ^ , 

ce qui donne 

{xp (v) — r (1)) («•-»»« — 1) + 5 (y) + log 2 » . (««•*' — 1) 

+ _^.(^..-/+i)==o. 
__-

Or l'équation (b) donne immédiatement 
oo . 

r - ' * ' S ( v ) = 2 * J ] s i n ( 2 £ + l ) ^ . l o g J 1 

* = i * 

et la relation que nous venons d'obtenir prend la forme cherchée: 
oo 

(4) 5 J s i n ( 2 * + l ) v * J o g - T + T - = (log 2 * — r (1)) sinv^t 

+ — cos vit + — ^ sin vn 
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Monsieur Hermite nous a communiqué une vérification de cette formule, 
laquelle nous avons l'honneur de reproduire ici. L'illustre géomètre a bien 
voulu présenter à l'Académie des sciences de Paris nos résultats plus généreux 
auxquels la formule (4) nous a montré la voie de parvenir et qui se rattachent 
à la différentiation des séries trigonométriques ; une note plus étendue va 
paraître dans les Annales de l'Ecole Normale Supérieure. Je me reserve à une 
autre occasion de revenir sur d'autres conséquences auxquelles les équations 
(2) et (3) conduisent bien directement. 

Extrait d'une lettre de M. Hermite. 

Paris, le 7 Novembre 1894 

. . . . J'ai vérifié comme il suit la formule de développement de 
Dx log r(x) que vous avez obtenue à ma grande joie, 

Dx log F (x) sin n x + -^- cos n x -f- [log 2 n — F (1)] sin n x 

Et d'abord en multipliant par 2 sin (2 #-f-1) nx, j'observe que l'intégrale 
du premier membre, de .r = 0 à a J = l , se réduit à la quantité 

î 

(i) 

\ 2 sin nx. sin (2/z-f* 1) nx. d\og r(x) 
o 

i i 

= \ cos 2 nnxd log F (x) — \ cos (2 n -f- 2) n x d log F (x) . 

o 

Mais on a la formule 
o 

Daiogr(a^$(^r--f)^ 
— oo 

et il suffit d'employer l'expression suivante 

i 

í cos 2nnxe*? . y 
dx — -eУ — l / a - f ( 2 Й - ) S 

et celle qui en résulte en changeant n en n - f - 1 , pour voir que le second 
membre de l'équation (1) est simplement 

o 

J L y*+(2nn)* ~>*+(2/* + 2.*r)2 J dy ' 
r- ÇO 
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