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ROCNIK V. TRIDA IL. ¢isLo 17.

0 jisté arithmetické vété Zolotareva.

Sdili M. Lerch.

PtfedloZeno dne 13. bfezna 1896,

Roku 1872 uvefejnil znamenity rusky mathematik Zolotarev novy diikaz
zikona reciprocity u zbytkd kvadratickych,*) jenZ spoéivd v Gvahdch kombi-
natorickych a jemuZ slouii za ziklad velmi zajimavy theorém. Abychom jej
struéné vyslovili, uvazujme kmenné &islo p a z fady

1,2,3,...0—1
utvofme rozmanité permutace. Jeli

£10%,%3,..- 2p_1
jedna z téchto permutac, znamenejme pu pocet fzversi v ni se vyskytujicich
a nazveme Cislo (— 1)* sndmkon (caractere) jeji.

Je zndmo ze zdkladd nauky o determinantech, Ze znimka ta jest -1
neb — 1, dle toho, jeli podet transposic, které v zdkladn{ permutaci provésti
ticba, aby se vyvolala permutace (), sudy neb lichy. Pak zn{ vé&ta ona takto:

Budiz k celistvd lislo kmennym Cislon p neddlitelnéd; nahradimelsi v fad?

(1) £, 28,3k, .. (p—1)k

kaidy tlen jeho nejmensim kladnym sbytkem vsatym dle modulu p, venikne
permutace lsel od 1 do p— 1, jejis sndmka se rovnd maménku Legen-

o (2).

Nezli vylozime diikaz tohoto theorému, ptihlédnéme k jeho dfisledkim,
Znamenejme pro libovolnou kladnou veli¢inu & symbolem [£] jejf t. zv.
celky, takZe pak vyraz
R(E) =E—1[¢]

SlQUif k ozna&en{ nejmensfho kladného zbytku, jejZ z & obdrifme odecétenim
nejblize menstho &isla celistvého.

*) Nouvelle démonstration de la loi de réciprocité de Legendre (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 2me série, tome XI, 1872).
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UvaZovand prévé fada sestdvd z &lend), které déleny p poskytnou velidiny

o ()R ) a5
ve$kery inverse fady této pochézejl od zipornych rozdilh

( ) ( ) O>v=1,2,...p—2).

Aviak rozdil R(§) — R(¢) zbytkd dvou velidin & a &' v pifpade &> & jest
kladny neb zdporny, jeli vyraz [§] — [£'] —[§ — &'] rovny O neb 1, a tedy —
znalfli ndm sgn. z znameni veli¢éiny # — mame rovnici

sgn. [R(H) — RE)] = (— pw-wr-e-a,
takZe kaidd inverse fady (1) odpovidd zédporné hodnoté¢ vyrazu
vk vk y—
8”:—(—1)[ 1-1571-075 "], (r>v=1,2,...p—2).

Veskery tyto vyrazy dluZno vespolek né4sobiti, aby se obdriela znamka
uvazované permutace (1®). Véta Zolotareva redukuje se tedy na tvrzeni

—1 r—1
1

vk »k ¥y —
( ) _( l\v—Qv' l{l-—?J_[_P-]—[ r k]]
2 .
Mocnitel m4d zde hodnotu

= Feon (#5151

po substituci » —»' = p méame viak
S-S 8 -2 4
<v v—!;a—l L-p EE ﬁ
rod q ,
‘=E("—])[i _2;[Pk].
r=2 p J <y p

Pondvadz pro »=23,5,...p—2 ¢&lenové soudtu prvntho jsou ¢&fsla
sud4, je ziejmo, te zbyva

S=“:V;"[2PL]+2

p=1

a tedy vyjde

a tedy obdrZfme rovnici
"" ~ gk

=51
® (£) = 1y=
jakoZto prvnf disledek v&ty Zolotareva.
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UZijeli se vzorce*)
I (— 1)22) = sgn. R(z),

v némZ R(z) zna&f absolutn® nejmend{ zbytek, jenZ vznikne z veliCiny z
odettenim nejblile leZiciho &isla celistvého, takie
1 1
-3 __<:~ R(z) <=5 ’

obdriime zndmou rovnici**)

(3) (%) = sgn. “111) R ( "‘;) .

Porovnameli vyraz (2) s vyrazem odjinud znimym***)

i (p—1)
( k) ( l,) vfl [”Tk]-i‘ piau “te—1)
p — ]

obdrzime shodu

FEIM okl VRV TE 21—
LAY Ll R Sl . 2).
| [P 'gl [P] g— (k- 1), (mod 2)

Y=

2. Uvahu piedeslou povaZovati lze za verifikaci véty Zolotareva. Stejnou
roli hraje dvaha n4sledujici, kterd vede na nové vyjadfeni znaménka (;) .

Znamenejme 4 determinant

’ ’ r
di ag » e @ ap_l
anl au!2 . a”p—l
. L] . L] - L] L] . !
(p—1 (p—-1) (p—1)
a, 7, .. ”p—x

@ Ay bud determinant, jenZ z n&ho vznikne dosazenim prvkd az"’ za prvky ai"),
DFi éemZ index 4» dluino redukovati na jeho zbytek modulo p. Pak bude

podle Zolotareva
£
dy=1|—\} 4,
, (p)

i je patrno, Ze obdriime nové vyjddienf znaménka (i‘:—), volimeli vhodné&
prvky determinantu 4. My zvolime

a"")=mﬂ” ’

—_—
—_——

*) Vzorec ten plyne z okolnosti, Ze rozdil [2x) —2[%] rovni se nulle neb jedné,
::o. jeli R (x) kladné neb zdporné.
***) Kronecker, Sitzungsberichte der kin. preuss. Akad. d. Wiss,, 1884, p. 519.

) Srov. Jornal de Sciencias mathematicas, vol. IX, p. 187.
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as

kde o zna& komplexni jednotku kruhodilnou ¢ # ; pak bude

W __ _kpy
avk—w"'

a ponévadi vyjidiime 4 jako racionalnou funkci ¢(w), obdri{ se 4, = ¢ (w*),
Skuteéné jest

o) = Do 1). @ —1)(@—1)
@ —1) @ —1) (@ —1). (@ —1) (@ — 1) @ — 1) (@ — 1)
cei(@P 21D (@—1)

=1 (3) (D))

14 () +()+ -+

¢ili pfi oznaceni

p-—-2
7o) =o' [] @ —1p=>-.
Mime tedy -
EY _ g M (wkr—1\P—7
@ (7)="w) == U(m'—l :
ponévadi viak
. . Ryv=x
wkr— ] . (k—l)%’- sin
o —1 sinli '
vyjde
(k) (k—l)—[!:—- _‘1w(p v—l)]i,] sin kvm Np—r-1
p r=1 ?
Aviak

S em0= ()= 3 [ () ++C 7))

v—l

a tedy exponent v poslednim vyrazu zn{
B—N)az (p q(2—1
R (2) (& 1),:;( . )

=@¢—1) @p—nai— EZDL=D 2/,

takZe ni§ vysledek bude

£ & -nep-nh=t( sin f;.’i p-v—1




b

Ponévadi tu b&# pouze o znamen{, moino v soutinu na pravé strané

vynechati veskery &initele, v nich » je sudé, any jsou vesmés kladné, i zbyv4 tak

k—1)(p—1)

(5)(—:})=(—1) : sgn-]_]sinkj’;", A=1,3,5,...0—2).

A

Utzijeli se tu samozfejmé rovnice
. z
sgn sin zw — sgn. R (?) ,
obdrzime

(5%) (—;)=(—1)(k_l)’(p_“~gn R( ) A=1,3,5,...2—2),

kteri’to rovnice jest opét takméf bezprostfednim disledkem theorému Zolo-
tareva; uZijeli se tu vzorce

sgn. R (%) = (— 1)[_’;—)'J ,

(k=1)p—1 +2[k}.]

( )—(—1) * 2P =1,3,5,...p0—2).
Vysledek ten neni nesnadno pievésti v rovnici (2), uZijeli se vztahu

[/m]z (k=1 (p—1)

vznikne

2

3. Piededl¢ dvahy plati pro libovolné celistvé &islo p (slozené), které
jest liché a nesoudélné s &islem £, definujeli se symbol (%) jakoZto zndmka

permutace (1%). Proto bude tfeba studovati symbol

(2)=s "2 (5.

v némz m znaé&i celistvé kladné &slo liché, a 7 &slo s m nesoudéné, kladné
neb ziporné. Kronecker verifikoval vztah

Y ) G)=(x)

jak nésleduje.
, g (m—1) ’
(2) e i o0
” m

Cinitele soudinu

sefadme s Einiteli soudinu (7) v pary (4,4’), jichi pkHpony se nachizejl v sou-
vislosti definované shodou

nh =+ & (mod. m).
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Odtud vychaz{
R()-e kA =n(s )= n(F)
m ”
a tedy
’ 'I
sgn.R("f”")= R( ) R(——-)

Znisobimeli tyto rovnice pro 21 =1,2,3, ——, vznikne

];[ nn/z) Hsgn R( ];[ sgn. R ”m/t \

¢imZ rovnice (8) verifikovana.

O symbolu (7) dok4zal dile Kronecker ptimou verifikaci zdkon reciprocity

m—1N@nr-1
Z2Y A2 = (—1y ¢+
®) (m)(n)—( 1 '
v némZ 7 znadi taktéi &fslo liché, kladné neb zdporné, pii éemZ v piipade¢
n < 0 symbol
m s m
(—) ma znaditi Cislo ( ~—).
n —n
Pro dfikaz vzorce (9) se oviem nejprve predpoklddd »> 0, m >0, nalcz

se z rovnice (7) odvodf
(F)=cn"

a z rovnice (8) pak plyne
()= (5).
takze bude pi 7 >0, n>0
(57) (2) =™ ™

&mZ doké4zan vzorec (9) obecné.
Pomocf vlastnosti (8) a (9) dokdZe se snadno vzorec dalsi

) -G

pokud jest m liché, a jeli m sudé a —=2°m°, je patmé

()= )

takie zbyvd jen ukdzati sprivnost rovnice
n ) )

GG =(=
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. Qa 23 2;' ey
Jelie sudé, )est (7) =\5 ) \GJ= 1; jeli « liché, neni nesnadno
vy§etﬁti, e o 0 nat w1
) () (1Y F =(—1) 8
Z)=F)=crF=cv.
takze opét

_?i) %§)=(_ 1)1";;‘+”—”;—‘=(_1)(,.,.q;__1=( 9a )

n nn

Jeli tedy m = p™ py™. . rozklad &fsla m v kmenné éinitele, bude dle

pfedcslan)"ch vét
()=
m H 2a o

t. j. symbol (—'%) se kryje se znaménkem Legendrovym v Jacobiové zobecnéni.

Tudiz plati véta:
Redukujili se lisla

(1°) 2k, 3k,...m—1)k
na nejmensi svoje bladnd sbytky dle module m, vsnikne permutace o sndmce
(7'2—), kde posledni symbol vzat ve smyslu Jacobiové. Pfi tom jest » &islo

liché a kladné, % libovolné.
Stopujeli se tvaha &l. 1, shled4dme, Ze vyraz
X[k ( B m— 1
(—1) : n=1.2,3,...[ 2—)

uddvd znadmku na3{ permutace i v piipadé sudého #; tu jest viak

jm—1
[ ]= e (3 ).
u=t
a tedy mime vétu:
Feli k celistvé lislo nesouddiné s 2m, vsnikne 2 fady
.28, 3k,...2m—1)E

redukct vicch Clenti dle modulu 2m permutace lisel od 1 do 2m — 1, jefid
Sndmka sné

k—1) (m—1)

-

4. Budiz nim dovoleno reprodukovati na tomto mist& dikaz, jej o svém
z8kladnim theorému podal Zolotarev pro pi{pad kmenného 2.

- Bud 4 zikladni kofen pro modul p (racine primitive du nombre p),
“ ). celistvé &islo, jehoz mocnosti

1,a,a%, a%,...aP— "}
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8

jsou modulo p rézny, takZe kaidd z nich representuje jednu tf{du modulo p.
Zvolme nyn{ exponenty ¢, ,¢, ... tak, aby fada

(Aa) 1,a%,0%,...a%-2

po redukci pfesla v permutaci zékladof 1,2,3,...2— 1. Urlili se pak

¢&islo / shodou

£=af (mod p),
budou é&fsla
(B) al at+S aets . op—2tS

pofadem shodna s é&isly 4£,24,3%,...(p —1) %. Patrné vznikne permutacc
(B) ze zdkladni (A), podrobili se tato / po sob& jdoucim cyklickym zimé&n4m,
cof se vyrovnd f(p — 2) transposicim, a toto &islo je s C&islem f stejné pa-
rity. Zndmka permutace (B) je tedy (— 1)/. Ze shody

=aqa/ (mod. p)

plyne pak (— 1)} = (%) , ponévadZ pro sudé f jest £ kvadratickym zbytkem

dle p, a jest nezbytkem v ptipadé lichého f. Tim véta dokdzdna piimo a je
zfejmo, Ze miZe postavena byti v celo theorie kvadratickych zbytkil.
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