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ROCNIK V. TRIDA 1L ¢IsLo 14.

Riizné vysledky v theorii funkce gamma.

Sdflf M. Lerch.

PtedloZeno dne 28. Gnora 1896.

1. V posledni nadi praci*) vyskytla se pfileZitost k odvozeni vzorce

1
1) Slog sin zm . e~ 2=l gy

i SN , A4» |, I''1l—2)
- Qun [210g2 2F(1)—|— I" —}—u) + ra—au») ]’

z n&hoz zde chceme vyloziti nékteré disledky.
Nejprve mu udélme tvar ponékud pfehlednéjsi

1

2) —-Slog sinzn.c1—-2Dunigy
" s 1 (%)
sinun , r’(u
= wn [log?——-F (l)+§;+ COt”ﬂ—I— F(u)

z ného2 pouZitfm substituce 1 — z za z lze obdrZeti vzorec nésledujicl
1
29 —Slog sinzm.cos(l —2zm)umdzx

=_s_|21n [lg2—l"’(l)+2 2cot1m+ I_,’((:))

*) Sur la différentiation d'une classe de séries trigonométriques (Annales scientifiques
de I’Ecole Normale Supérieure, Bue série, tome XII, 1895). Pted tHm pfedloiil p. Hermite
akademii véd &4st dopisu obsahujic{ hlavnf kusy. Cesky vyklad bude uvetejnén ve Véstniku.
1
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dosadimeli sem 1 — 2z = 23, vyjde tvar
1

(2% —Slog cossm.cos2usmds
-1

sin ue [log?—- I 84¢) +2—Iu+% cot um - ’;,((1:‘)) :

Tuto rovnici lze psati

¢
—2un Slog coszm.cos2uzndz

= sinun [log 2—r'(1)+ 2—1u +% cot um -} FT’((:))‘] ;

pfetvorili se pak levd strana dstecnou integracf, obdrZi se vzorec
1
sin um

2u

2
n S(sin un—sin 2uza)tansn.ds—
0

3)

=sinun [log 2—r'(1)+ % cot um - l;,,((:)) :l .

Na jeho zdkladé¢ chceme nanovo dokézati rovnmici, kterou jsme dfive jinym
zplisobem vyvinuli na str. 5b. na$i rozpravy »Dals{ studie v oboru Malm-
sténovskyck rad«*)

Znamendmeli levou stranu /(%) a k viili pohodlf prvy ¢len na levé strané
literami f (%), bude existovati rozvoj trigonometricky

2]
F) = Z a, sinvun,

r=1

platny za podminky 0 <<# <1, v némi soucinitelé @, jsou ddni vzorcem
1

a,=2 SF(u) sinvumdu,
0
¢ili

1

1
. . . du
a, =2\ f(#)sinrnundu— \sinuna sin rum——.
0

O tyto soulinitele @, ndm pravé b&Z. Tu mame nejprve
H 1

2 Sf(u) sinvumdu—= Stan zadz S 2asinrun (sinum —sin2usn)du,

0

*) Rozprav C. Ak II. tHdy ro&nik IIL, &slo 28.
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i chceme tento integral stanoviti nejprve v pHpadé »>> 1. Tu bude
1
521: sinrunsinxndu =0,
1

. . . __sin(r—22)7  sin(r4-22)n
§2nsmvuﬂsm2u.,na'u_ ez » -2z s

takZe nachdzime vyraz

1 3
2Sf(u) sinvundu = (— 1) 2 S('_*}2z + " -—122) sinfsadsz,
0 ]

jejz treba jesté pretvofiti. Za tim Géelem vloZme sem za sin?sa hodnotu
%(1 —cos 25 7), éimZ nd$ vyraz, uvaZovany integral

1
J =2 Sf(u) sinrundu
]

vyjadfujici, obdrZi tvar

3 3
. ) 1 1 . cos(v + 22),d =
J=(1 S(v+25+r—2?)d“—s v+ 23
o

0

r—2g

)
_5cos(r —22)nw ds.

Prvni integrdl m4 hodnotu

1 ry+1

a druhé dva pfetvoime substitucemi » -} 22 = 2z, resp. r — 25 = 2z, nale
je spojme v jediny; i obdriime tak

v+}

—(—1pLligrtl 1 az

(a) t,—(—l) 2IOgT:T ‘§'SC052$" z
vt

I zbyvi jen vhodnym zpiisobem upraviti integrél
1
5 . . du
sinum sinvum — |
u

1*
Xiv.



aby se obdriela veli¢ina @, ve tvaru zakonéeném. K tomu cfli poloZme

. . du
(b) H,._Ssmunsmum—u—, e >0,
takZe hledany integréal splyvd s krajni hodnotou
lim H,.
e=0

Patrné méame .
?

1 u
H, = igcos (r—Nun . —§Scos v+ 1) wm- =,

a tyto integrily pfetvofme substitucemi (» — 1)z =2z, resp. (» 4 1) » =2z,
¢imZ vzniknou tvary

r—1 v4+1
i 2
1 1
H,=§ cos2xn——? cos 2znm
r—1 rv+1
g ¢ 2

zndmym ,zpisobem moZno tyto integrily slouéiti ve tvar

v4-1 v41
[] 7 ¢
1 dz 1 dz
H=—-, Scos?xn—:v—+—2~gcos2zn—5—,
r—1 y—1
2 Y

v némZ pfechod ke krajni hodnoté :§ =0 je snadny. Nebot mime
cos2zn 1
22 =~ o),
kde ¢(z) jest ustaviéné konefné, a dle toho bude
v+l. v-l-l.
]

Scos2amii—_lo ’+ Sq,(a;)d:c,

r—1 r—1
—a— &

takie vychdzi
v1
2

. _ 1 drz 1 v+1
!I:‘L]f, =—3 Scos 2zn—z—+§ log—":T ,
r—1

¢ili

1 2

N . du r+1 1 dr
H‘,—Ssmunsmme_ g log S—1 "2 Scos2:m—}—.
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1

Dosadimeli nyni do vzorce
ay =— J‘! - f]o
hodnotu prdvé nalezenou za H, a vyraz (a) za J,, obdriime

(— 1)v—1 v—|-1

a, = 1

t. j. bude
n
asn =0, azn+1=log”—+—l—,
a nas rozvoj bude zniti
0O
Fu) =a,sinun lo sin(2n+ 1) un,
) =aysinunt ¥ tog Y sin@n+1)

takZe zbyvd pouze jest& uréiti konstantu ;. K tomu cili vloime sem
u=%, a v rovnici tak ziskané

(o]
1 ”n
Fls)=a — 1)" lo
(z) =+ X, 0rog 5y
vyjadime F(%) pomoci pravé strany rovnice (3), jez d4

r')
Ir(g)

a zaroveh vycisleme fadu na pravé strané; vydfsleni jeji se podaH pomoci
identity

F(2)_log2 = —log2,

n 2p—1
Z(*“)"‘°g,7+_1—“=,lg2p-|-1 —Yog 21 o

n=1 n=1

kterou lze psiti

a z nfZ plyne

Nekonelny soulin tento uréf se podle vzorce

sinun=un[l(1———

a mi hodnotu —,2;, takZe vychdz{

E (= Drlog — + i log 7

n=1

X1v.



méame tedy a4, = —log 2 — log 12'- = — log #, takie na$ rozvoj bude ko-
nefné zniti

F(u) = — logm.sinun-4 Z log7—l—_’(_—1—.sin(2n—|— Dun, O<Cu<L),
n=1

a tak dokdzino prostredky poltu integralnimu nejvlastnéjsimi, ze
v mesich 0 < u< 1 existuje rozvoy

sinun [log 27 — I (1) + I;(ch))‘] -+ % cos um

#)

o0
” :
= Z logﬁT.S|n(2n+l)z¢n.

n=1

2. Zplisob vycisleni konstanty a,, ktery jsme pravé vylozili, jest o néco
rychlejsi nez zplisob ptimy, ktery tim ale nikterak nepozbyvad zajimavosti.
Podrzimeli totéZ oznaéeni F(s) a f(2) jako v pfedeslém odstavci, obdriime
nejprve pro integrdl

1
J, =2 Sf(u) sinundu

0
vyraz
1

i cos 2
J, =S(7z—’;—-Sl—n‘:gl—o1 ")tanzna’:;,
)

éili

=~

~2 —_
~ 4

1
2
sintz#
=S(ntansn—|— : )d:,
0

a bude tfeba zavésti vyraz
£

in?
Kezg(ntanzn—l- = i,”-)dz, 0<t<y,
b Fa
aby se vypocetl integrdl
J, = lim K.
E=1
Tu jest nejprve
§
Sntanzndz:—logcos&n,
a vyraz
& ¢ £
sinsn 1 ds 1 1 1
ds= 5 ++ (1 + )cos2zndx
Sz'—% 258'-—% 25 7—3 ++2



lze uvésti na tvar

9] =
l
e

1
7 081

14
1 dx
-3 cos 2zxm — |
z

¢
2
takie nachdzime pro integrdl K ndsledujici vyjaddfeni

|

' 1 +¢
1 — —
?l 1

£}

]
Yrr

K=

1 dx
cos 2zm —.
2 z
f-¢
Zde poloime § =i!—— d, a upravme vyraz jak nasleduje

1—4

K%_J = —logﬂf‘;l___l og (1 —J)——logd——5c052zﬂ%;
odtud je patrné, Ze bude
1
J, = Eli=m% K= —logn —%ah;x:) [logd—|— Scos 2””%]"

Velitina 4, dle toho je diana vyrazem
1

1
a,=—logn— % lim [log s+ Scos Qzn L:E:I — Ssin" uzm —%’i .
]

=0
PiSeli se posledni integral ve tvaru

1 1

) . du 1
‘1‘121055111%” - ? S(l-—cos2un)—‘—

§=0

1

o du
_§}|=1o [— log d — Scos Qun _u—] ,

vychdzi bezprostfedné vysledek

ay=—logm.

3. Vyjddiimeli soudinitele trigonometrického rozvoje (4) jinym zplisobem,
vyskytnou se nékdy zajimavé tvary integralni.

Hledejme na pf. integrél
1

_ . r'@w .
L.-—2Ssmun T sinnundu

tim zpiisobem, Ze jej pomoci vyrazu
1

Ly =S[COS (7 - 1)ur —cos(n41) un] dlog I ()

X1v.



¢4steCnou integraci uvedeme na tvar

1
Lyi=(r—1)= §log L(@)sin(n—1)undu

1
— (1= Slog L@)sin(n+1)undn,

znamenamelj

1
dg=gn Slog ru)singundu,
0
obdrzime
Ln — An-—l ——Aﬂ-'l—l ]

a bude tedy potfebi zniti pouze integrily A,. Ty se obdrii pomoci vzorce

Cauchyova
0

log I'(n) = S(‘::_—_f‘ + e — ”ez) ff,:

— 00

vyraz je “zvlasté jednoduchy v pkipadé sudého g, pro lickd g pak bude
0
= giat el L 2”_)2
A‘_S(g"n’—l—z“ e’—l+ex 2c—1/) z °
—o0

Dosadimeli v integrilu z# za x, obdriime vyraz

0
L e o) R
(5) Ag_A"—Se"'—l }u_l_x gitzt)
— 00

Integral tento podafi se vyd¢isliti pomoci vzorce

oo
re , 1 z iz
,Tz‘._)_+2—u_logu—25 1+xa Anen __ 1

jenZ vznikne ze znimého vzorce Binetova derivovinim dle . K tomu cili
upravme integral (5) jak ndsleduje

o0

S(g’f{:z’ —g”{:z’) -‘?

o0

Trdx d zdz
”25 (g'+x'>(e-~—1)+25 R ICES

X1v.



9

Zavedemeli v poslednich dvou integrilech gz, resp. g’z jako integraéni pro-
mé&nné, a vydislimeli integrdl prvnf, obdrZime vyraz

g zdz
{log?—2§ (1+z2) (‘,gzn_l)}

“{'°g%"25 (1+x"f<f:="—l>}'

jenz dle citovaného vzorce md hodnotu

r'Ge) 1) (Feg) 1
A=A =it Tl rE T
=& & rigg) &
Volimeli zde g=2n#— 1, g'=2n-4 1, vychdzi
4n
bnw=—gm1

o emZ se mozZno pomoci vzorce (4) pfimo piesvédciti.
Kdybychom podobnym zpisobem hledali integral
1

2Ssin“undlog I(x),
obdrzeli bychom vzorec
0
1 dz
2z adal— —-r
S(e 1—|—$”) = =log22—1TI'(1),
— OO

na ktery jiz p. Hermite poukdzal.*)

Nejjednodusdi a pHimé jeho odvozeni plyne oviem pomoci identity
o0

oo
1 dz . 1
5("""— FE +x=')T=.l'L“oS("’""— s )t da,
0

ponévadZ tu pfi s >0

o0 o0

r(s) 1 n
Wrape gy — V. S =
Se— z @y S e drx 2sin—f§

4. Vzorec (2%) vybizf svoji formou ke studiu integrilu
i
2510gsinam.sin(l —22)undz,

*) Rozprav C. A. 1L tidy ro&afk IIL, &fs. 28.

XIV.
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jejz znamenejme @ (z). Jeho vyéisleni podaif se pouZitim tychZ pomicek
jako pii integrdlu (1). Pomocf vzorce

(o]
logsinxn=_]og2_ E C052n"$” , (O<£<])‘
n=1
obdrifme nejprve
i
2Slogsinzn.sin(l—2:c) undz = —log2. l—cos(uln—'z")””

_i 1 [(—1)r—cos(u—2u8+42n8)n
n=1 Inm

u—n

+ (— 1)y —cos(u —2u8—2nd)x
#—tn
pokud & znaéi kladnou realnou veli¢inu. V této rovnici prava strana kon-

verguje stejnomémé vici véem realnym &, a jeji limita pro 8 =0 obdrii se
pouhym dosazenfm hodnoty 4 =0; mime tedy

i
2§logsin zr.sin(l —2z)undzx =_c95_1:‘7;_—_1 log 2

_!_.Zt 2;7! [cos un —(— 1) 4 cos um — (— 1) ] .

“—n w—+tn
Znamendmeli k vili struénosti
F x
¥ (@) = ()) ,
obdriime
cosum— cosun
& (x) = "1 iog2 4 e P40 v —u) —29(1)]

m[ () (-5) e (5
%w(l—;—")+w(%)—w(l)]
Utijeli se tu rovnic
Sr(+5)H v () = e (3)
_21_ (1+1¢)+2 (l—u _721 un+ (1+u)

jakoi i vztahu Legendreova
©+1
vw =102+ 5v(5)+35v(*F).

XIV.



1

obdriime

o9 &t

g Uz
. . sin T
log sin z# . sin (1 — 22) und:c—|—__’:c”_

0

(6) . 1 [. qun LAY gun u+1
=—_—|sin? 5~ w(2) cos ( )

(["(1)-——2log 2) cos un-}—-—sm un:l

Pomoci substituce 1 — 2z = 22 lze levé strané udéliti tvar

1
. g—ul
(6%) 2 glog coszn.sin2zundz—|_SlLi_,
utn
0

Nasobimeli tento vyraz veli€éinou — ## a pfetvofimeli jej é4steCnou integraci,
obdrzime

4
r sin? 5%
n\ (cos2sum—cosum)tansnds — —
.
0

-1

(7) =[l"(1)—2log2] cosun-|—-;isinun

g MW Y gunm 41
~+ sin 3 1p(2) cos® - ‘P( 9 )

Znamenejme prvy €Elen levé strany f(x), celou levou stranu pak ()
a stanovme koefficienty rozvoje trigonometrického

F(n) =cy+ 2 cycosrum ,

r=1
t. j. pokusme se o vycisleni integrald
1

=2 5 F(u)cosvundu.

g U7

” 2_, bude nim nejprve stanoviti integréily

Ponévadi F(u) = f(u) —
1

J,=2 Sf(u)coswmdu.

Utijemeli tvaru (7), obdriime v pHpadé » > 1 pfedeviim

!

J,:(— l)'Sn,Bi—”,sin’xndz,

XIV.
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kteryito vyraz lze uvésti na tvar
1

l
* 4sds cos2:zm * cos 2zn
W\ g — )\ 5=, % + l
4z l
0
a provedouli se u dvou poslednich integrald substituce »-—2z2=2x, resp.
v+ 23=2z, obdril se

v r4-1
T 2
(a) J,—(—21) logw ;1+%SCOS2$W———;-SCOS2$H—
r—1
: T

Zbyva jeité vydisliti integral
1
sin® 57
2\- " cosrundu;

ten piSme pfedevsim ve tvaru
1
S 2cosvum —cos(v+ 1)um—cos(v — 1) um

du

2u
0

aneb cozZ totéZ jest

1 1 1
. du 1 du 1 du
dll:}) [ScosmnT—b—Scos(v+])un———?gcos(v—l)un 9 ]
3

Substitucemi vu =2z, (v 1)u =2z, (v— 1)2« =2z vznikne odtud po
krdtké redukci

llm [

[

v+
2

Scos 22n ii—
z
3

cos 2xn _

IO“-‘
m||—

-
Qo

+
2

-

Q=

dx
cos 22w — —
z

+3

o] =
S 00) ¢

cos2znm ﬂ:l ,
T

wl‘m
(-]
<
w |
| o—-
Qe

&mZ dospivdme k vysledku

1
sin® S5
2 — cosrundu

» r+1
T 3
1 dz 1 dz
——log —|—2 cos2zn—z——§Scos2xn—x .
r—1 [
3 )
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Dosadimeli do vyrazu

sin? 5
o=J,—2 - cosvundu

hodnotu (a) za J, a nalezeny prdvé vyraz za druhy integral, obdriime

— 1y — 8 _
(—1) llogv 1,

€y —

2 e
¢ili
2 1)t
cgn =20, ent+1 — log 2('1 (';j_+)2)

I zbyv4 jen uréiti jesté ¢, a ¢,. Pro prvni konstantu mime

1

1 1
=Sf(u)du—s n’:u”—du,
0 ]

a ponévadZ jak snadno shledime

3

1 Y

ing
Sf(u) du = S 0 I s,
/]

vychdzi ¢, =0, coZ ostatné také lze dok4zati substituc{ hodnoty u=% do
rovnice

F(u)=¢y—+c,cosun+cygcos3un—cycosbun—-...
Rada tato konverguje absolutné a proto také stejnomémé na misté ¥ =0

i obdriime
FlO)=a+teata+...,
a ponévadi £ (0) =0, vychdzf

_ Z“"“— Z log 2n(2n-|1_)3) ’

n=1

141
f1=logﬂ(1_l_ =logr(5)" =

k témuZ vysledku bychom ovSem také dospéli pfimo.
Uvahami pfedeslymi dokézin vzorec

cili

[I"(l)—logn] coszm—l-—smzm-—i—sm‘I 2" I;(E)
® sy s R
— cos? un =) =Elogﬁ”ﬂ_cos(2n+l),‘"'
n=1

2 p("+1) 2n(2n-+42)
platny za podminky 0<2<1.

XIv.
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Derivujemeli obé strany, obdrifme za podminky 0 <<u<1:

[log%—l’"(l)] sinuu—|-‘1cosun+sinump(u)
® bt ATy () ko 27y (1)
R\ 27 (2n+2) .
_gl(2n—|-l)log @nE 1) sin(2n+1)un
Pro u—-? vyraz

—2—smg u”w( ) —2-cos" 3 \p(u+l)

mi hodnotu
o0 o0 1
Sarr S w
&l
ﬁ
(10) =D a=1.3,5,7.9...)

Volimeli fedy v rovnici (9) » = —;— , obdrzime vzhledem ke znidmé okolnosti
v(1)—w(3)=2log2:
141
(11) logl+'—’- (—1)"(27+1)log n_
8 ,,Z, (1440

¢mZ pro nezndmou dosud co do své arithmetické povahy konstantu ¢, do-
cileno nového vyjidieni.

Pravou stranu lze psiti také nisledujicim zpidsobem pon&kud piehlednéjsfim

X(—l)l_;lllog(l+llu), *A=3,5,7,..)

IL

1. Vzorec (2*) &lanku I. pisme

1

O (u) = — S logsinz#.cos (1 —2z) undz

pfi ¢&emZ & (») znamend vyraz

sinun r'(«)

1) o= 5u [ g2—1“'(l)+ —|—- 5 cot um I \].

X1v.
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Do integrilu & (%) vloZme sinzs =2, i obdrZime

1
—nd(x) =§ cos (#m — 2u arc sinz) log{_ dz

| — st

aneb rozvedemeli cosinus
1
logzdz

i-w

—nd(¥) =cosun 5 cos (2 arc sin £)

1

. . logsds
+sinua S cos (2« arc sin 5) T
Vzpomefime nyni zndmych vzorcd *)
o0
J— 5!’
(@) _—
sin (2 arc sin 5) = Z ( sl

@

ve kterych uZito oznaéenf
lG,(u):H(u9—4u’), (=0.2,4,...2r—2),

3)
l H, (x) =2ul](ﬂ’—4u’), #=1,3,5,...2¢—1),

a mimo to Gy(¥)=1, H,(¥)=2u.

VyjddHmeli funkce cos(2uarcsins) a sin(2#arcsins) vyskytujicl se
v integrdlech fadami (2), obdri{fme

—nad(u) =cosun Z A, G,(4)+sinun Z B, H, (),
r=0 r=0

ve kterémito vyraze znamenino

1

-

4 -1 Sz"logzdz B 1 Ar+tllogsds
NCDL Jd V1—3* ' RN CTES )] Yi—s*

*) Soutinitelé téchto Maclaurinovskych rozvojd stanovi se nejsndze na zdklad® diffe-
rencialné rovnice
(L—=Y)y" — x5 4’y =0,

jiZ hovi funkece sin (2w arc sin 5) i cos (2w arc sin ).

X1vV.
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Tyto integrdly pfetvofme substituci %=z, &¢im% vzniknou vyrazy

1

1 S F i1 —2) " 3logsds,

A =1En

1
1 P -3 2de
By —m§o (l Z) lOgod..,,

které lze vydisliti na z4klad& vzorce

1

Sz‘“ (1—2)"tlogsds= ,QE,S)_% [¢@)—vG+D)].
2
Ir'(s)

I a jenZ se obdrii ze vzorce Eulerova

v némi y(s)=

1

Sz‘_‘ (1 — s)_; ds = ﬂ‘ﬁ;_

’

derivovanim. Tim zpfisobem docilime vy§razi uhlazengjsich

a wo+1)—y(r+3) 1 ve+d—y(+D

Ad=—7 2.4.6...2»)% ' B"_—?_(1.3.5...zv+1)7'

takZe hledany nd$ rozvoj zni

ik [log?—["(l)—l——‘i-—{—lcotun—{— Ir((:)l]
L conen § PEED=YEED

(4) Py 6...2m Ol
sinun N ¥ —)—'P(”+1)
Y o - T A

Konvergence obou fad na pravé strané nenf rychlejsi nez konvergence fady

Z%. a tedy miiZe rozvoj tento miti cenu pouze theoretickou.
2. Podobného druhu rozvoje obdrime ze vzorce

(6) I‘(:)[{'(s)—R(a :)] S l—:c (lg——)

platného pro viecka komplexnf s, jichZ realnd &ist je kladnou.

X1v.
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Ve vzorci tom symboly {(s) a R(a,s) znamenaji jednoznané funkce
definované prvky analytickymi

=X Red =Y ey

jeZz konvergujf oviem pouze pfi podmince Real.s > 1.
Zavedemeli do integrilu (5) proménnou 1 —ax za z, pfetvofi se v ni-

sledujici
1—(1—.’!3)"—1 s—1
(S (l g l—z) dz.

Tento vyraz lze rozvinouti v fadu, ufijeli se binominalniho rozvoje funkce
(1 —xz)2—1, jenZz poskytne fadu

1—(1—a:)a—1 2 (— 1y- ( )xu—l;

fada tato konverguje i pro krajni hodnotu z=1, jeli realnd &ist veliiny a
vétsi jedné. Za této supposice jest konvergence fady v celém oboru (0...1)
stejnomérna a integrdl se obdrZ{ integrovanim viech ¢lend fady, tak vznikne
rovnice

e e

0

oo 1
e G| EEI R

Rozvoj tento nabude vyznamu, podafli se ziskati pfehlednéjd{ zdkon jeho
souciniteld, t. j. dovedemeli v zakonéené formé vydisliti integrély

(b) Ju= Sx"—‘ (Iog 1 _;) = S(l -zt (log —)

Poslednf integrédl 1ze také psati
(e o]
(b") J,,=S(1—e-’)"—'e—=:v'—‘d.r

0
Klademeli pak

oo

Sf(w) = 5 e—vegr-1dz,

a definujemeli operaci 4 rovnicl

Af(@)=flu+1)y—f(n),
Roszpravy. Ronik V. Thda 11 2
X1V.
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obdri{me v nasem pFHpadé

A f (%) =—S (l—e e v2gr-1 4z,

A% f () = -}

(1 —c2)2e-uzgs-14dr,

c!/ﬁs

a obecné
o0
arf(u)y = (— 1y S (1 —eeuzgs— dx
0

A ponévadZ v nadem piipadé
r(s
Sy =8,

tedy
(— 1)’S (I —e=re-vzg-tde=1TI(s). 470+,

vychézi-dle (b?)
(b’) an(_ 1)" 11‘(:)(4"—‘.1:—’),:,.

Po dosazen{ této hodnoty za soulinitele obecného &lenu v rozvoji (a) a po
vyjdfen{ levé strany jeho vyrazem (5) obdrii fe€eny rozvoj tvar

(6) ((s)—R(a,s) = E (azl)-(d"—‘x—'),:g.

n=1
Pomoci vyrazu

O = S“ —or=1 (1o ) 4

plynoucfho z (b) a (b%), bude nidm lze rozhodnouti o konvergenci fady (G)
i v jingch pfipadech, kdy realnd ¢ist promé&nné s neni kladnou.

Necht jest £ &islo celistvé a kladné tak volené, aby realni &ist veliéiny
s} % byla kladnou. Pak staéf uvdZiti, Ze fada

(— 11—t (a:l) (1 — k-1

=k+1

konverguje stejnomérné v oboru (0...1); nésobfli se pak vyrazem
1 — a2y (log L)
( - z) ( og ;‘) ’

jehoZ integral je koneény, bude dovoleno integrovati po é&lenech, a obdrii se
fada konvergentnf, kterd splyvd s fadou (6), byloli z nf vylou¢eno prvych £

XIvV.
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¢lent. Nisledovn& fada (6) konverguje pro viecky hodnoty proménné s. Jak
tfedeno, predpoklidd se tu, Ze realnd C&ist veliCiny a jest vé&td( jedné.

Z rovnice (6) obdrifme zirovefi rozvoj funkce {(s), klademeli a =
a uijemeli rovnic

RG.)=R(3.5)—2, R, )= —1L();

mame tak
00 1
7) 2 —2)L(s) = 2°— Zn (i).(d"—‘r'),mi,

kterdzto fada konverguje pro viecka s. Odtud vychizi, Ze rozvoj mocninovy

\ G
®) (2 —2){(s) =20+ ,,Zo (— 1 b

ma za soulinitele C; hodnotu

oo 1
Cr = -—"gl (:) (dan—1 log"x),zl

cili
(o]

Cr = — "gl (—:’;) :'Z;(— 1) ("T 1) logk (n — v) .

Z rovnice (6) obdriime rozvoje funkcf gamma, volimeli jednou s =1 a kla-
demeli po druhé v derivaci s =0. Nebot jest
T :
[(@—R@,9],_, = e — T

Ds—o [C(s)— R(a,s)] = —log I'(a),

a tedy vychazi vzhledem ke zfejmé okolnosti, Ze (/1"—‘ %) =1(— 1)"—'—:—
F'(n) . o0 (_ l)n—l a — 1)
) To =ro+X-=—(")
3\ 1
(10) log [(a) = ¥, (": )(A"—‘Ioga:),=1.
n=1

II.

1. O funkci Ir ((:’)—) ukdzal Gawuss*) Ze ji lze vydisliti ve tvaru zakon-

¢eném, jakmile argument 7o m4 hodnotu racionalnou. Toté% lze ukdzati tymiz

*) IIL svazek sebranych spist, str. 167. Cesky referit vyfel v Casopise pro pest
math. a fys., sv. XXI,, str. 166, z péra p. Ed. Weyra,
o%
X1y,



prostiedky elementarnymi o funkci

o= Lyex
¢)) rb(w,x)=zo;+:.

. c . .
PoloZme za w racionalné zlomky 7 o jmenovateli ¢ a utvofme souéet

204
(2) Sk = 2 (’—T(k-l-l) Y]] (—;— , Z) ’
1

o ==

kde % je &islo celistvé. Nahradimeli jednotlivé vyrazy & piislusnymi fadami,

vznikne tvar
[o o)
=3
y =10 0—+—qr

!n:

(ck+oz+gqra)

V této fadé zavedme summaéni pfiponu z=a--¢r, i vyjdc tak

anl

00
—§ o e

;:ﬁ n
pro kterouito fadu logarithmickou znime hodnotu

3) Sk = —gqlog (1_6’;"'@“,).

To pfedeslavie, uvaime, Ze vyraz

ve kterém p znacf jedno z é&isel 1 ,2,3,...q, se velmi zjednodusf, nahradili
se v ném Si vyrazem (2). Nebot tak se obdrii nejprve

Qkynl

2k ni

Sy,e——;f — e 49 (D(i, )te ? (a—"),
= :E: q k=1

a jeZto soudet

Qkﬂl

(6 —p)

je vidy nullou mimo ¢ =pu, ve kterémito pHpad¢ md pak hodnotu ¢, vy-
chézi q _ Rkpni Queni

ZS,,: 9 =—gqe 19 «b(—"—,x).

k=1 q

VyjédHimeli levou stranu pomoci vzorce (3), obdriime hledany vysledek

~ e log (1—ce ©),

Queni q
4 :_7f_-d)(15-,z):==-_ I's
4 q kgl
ve kterémito vzorci ¢ miZe miti hodnoty 1,2,3,...49.

XI1v.
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Transcendenta &, v niZ prvni argument 7zv jc C&islem racionalnym, re-
dukovina timto vzorcem na souet €lenli logarithmickych, jichz nasobitelé
jsou odmocniny jednotky.

2. Z tohoto vzorce lze vyvinouti vysledek Gaussfiv; postup pH{my jest
nicméné jednodussf. Tak bychom obdrzeli sledovanimn téhoZ postupu jako
pfedesle nejprve rovnici

!k,u:u 127

®) I‘E - (1)_2( © —1)log(1—¢ 1 ),

platnou pro 0<pu <g¢. V pfipadé¢ u<g lze tento vyraz upraviti jak ndsleduje

(") pm
6 —I'(1)=—glo 2——cot—
(6) r(") (1) g log 5 7
q—1
—22sin“k"—”logsinﬂ,
k=1

aneb téz, uiijeli se rovnice
q—1

. q
| sin —— —27_—1—,
r(%) 4 pr KN 2kpn kn
) —2— —r'd1)=—log2g9 — — cot — os — log sin —,
(6*) ) ey g2¢9— q+.§1° g logsin—
1V.

1. Mnohé vlastnosti ttvarli v theorii funkce gamma se vyskytujfcich
souvisej{ s vlastnostmi nekoneéné fady

NI
go‘”‘i‘m,

s niz jsme se pfi riiznych prileZitostech byli setkali. Zde hodldme podati né-
kterd nova jeji vyjadfenf.

Vychézejme z integrilu

) J=

Suu“‘——z‘“ dz
u—zx 14z’

v némzZ # jest kladnd veliina realni, a velid¢ina 2 m4 kladnou ¢&4st realnou,
Dosadimeli sem




obdriime vyraz
Nt (l—z)p—t—ga—
J_S #u—(u+1)z @,

v+ 1

a klademeli tu ST vyjde

23 —1

. (w+1—unz)yr—1—z5-!
= wF1y

dx .
1—z T

@) J

O ™™™y s

Jiny zpfisob vyjddfenf dtvaru J se obdrZ, jestlife po rozkladu

! 1
R (w+1—nzp—-1—1 u:i
i e [S T =L | dz]

0 0

pfetvoH se prvy &len substituci # 41— »z = ¢; tak vznikne nejprve

ut1 1
28—1 t""‘l-—l ta—l_l
@) J=(u+1)‘ LS t—1 dt_l_(s—t—l dt:l'

¢ili
ui1
. _ us—? S.’L‘"—‘—l
(3% J—(u—}-l)a p— dz .
0

2. Ve vzorci (3) druhy integral v zévorce m4d hodnotu
¥ (L

A=)

a prvy lze rozvinouti v fadu, uZijeli se rozvoje

n=1

(o=

1 1
=T = B
takto se mu udélf tvar

E S(za—u—l—t—n)dt,

¢ili po proveden{ integrace
Z’[<u+1>---—1+<u+1)—-+'—1]+("+;>f1‘—1—1og(u+1).

a—n n—1

X1v.



Tento vyraz lze psati

P A —- P4y P log (v + l)i
1 A 1
-_a—l——"gl 7+_(_z_—n—l)'

vyraz v zdvorce {} m4 hodnotu —log#, a tedy ve vzorci (3) uzdvorkovany
vyraz lze psiti

(- 1si-e 2 otV

o !

Veli¢ina v zdvorce miiZe byti psdna

—log «

m—1
lim 1
m= °°n=--m 1 a—l_n

a ma tedy hodnotu — m cota=; konelny vysledek tedy zni

) J=ua—1§ 1 ( 1 )n ua—1

e a—n\u4-1 (u_l_l)a(logl‘—{—ﬂcotaﬂ)

3. Jiny rozvoj integrilu J poskylne vzorec (1), nahradili se v ném vyraz

—(_1—-41—:0)7 fadou 720(_’“):&",

jejiz stejnomérnd konvergence vyzaduje, aby # bylo mensf jedné. Tim zpi-
sobem obdriime nejprve

= - 1 1
— a—1 _ ra—
7= ( ”“)SE__JL_”,,Q,,
0

et uUu—=x

integrdl v obecném ¢lenu se vyskytujici pfevede se substituci £ =%z v né-
sledujfcf

ua+r—1 S r—zitr-!

T 14z iz,

jehoZ hodnota jest

,,,+,_,[r'(a+v) r'e+1)
Flats  Te+1)

Bude tudfZ

NN [(—a\['(@+9n el o
o =X () res ey

X1v.
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ktery#to vysledek lze také psati

%) J='Zo(_ [F’l(:l((-l-])-v) l"(v—l—l)(a+” ):I u¢+v—l.

»!

Odtud se obdrii forma novd, uiijeli se vzorce

00

'+t = S‘e—’z“'l'"‘logxdz.

Nebot tu bude patrné fada

a+t+v—1

5—2(—1) ra4n

miti hodnotu
S=u-t ) (—1)-§ I ga=tlogx dx
»=0

aneb provedemeli s¢itdni za znamenim integraénim
o0

S=us-1 S e-r-uzga—llogzde.

”‘T" vychdzi z tohoto integrilu vyraz

ua—1
CE [

wi—1 ,
S = 1) [ (@ —log(x+1). I (@)].

Substitucf z =

°\/§8

0O

22— 'logsds—log (x4} 1) S e—% g8—1 dz:I ,
0

cili

Pomoci tohoto vysledku méme ze vzorce (5*)

0 1= [Fg o] - R (1)

4. Porovnimeli tento vysledek se vzorcem (4), plyne

.21 = (u—}-l)n= (u-|i1)° [bg P ?(() +”°°“”‘]

-3 et (G~

r=

X1v.
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Pisemeli zde a =1 —z, 24 1= —;— , objevi se tvar elegantnéjs

o Yo=Yy (Cn )CF)

—log (1 —2) — —’l:'(%)— .

Ke konvergenci levé strany je nutno, aby | s | <1, konvergence strany
pravé vyzaduyje |1 —z | <| 2|, takie mime nuinou podminku

(7*) ls—1]<|z]<1.
Ostatni podminky, jez vyzadovalo odvozeni, mohou odpadnouti, jezto tu bé&zf
o funkce analytické.

Ve vzorci tomto kladme 5 — ¢—2%#  kde w jest kladnad veli¢ina realn4,

D ]

mensi neZ —l%g;< Pak budou konvergenéni podminky splnény a levd strana

bude zniti N o 2ox(ztm)

m=0 z+m ’

piedpokladili se pak 0 <z <1, bude lze ji dle vzorce (4) ve IV. €linku
nasi rozpravy »Dalsi studie v oboru Malmsténovskych fad< vyjddfiti vzorcem’

OO
r)—log2was— II:'(E:)) —k=2_ e"”""‘logw-*—kz

kde v souétu 3" dluino vynechati ¢len £=0. Podle vzorce (7) musi tento
vyraz splynouti s veli¢inou

r’(z)

- ——%wr) __
log (1 —e2%vn) )

+e2wﬂ(l—=)”'zzo_l;’%¢—ll))_( , )(Qwa -1,

a tedy mdame rovnici

r'(l)—i—log_ﬂ_ E' egkzm.logw_kl_iki

(8)
_‘!"(l_z)): Lmt D (21 aen__pym,

r(’"+1) m )( )

U rovnice té opét lze uvolniti podminky existenéni v ten zphsob, Ze
tfeba toliko splniti nerovnosti | 27— 1 | << 1, Real. 2w > 0; prvnf vyZaduje,
aby bod w leZel uvnitf ktivky, jejiZ rovnice znf

A7 —=2cos2n;
mimo to musf byti 0 <<z < 1.

X1v.



Utijemeli zndmého vzorce

O FoE)—rmtwm. =1t gt

vypadne z rovnice (8) konstanta I (1), pon&vadi na pravé strané vyskytne
se v soudinu s veli¢inou

00
Av(l—a)x zo ("”;1) (2ot —1)m
m=

kterd se rovna jedné. Rovnici (8) lze tedy psiti

o0

1— 2w ’ . w-t ki
log = — X emeilog o5

Qwﬂ(l_z) E ! 1 ?an ] )m

5. Tento vzorec upravme vloZenim z za 2w=, z za 1 —x, a vysledek

OO

1 et ' s —Qknai = z
lOg _— 2 b LERY lOg ~ i — (T? L Ym (_:, ) (t"' o ])m
m=1

Sl b
3 PP —2kni

differencujme #-krate vici 5 a kladme po té 5=0. I obdrzime tak predevsim

00 . n
’ 2kzai -y —z n os (2
(a) Cu+(’l—l)!k=z—oo WWZML:lIPM - ) Dz=0£ (t -—l)m,
kde poloZeno
1—c*
g

Co= D;_, log

Zavedemeli opét rozdilovy symbol 4, definovany rovnici

Af(@)=fz+1)-—f(z),

obdriime
(et — 1) = A7 =2,
a tedy
D=2 (e* — 1)y = A7 (ae=7),
a odtud
(b) D;_oet (¢ — )= AL 2

Pravd strana vzorcc (a) bude tedy zniti

B v (77) 4o

Abychom vyjadtili levou stranu, vzpomefime zndmé véty, Ze celistvd racio-
nalnd funkce Sa. (), kterd pro viecka celistvd a kladnd 2 splyvéa se souétem

Sa@)=1"42%4-3=F... 4 (z—1)=,

X1V,
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ddna jest v intervallu 0 <<z <1 rozvoji ndsledujicimi:

Stamt () (= Pt = (— 1y 12 @ — ‘)'Zc?sz/;fﬂ"’

Sau(@) = (= 122! Z et

pti tom B, znadl u-té Cislo Bernouilliovo. Znamenédmeli tedy
: _ B
Su@) = S20@) . Sem1 @ = Soum1 @) (— 1P
bude
o0
' f2keai -
("—l)lk;_oo—(mi)" = — Sp_1(2),

a rovnice (a) poskytne
- \ —
Cn—b,,_l(x)z Z Y ( - ).A'na:n.
m=1

Pro £ =0 vymizf pravd strana, a tedy bude

Cn— Sp—1(7) = — Sa—1(2),
takZe vychdzi

(10) Su_1(@) = —'gl VY - (_mx)a'nxn

V této rovnici kladme »=2g¢ 4 1, derivujme viéi z a po té kladme z=0;
podle zndmé véty bude

D:—o Slg(x) = (— -t By,

a tedy mame pro &isla Bernouilliova vyraz

(11) By =(—1)¢f 2 (—l)"'—up,,. Am re+1

kde 4™ O® slouZi za zkriceni symbolu 47_ z".

Jezto soudinitel pfi s* v mocninovém rozvoji funkce

jest — Su_1(%), mdme identitu

XIV.
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kde S,(z) =z; pravou stranu lze psati

—S‘ZS—;(!E)_Z"‘{:'
_; S,.(.z')

a mi dle zndmého vzorce

hodnotu
e~ — 1
*S w1 4P
1}

mime tedy
(12) Stzl—ld;,:_.easz (—x)(e‘—l)"‘

e —1 - T\ ’

y =

¢ili po substituci ¢ =1

]

(12) S =t 3 v (55 e—m.

m=1
1

V.

Ze zikladnfho vzorce (4*) na str. 53 rozpravy »Dalsf studie v oboru
Malmsténovskych fad«, t. j. ze vzorce

leln ni , r @
(l) = *p—_i_” =" 9 —10g2.1:7t+[' (l)_—fz;)_
[e0]
—_— Z e!kvnl' lOg $+_k_
k=—00 k

(v némZ &irka u znamen{ souétu znameni, Ze se ma vynechati rusivy ¢len
#=0, a podminky zné&jf O<’u<1 0 <z <1) byla odvozena trigono-
r'(v)

re
rozpravy. Z téhoZ vzorce lze odvoditi jestd jiné specialni vysledky k funkci

metrickd fada pro funkci sinv#, jez verifikovina v ¢l L pfitomné

gamma se nesouci. Volimeli na pf. z=%, vychdzi

00

Y g,T_I__l_l_ =— 27— loga+I"(1)— ';(S‘;)
NG 2k 41
— 2koai | = .

X1v.



Radu na levé strané lze psiti

35 =i (5w Yoyl

z kteréhoZto tvaru vysvit4, Ze hodnota této fady jest
AP Q)
tre) ?r

a tedy mame rovnici

) [ resy  re . mi , I’ ()
(@) o i[r(url) T =~ —logmh-I" (1) — -

8
(3
L)
+
[y

Porovndmeli v této rovnici &isti pomysiné, obdrzime vzorec

| 2t41 res) _ re.
2 =+ 2 lo ) sin 2kvn = [ I‘("‘;“) — ro :Ism'mr

platny za podminky 0 <{v <1.
Porovndmeli v rovnici (a) &4sti realné, obdriime nejprve

_;_cosm.[ (*TY) (% ]— log w4 I (1) — ¥ (2)

— Z log (1 — 4—13—,—) cos2kvm,

pomoci vzorce Legendreova ¢ (v) = log 2 -’,— o ¥ ( )—-{- ¥ (fj_—_lf 1 vy-
chizf odtud o

ve I'(3) r's)
3 sin? — —+co g =TI'(1)—log 27

2 r(@ ree)

3 1
—kg log (l —-4k"_) cos 2kvsm .
Nisobfmeli rovnici (a) ¢*~f a porovndmeli ¢4sti realné, obdriime rovnici
1 v41 1 vy __® . ’
5 1.0( 2—)——2- w(?) = —2—smvn+ [I‘ 1) — logn] cosvm

00

—cosvm.y(v) — Z [cos (2k-|—1)'zm.logi21_—l—

k=1

22—1
~+cos (24— 1)vnm.log 35 ]

XIV.
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Isolujeli se z fady ¢&len £=1 v druhé ¢&4sti, jehoZ hodnota zal cos v .log 2,
a ulijemeli opétné vztahu Legendreova, obdriime vysledek

va I'(g) o V" ree)

2 rg)

C)) oo
(1) —logm|cosva = — o SR T co v,
+ [ (1) —tog x] Y, tog (1 Gaipp) oo @4+ D

Seétemeli vysledky (3) a (4), objevi se vzorec jednodussf, platny za pod-
minky 0<#<1:

v Ir'(y)
2 i in? =% —-r 2’
g sin va - 2 sin 3 [logn r ) :|
5 (g
() oo 1
=—log2—"gzlog(1—;;) cosnvam.

Naproti tomu poskytne odeéteni vysledkdl (3) a (4) rovnici

u+l
. n , (3
——2—s~,|n7nr—|—2cos2 9 [logn—r(l)—|—~ (v+l ]
(6) o
= —log2 — E (—1)"10g(1—;§).cosntln.
n=2

Dosadimeli do rovnice () v =2z, do rovnice (6) ? =2w — 1, vy-
chdzi, Ze fada

00
—log 2 — Z log (1 —;li) .cos2nwm = O (w)
n=2

ma soudet
& (w) = ?sm 2wn-| 2sinwn [log,,_ rra)-4- ?((w))]
pro 0<w $
a
®iw) = G sin2wn+ 2sintwa [ logn — ' (1) 1. ) |

pro —;;_S_wgl.

Jingmi slovy v celém intervallu 0 <w <1 plati rosvoj:

. 5 sin2wn + 2sintwa [log"—”(‘)+ Iz:((ww))]

\ 1
— log2—”g’ log(l ———”—,) cos2nwn

XIV.
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Vzorec tento se obdr# také pfimo z rovnice nasf

8 Z sin(24+ 1) vx. log ﬁT
I:log?n—-l"’(l)—l— rw ))]91nvn+—cos1m

nasobili se 2sinva, a provedeli se v levo jednoduch4 redukce, takZe vzorec
(7) nepoddvad vlastné nic nového; za to v3ak jest jeho odvozeni jednodussi
nez u rovnice (8).

Vzorec (8) lzc ostatné také odvoditi jako diisledek rovnice (a). N4sobi-
meli totiZ rovnici (a) vyrazem ¢**f a porovndmeli &isti pomyslné, plyne

0=—7cosvn—|:logn———l"(])—|— F())]sinvn

[sm(?k—[—l)wx log L+ —sin(24— 1) vn.log 22;—1 ,

a tu zbyvd pouze z druhé &isti fady isolovati &len £=1, majici hodnotu
—sinvz.log 2, aby se obdrZela rovnice (8).

UtZijemeli vzorce

e o]
e az_e—b: b
S ——————dz = log —

z a
0

pro a = (#*—1)m, b= na, obdriime

—_ ’zn e 1
—log(l——) S " p dz,
a tedy

\ 1
— 2 log (l ——2) cos2nwn
n=2 "

‘1 S[& (w|ix) —1 — 227 cos 2wn]
(1]

-!- dz,

takZe nachazime vzorec
o0

) S["“ (w]iz) — 1 — 2= cos 2wn]

0

_ldz

=2log2-}nsin2wa -} 4sinwn [1og,,_pr(l)+ II:'((ww))]

Rozborem povahy funkce @, (w | i1x) pro nekoneéné mald z bychom
shledali, Ze integral (9) existuje pouze pro hodnoty w poloZené uvnitt &tverce,

Xiv.
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jehoZ vrcholy jsou O, 1, 1_2*_1. a 1;’— (a oviem téZ uvnitf Ctvercll, jel

vzniknou substitucemi 2 + 1, w + 2, w + 3,.. D)

VI

Z integralu Cauchyova
0

M og 1) = \[ =5 —@—ne] 4

-—_—00

obdrifme novy vyraz, uiijemeli variace integracni cesty, jakd se dle zdkladnf
véty Cauchyovy o integraci v komplexnim oboru ptipoustl. Znamenejme

za tim tiéelem
¢

az _ =
=1 —(a—l)t"],

]
J@ = [
a uvaZujmc integril

J=Sf(.’b‘)d.‘t,

vzaty podél obvodu rovnobé&inika, jehoZz vrcholy jsou (— M, 0, N7,
— M- :), kde M je kladnd velitina realnd a V= (2# -+ 1) m, pfi &emi
n jest kladné &islo celistvé. PonévadZ strana (0.../V7) obsahuje pdly funkce
f(z), jez jsou vesmés tvaru 2£#7i (A=1,2,...n), dluino se podél strany
(0...NV7) odchyliti od cesty pfimocaré, a sice odchylime se dovniti rovno-
béznika; ustanovime, Ze cesta integraéni odpovidajicf stran&€ mdi se sklidati
z Usekli ptimocarych a z poloukruh@i malého poloméru & opsanych kol
sttedd 2477 (= 1,2,...7) a obricenych dovnitf rovnob&Znfka; poloukruh
ten znamenejme (£,s), takie zvolend &dst (0.../V7) cesty integradni bude
sestdvati z pimolarych Gsekl tvaru (2mi4-¢7 .. 2(k4 1) 7i — &7)
a z poloukruhd (£,¢) v nésledujicfm pofadku:

©...20i—s5),(1,8),2rit¢ez...47i—s7),(2,4),
(Adnitsi...6ai—87),(8,6), ..(n,8),(2n72i4¢i...2n+ 1) 7i).
Integrdl J podle toho skldd4 se z &4stf

0 — M4 Ni -M
Sf(w) d , Sf(z) dz, Sf(-r)dx.
—-M i SMeNi
ddle z &4stf ptimolarych, pochdzejicich ze slozky (0... N7), jichz soudet jest
Si—ei n_q @k+DAi—el @nt)ni
\r@ast 3 {rast{ e,
K=t Skt ed Anitei

a konelné z &4stf vypadajicich na poloukruhy (£, ).

X1v.
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Znatili z, pol funkce f(z) a R (x,) ptisluiné residuum jejf, bude hod-
nota integrilu S f(@)dx vzatého podél pilkruhu bodu 2z, odpovidajictho

obndseti
— mi R(z,)+(¢),

kde (¢) jest velicina, kterd zdroveh s s klesi pod kaidou mez. Pro pdl
Zy =2kn¢{ md viak residuum R(z,) hodnotu

2kani 1

Q26ni '

a odtud vychdzi, Ze integrily vzaté podél poloukruhii (£,¢) daji dohromady

vyraz
n
Akani 1
Bl

kde (s) m4 vyznam podobny jako pfedesle.
Hodnota naseho integrilu tedy bude

0 —M+Ni —M

Sf(r)d:H—S r@dot |1 az
—M+Ns¢
2,,,'_“' { @k+Dai—ai @Qn4ai " 2k
+[5f(x>dx+2 J @) da+ f<z)dw] E s+ 0.
S YQhmitei wrid-ei k=1

Avsak integril J rovn4 se nulle, ponévadz funkce f(z) se uvnitf rovnobé&inika
uvaZovaného chovd pravidelné.

Prejdemeli v rovnici posledn{ k limité pro s =0, vyjde

0 0

= S;(w)dz—5£($+1v")d¢—$vf(— M—iy)idy

o L Akani __ |
+ val. princ. Sf(’}') : d]—kgl—ﬁ—— ’

kde litery val. princ. znadf, Ze dluZno z integrdlu o sob& neexistujictho vaziti
t. 2v. hlavni hodnotu ve znimém smyslu Cauchyovském (valeur principale).

V této rovnici prejdéme k limité¢ pro M = oo, i obdrifme

: ; r kdai_l
(@) Sf(.:)dz_Sf(a;+N:)d:c—val princ. Sf(zy)zd_y+ Z
Rospravy, Rotn. V. T#, II. 8
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Prvn{ integrdl v pravo
0 0

(az+mn+l)ant+ez

Si’(z—{—N:’)dz:—S[ AT

l)e‘:I :r-|—(2u+1)nz

pro nekoneéné rostouci n bliZ{ se nulle, takZe obdriime

0 " skans @n4Dn
(<) Sf(a:) dz = lim [Z i—2—k:—l — val. princ. Sf(z'y) ‘ d_yJ
n=00| k=1

—00
Volimeli za @ kladnou realnou hodnotu, a porovndmeli &4sti realné na
obou strandch, nahradivie levou stranu jeji hodnotou log I'(4), obdriime

n
cos2kan —1
log I'(a) = limn [
g I'(a) Jim kgl 5F
Cn41)n
sin (@ —yg
— val. princ. S[————l—% —(@—1) cosy] a4y .
2smiy Jy

V poslednim integrdlu rozdélme cestu ve dvé ¢asti (0...#) a (7...22a -} 7),
&imz obdrif hodnotu 4+ B, kde

T

. 1

sin (@ — 5

A:S[——————( l')y —;—(G—I)COS}':I—J}' ,
2sin gy J

@nt-1)n .
sin(e—3)y d
B = val. princ. S[———(—l’)“—%— (e—1) cosy] yy

Posledni integrél lze psati

@2n41)n
sin(a — g
B = val. princ. S[ ___)_y_ —(@—1) cosy] 2—-7 log(2n--1),
2 sin ,y Jy

3

¢mz vyraz

. N cos 2kan—1

obdrif tvar

. 1
log I'(a) = — A — val. princ. S‘[sm Sl L4 — (e — l)CosJ’]%”i

+nli=n;°!—;—log(2n+l)—kg _17|+ z i"i“JL,

k=1

2sin%y

pti ¢emi se pfedpoklids, Ze a nenf celistvé.

XIV.



Dosadimeli sem hodnotu

”n N
) 1 . 1| log24-rI'(1)
”l;n;o g log (2n-- 1)—1:21 —2—5} = ) )

mame

cos Zkun

log I'(a) = (log2 +F'(1))+ Z

sin a-——)y 1 d
_5[ 2(. 1’ — 5 — (@ —1)cosy Ty
sin 3 ¥

(0,0}
* sin (@ )y d
— val. princ. S[——(—_—!———(a-— 1) cos y £y
2sin , ¥ J

7

V ptipadé 0 <<a <1 jest vsak

" cos 24 1
Zuz———log Vsinan——2—10g2,
k=1 2k
a tedy
[ log I'(a) =—; r'(1)—logYsinan
y . 1
—S‘[in(_a_l_ﬂ__l_(a._])COS'y] d}’
@) G 2singy y
(7 sin (@—3) d
sin (@ —
— val. princ. S[——#— —(@—1) cos_y] ar
2singy Y

E ]

Dosadimeli sem zvl4sté o — ; , vyjde

i

(o ]
d
(3) logn—]‘r(l)=S(1—cosy)%y——val.princ.gcosy—yl,

a odeétemeli poloviénf hodnotu obou stran od p#fsludnych stran rovnice
ptedeslé, obdrzime

(4) log {F( )\/sm a’-’-l = val. princ. 5[(a——) cosy — sm2(:m— ;)y 1

Pfi vzorcich (2) a (4) mus{ byti 0 <{a <1.
Porovndmeli u (c) &4sti pomysiné, obdriime

oo . x® 1 1
Z sin2kan — — val. princ [COS(a—-;)y—cos;y
¥=1 2£ ' ' 2sin%y

+ (@—1)sinay %’-

b*



Pro 0 < a <1 mime viak

i sm2kan (7—")

a tedy plyne
X 1
. cos(a—3)y— cos—y dy
val. princ. — =—.
2singy Jy 4

1]

Médme tedy rovnici platnou za podminek 0 <<a <<1:

o0
; sinaz.sin(l—a)z dz _ n
5) val. princ. S — : =1
Volimeli zde 2 = 3, obdr#me
o0
sin 4 .T d_r n
val. princ. S =
1 2
&ili
[a.o]
(6) val. princ. S tanzz . % = —;— .
0
Rozlozimeli tento integrdl v &isti
k+1
3 . 5 dzx
X val. princ. \ tanz#®s —,
z
obdriime
! o0
. 1 | )
val. princ. Stan zn dzkgo(z+k —_— ¥i)
ponévadz
1
val. princ. S tanzadz = 0.
Ndsledovné mame na misté (6)
1
. . r'(z) n
(6*) val. princ. S T& tanzadzr = — 35

X1v.
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vysledek ten lze pfimo verifikovati takto: Znamendmeli

1

14
J == val. princ. S I' (z) tanzadz,
0

r(z)

obdrzime substituci | —z za &
1

J = —val. princ. S

0

raq—mx)
r1 =g

tgrm daz,

seétenim obou tvari vzhledem ke zndmé relaci

I’ (z) ri—z

F(a:) _l‘—(l-—:—ﬁ = —mcot a7

plyne
1

2J=——nSa’x=—n, tedy J=——:—.
0

Rozpravy, Ron. V. TL 11,
XIv.
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