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ROCNIK VIIL TRIDA 1I. ¢ISLO s6.

Rychle konvergentni vyjadieni nékterych limit.
Sdili

M. Lerch,

professor na université ve Fribourgu $vycarském.

(PtedloZeno dne 20. kvétna 1899.)

Ve ¢&lanku IX. své rozpravy Prisplvky k theorii funkci elliptickych,
nekonelnyck Fad a integrili omesemych *) uvedl jsem v souvislost s jistymi
fadami rychlé konvergence dva integrily, a sice
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Souvislost ta zéleZela v invariantivni povaze vyrazli, a v nejjedno-
dudsim pfipadé znéla tak, Ze vyraz
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*) Rozprav II. tHdy & Akademie roénik 1V, &islo 1., str. 35 a nésl.

Roezpravy: Refn. VIIL TF 1I. C. 36. 1
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a pak vyraz .
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ziistane ve své hodnoté nezménén, vyméni-li se litery 2 a ¢, a soudasné w),
a w,. Pfi tom a, 4, ¢ byly veli¢iny realné, 2, ¢ mimo to kladné, podobné&
vyraz d=ac— 5%

Téchto viastnost! vyuZitkujeme nynf pro odvozeni vzorcd slouZicich
k rychlému vypoétenf hodnot integralét ¥ a 3. Poloiime & — O, takZe bude
4d—=ac, a vypiSeme rovnice vyjadfujici vlastnost prav& vyslovenou; tak
obdri{me vztah
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kteréito rovnice fei{ dany problém. Jest viak dilezito, aby prava podstata
vySetfovanych vyraz vynikla, pfevésti integraly na tvar fad neb limit, tfeba
jen zvolna konvergentnich.
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O funkci ¥ (w, #) toho docfleno ji¥ v citované rozpravé, kde bylo
dokazano, Ze

(5) ¥ (w, %) ::”li=r1:B ( 2 \/(WT—:’W- — 2 log n).

Abychom podobnou otdzku fesili pro druhy integril, uvedme nej-
prvé oba integrily na jednodu3Si tvar tim zplisobem, Ze zavedeme inte-
graini proménnou

t=\2TFu tedy xr =YV —u, dx:\/t”i'
—u
Tim zplsobem obdriime nejprvé
o0
4 S e?Ttcos 2w m —— 1 dt
¥ (w, ) = log; +4 e mi— 2ot cos2wa T 1A 54

¢ili ptehlednégji vyjadreno
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Differencujeme-li vyraz (7) vii¢i #, vyjde

o0
, cos2wmw— g2 d:
—4y (w,u)=S =5

coshyp2zs—cos2wxn 2

Vu

kde psanoy’ (w, %) za j—z Porovname-li s (6), plyne

81’(w,u)—|—¢(w,u)+log%=0,
takze vyjde

Sx'(w,u)=210g2—logu—i—li_m(2Iogn Z \/(w—f-v)’—f-u)'

Integrujeme-li dle # v mezich 2, a 5, obdrZzime
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4

8x(w,5) —87(w5)=(1+2log2)(s —2)—zlog s+ log 5
+hm 2(e—s,) logn—2 Z V(w + v)'+ —{—22 \/(w—l-v)’—{—zo)
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+ lim (zlogn—z0 logn—z\/(w+v)’—|— + Z V(o + v)’—|—z(,)

V tomto vzorci piejdéme k mezim pro z,==0, pfi ¢emZ chceme

pitedpoklidati O << w < 1; i obdriime

4y (w,2)—41(w,0)= (% —- log 2)3—%zlogs

~+ lim (zlogn— 2 Vo +v)° 2+ wt+n@z+ 1))

Pfi tom jsme uZili okolnosti, Ze
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Hodnotu 2 (w, 0) uréime pHmo z integralu (7); a sice
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VloZime-li tuto hodnotu

(8) 4Z(w.0)=w’-—w—{—-é—

do posledniho vzorce, obdrzime

l 41(’”’:2):(%+10g2)z—%z]ogz+w9+%
) . B
l + im (”‘°g"+n2+n— _ZV(w+v)'+z).

PiSeme-li v rovnici (3) @ # na misté %, a klademe-li %=t”,obdri1’mc

¥ (w,, ) — ¥ (w,, 2 u) = log £*

i © —2at V(@i +m)dFu
Z cos 2wy w—e¢
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wlD Ny t-m) + 2 hyp (é—;\/(w2 +m)2+ t’;) —cos2w,

kteryZto vzorec poskytuje pohodlny prostiedek k &iselnému stanovenf funkce
Y (w,u), kdyZ se za w, a 2« zvoli vhodné konstanty. V mnohych pti-
padech, jako na ptiklad pfi stanoveni Riemannova potenciilu*)

- Ly 1 . 1
L. oGy e

sta¢i znéti rozdily tvaru ¢ (w,,#) — ¢ (w,, %), pro n&Z se obdrzi ze vzorce
(3*) rozvoj zvlasf rychle konvergentni, ano tu ¢ = 1.**¥)
Podobnym zpisobem plyne z rovnice (4)

8mey(w,,u) — —8—;‘— 1 (w,, t22)

4%) zuwmﬁ- —amey(wtm)iFu

= log 1‘[ o 1—=2, " " cosZw,;t—|—e

gt ——J(_-F»-—)'HT'- — 22 EmFmi e
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*) Zur Theorie der Nobili'schen Farbenringe (Poggendorfla Annalen der Physik u.
Chemie, sv. 95; 1855, téZ v sebranych spisech R., druhé vyd. str. 57)

**) Jiné a pHmé odvozeni z podobného pramene vyjde ve Véstniku (Theorie
funkce gamma).
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Volfme-li #—=1, a nahradfme-li vyrazy y jich hodnotami na z4kladé
vzorce (9) vyjadfenymi. obdri{me

im ¥ (Vo — v T )

= .
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Abychom vypocetli limitu (= = 0)
1 1 1
440,2)= —+log2 z——---slogz—i—g

+ lim (zlogn—{-n’—[—n—z\/v Tz )

r=—=xn

aneb, coZ totéz jest, integrél

potfebujeme znéti toliko konstantu

A= —2-—|— log 24 li_m (n’+n+logn— 2 Vm)

ryr——n

(11)
g Vai—1 0,399108 . . . %)

ez.wr 1

&ilid =47 (0,1). Podle rovnice (4*) pak obdrzime proz =1, w, = w, =0

1 —21:“/11«'—1—1
—_— 2
20, = ek logH ——Vm=—+t*
&ili
VI8 e dr— Liogp
(12) 4 —e;II— x=Ar— z log (l),

¢

*) Opakovéni vypoltu obratnéj§fm poctéfem, disponujicim dobrymi tabulkami,
bylo by Zidoucim.
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kde pséno

—p—2mt had l_e—am\/;nii 2
o=zl )
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Poznamenéni. Na rbznych mistech, zejména pak v rozpravich
Zéikladové theorie Malmsténovskych fFad a Dals{ studie
v oboru Malmsténovskych fad vytkl a zuZitkoval jsem souvislost
funkce

-]

1
R(w, s) = ZW

y=0

s theorii funkce gamma, jez vyjidfena rozvoji

1 I’ (w)

R(w,s) = =1 T + 46—+ ...,
R(w,s):(% —-w)—|—log——1\/12£_7::—)s—|—

Mam za svou povinnost sdéliti na tomto misté se &tenafi svych prac{
Ze tyto dveé véty zdkladnf byly jiZ dfive znamy, a sice obsaZena prva v publi-
kaci pana Hefmana Kinkelina, professora na université Basilejské: » Allgemeine
Theorie der harmonischen Reihen, mit Anwendung auf die Zahlentheorie«
(Programm der Gewerbeschule Basel 1861 —1862)¢, druh4 véta pak ziroveri
s applikaci na dovozeni fady Kummerovy pfichdz{f v rozpravé »Dr. Ernst
Schréder, Eine Verallgemeinerung der Mac-Laurin'schen Summenformel nebst
Beitrigen zur Kenntniss der Bernoullischen Function« (Ziirich, Programm der
Cantonsschule 1867).

Dodatek. Chceme jesté podati vysvétleni, jak lze docfliti é&fselné
hodnoty konstanty A4.

Jde nejprvé o limitu vyrazu

B,,=n2—|—n—|—logn—l—22 Vvi+1,
1

jemuZ udélime tvar
9 ”
Bo=nttatlogn—1—2 N VoFF1—2 )y 1.
.1 10
Je#to dle véty binomialni

— 1_1L+1-3_1__1-3-5L
Yo' +l=v+ 73, 24 7 1T 2.4.69 2.4.6.8 vit---

obdriime
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dle éehoz se jevi B, ve tvaru

B—(l 7 1 ) 9 _—— 9 1
)= ogn—ZT)—1+9o_-sz +14+Y
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Prejdeme-li k limité pro # = o znamenajice literou C konstantu
Eulerovu
C = 0,5772156649 .

a kladouce

1 1 1 1
- —l—
& 10 + 11+ ' 12 + 13¢ LARRRE

obdrzime
2 < T ~ 1
) A=-5+log2—C—1490—2Y Voi 14 Y-
1 1

1 1 5 —
+ 4 Ry —3 Ry + 64 B+

Veli¢iny R,, R,, R, lze stanoviti pomoci Fady semikonvergentni pro
funkci

@™

1
R(a,s):E W,

#:-0

ktera zni (Rozpravy & A. ro¢nik IIL, éislo 28.)

1 1 s
R(@,51= (s—1)a? + 2a + 12 (1> a1

1 s+2) T 1 s+4)

T30 2 T84 as+s

a sice bude zde
‘ a==10, R(a,s)= R

Podle tohoto vzorce jsme vypocetli
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0,0055246692
0,0000304051
0,0000002215

Ry
Ry
£y

9 9
1 -
Soucty 27 a E yv'+1 dluino potitati pimo, co% jest pH
[} 1

celém vypoctu nejzdlouhavéjsi.
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