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J02 IMlKMIÊlUi. PAKT1IL 

Science nouvelle que l'auteur a, sinon créée, du moins fondée à 
nouveau, développée dans un enchaînement rigoureux et exposée 
dans un ordre systématique. D'une part, la Logique des relations 
est définitivement constituée sous ht forme d'une Science mathé­
matique, et dotée d'une métliode purement analytique. D'autre 
part, l'Algèbre des relations rejoint et enveloppe les branches 
proprement logiques des Mathématiques (théories des ensembles, 
des substitutions, des fonctions). Elle comble donc la lacune qui 
existait entre la Logique et la Mathématique; elle retrouve et 
justifie les fondements logiques de celle-ci, et elle en fait une 
branche ou un prolongement de la Logique elle-même. Elle rat­
tache les principes propres des Mathématiques aux lois générales 
de la pensée, cl contribue ainsi à réaliser l'uni.é philosophique de 
la Science. Louis COUTUIUT. 

M K LA NUES-

REMARQUE SUR LA SÉRIE DE FOURIER: 

PAU M. LKLICH. 

i . S o i t / ( # ) une fonction finie et intégrable dans l'intervalle de 
zéro à un, et développable par la série de Fouricr 

00 

( i ) / ( # ) = - <*o-H^.(rty cosav*r7i-i- 6V sin avarie). 
Vr-zl 

En introduisant les quantités aw et b„ avec des indices négatifs 
par les équations </_v=</v, ft_v=—6V, & 0 = o , celte formule 
pourra s'écrire comme il suit 

n 

( i * ) / ( a - ) - = l i m V rve'v*-*/, où cv-=- a%'~f\l. 

Il n'en résulte pas (pie ce résultat puisse s'écrire de la manière 
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stiivanl<» : 

car l'existence de cette série implique la convergence des deux 
suivantes : 

0 — m 

la partie réelle de la première revient, à une constante prés, à la 
moitié de la série ( i) , mais elle présente aussi une partie imagi­
naire 

00 

(3) ~ ^ ( a v sin^vriT — Ù^C.US9^XTZ) 

qui est étrangère à la série de Fotiricr et dont il n'est jamais 
question dans les recherches de la convergence de la série ( i ) . 

La série (a) , dont les coefficients sont donnés par la formule 

(4) r v = f f(z)e-*™t<te. 

est donc une chose de nouveau, différente de la série* de Fourier, 
et ou peut l'appeler la série de Laurent relative à des fonctions 
d'une variable réelle. Nous verrons que l'existence de la série de 
Laurent impose à la fonction f{x) des conditions plus spéciales 
que celle de la série de Fourier, de sorte (pie, logiquement, il faut 
admettre l'existence de fonctions développables par la série de 
Fourier et non plus par la série de Laurent; il serait du plus haut 
intérêt de posséder des exemples de telles fonctions. Mais si la 
série de Laurent converge, ses parties imaginaires se détruisent, 
et elle devient égale à la série de Fourier. 

Pour établir la convergence de la série (a) , dont les coefficients 
sont donnés par la formule (4), il suffit d'établir la convergence 
de la série suivante : 

ce 

V CVCÎVJ™', 
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car, à une constante près, le reste est une quantité conjuguée de 
celle-ci. 

Considérons à cet effet l'expression 

n 

on trouve 

I „ i /"' , , . *in(o.n -+-i)(z — x)r.-+-sin(z — X)T. , 

" = * J / U ) sJn~(z-x)T. d s 

l i f s / ,cos('.>.n-hi)(z — X)TZ — cos(z — X)K , 
[ •+-;,/0 - l ( 5 ) . .„(.--*)- . ^ 

La limite de la partie réelle du second membre pour n infini a 
été l'objet de recberebes importantes, mais à notre connaissance 
l'étude de la partie imaginaire n'a pas été abordée jusqu'ici. 

Je veux d'abord établir que cette partie imaginaire n'aura une 
limite que lorsque la f onc t i on /^ ) sera continue au p o i n t s . Soit, 
en effet, # = c une quantité contenue entre zéro et un, et prenons 
pourf(,s)la valeur zéro, lorsque o < z<t\ et la valeur un lorsque 

C < ^ < < Ï . Alors l'intégrale qui multiplie - dans notre formule 

deviendra 

./• 
1 COS ( ' í « 4 - l ) þ - - € ) Ҡ — COS ( .3 — C ) Ҡ , 

SÌÏÏ(Z — c)ҡ 

f 
1 c o s ( a n -+- Í)ZT: ™ CQSZK 

SÍI I^T: 
ttz 

et l'identité facile à vérifier 

n 
cos (a / i H- I )CT: — COS^ÏIX V ^ . 

i .J.—„ _-.— ,À y smivzr. 
S l l l v Û J^i 

V=rl 
d o n n e 

« 
r( cos('.in-h \)Z7z — COS^T: , ___ v i cosavaTc — i 

J sins-sr Aà v -
v ~ i 

quantité qui, pour n = oo, tend vers moins infini. 
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2, Posons maintenant, pour abréger le langage, 

(6) 
J Г - Д I<-> s i „ ( , _ , ) - rf-

Ѓ IÎ .— ÇX f( \ _ _ _ _ _ _ _ ľ _ ) ( J — Ï Г ) Ъ — COS-fД"---Г)7Г , 

et commençons par évaluer ces intégrales dans le cas de f (# ) = i . 
Dans ce cas la formule (:>.) subsiste, car on a c 0 = i> cv = o pour 
v ^ o , et en séparant dans la formule (5r/) les parties réelles des 
parties imaginaires, il s'ensuit 

C s i n ( 2 / i - 4 - i ) ( 3 — 3 7 ) T C - + - s i n ( s — T)TZ , 

, / 0 s i n ( 5 — a r ) i t 

f
1 cos('în-±-\)(z—r)7t — c o s ( . s — , ) r , 

L . „ • ... dz r - O, 
s m ( 3 - ~ x)r. 

d'où Ton a 

<G«) 

(<>*) 

( f1 s ' n ( a / < -+-1)(5-~X)-- , __ 
\ , / 0 s i n ( ^ — , ) 7 r ' - — > 

I /* 1 cos('?.n~h\)(z — T)TZ — cas(z ~~ X)TZ . 

J 0 s i n ( 5 — ^ ) 7 : 

Ecrivons maintenant les formules (6) sous la forme 

T= C~x/{x + S)!™!£ï± I>_5 ,,-, 
J_ ,. SII15 7C 

ÎT C """'*\r/ v COS ( 2 rt-4-l)-S TT — COS 3 7C . 
U = / / ( . z -4- 3 ) .- ' dz, 

J . * SinS7T 

posons f(x -+- 3) — f (x) — o(z) et employons les formules (6 r t); 
il vient 

(7) T « T + / ( * • ) , U = Û , 

en posant pour abréger 

^r C ~l 1 \ s i n ( a / i -4- i)-.7t , 
T = / 0 ( 5 ) W - - - - - — d z , 

^Г7') { " ''' 
cos (.г /t -4-!) з тг — c o s .3 ҡ 

= / <?(-J) .-'- dz. 
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Si la fonction f(z) était continue au point .r, la fonction o(z) 
sera continue au [>oint z = o et y aura la valeur nulle. 

J'écrirai maintenant w au lieu de 2/1 + 1, et je ferai usage de la 
circonstance que l'on a 

SUI^T: ztz v f 

en désignant par %l(z) une fonction qui reste finie et continue 
* dans chaque intervalle de la forme (— 1 + e. • , 1 — e); on a évi­

demment 

U - = / ? ( ~ ) ; dz+ I o(z) : dz 
J_v * sm.37: J_ T sin^Ti 

/• i""*r , . COSU'-3 7C — I , /•«—«• 
-s / îp( 5) ,/j-f. / Q(z)(cosa>zn — \)P(z)dz 

r 1 "* ' , — COSS7T , 
<f(*) — . ^ d-3, 

-._<r s»1-37* 

de sorte que nos équations (7*) deviennent 

r i — .r • - 1 — a' 

, . StnfV'5 7t . C / ^ - . / x • J 
o ( ~ ) dz-\~ I Q(z)p(z)sinivzxdz, 

-^». ' ' zr* «/_.r 

(7*) l u ^ / * 1 \(*)—-Z^dz+fî Xff(z)(±-cotz7z)d3 

f *+" / ç(-3)JJ(.5)COSfï>.S7r££j. 

Pour trouver les limites de ces expressions pour w infini, nous 
allons considérer d'abord les quantités 

,ov v Ca f xshi«>«7t . v /*" , .coswsT.— 1 , (8) X - = / o(z) dz, \ = / 0 ( 5 ) dz, 
«'0 M JQ 

sous l'hypothèse de o <[ rt < 1 et que o(z) soit finie et intégrable 
entre zéro et a, et que l'on ait l im^(^ )= :o ; en même temps nous 

nous libérons de l'hypothèse que tv soit de la forme particulière 
sn + 1, en admettant que w tende vers l'infini j>ositif d'une ma­
nière quelconque. 
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Apres avoir mis ces intégrales sous la forme 

<*> x - f , ( £ ) -^ * . Y-/~.(±)-=?=-*. 

je représenterai par n un entier positif tel que la différence 

a\v — n — ~ soit positive cl inférieure à une limite constante, puis 

par m un entier positif fixe. En observant que les intégrales 

/;<&*?«• r •(-)""*• 

tendent vers zéro pour w infini, il s'ensuit que l'on pourra rem­
placer les quantités X. et Y par les suivantes : 

1 

(8 > *«ŒJL * ( - ) — * • W , H - ) — r — * • 
*—, 

et en posant 

<-> --/".Vs) -v1*-
et puis 

'-/"'(-)?<'<•>*• 
U» 

où T signifie une constante positive, il est clair que la quantité Y0 

aura la même limite que la quantité 

(80 Y,= Z~~L 

L'intégrale Z pouvant s'écrire 

(8«") 
- - / % ( - ^ % > 
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on peut la mettre sous la forme 

A cause de la convergence absolue de l'intégrale 

X s ( ; ^ 

et à cause de l'hypothèse limo( ~) = o pour <v= oo, on aura 

«üи.3 7: r 

cl l'intégrale Z pourra elre remplacée par la suivante : 

qui donne 

,„ x1 + ^r[? ( - , ; ) -? ( i^)]^„, 
cette intégrale a évidemment la même limite pour <v infini que la 
suivante : 

( У ) A-r[»(.)-f(.+ i ) ] ^ - * . 

Dans beaucoup de cas on peut conclure de l'une ou l'autre des 
deux formules (9) et (9") que Ton a 

lim (X--+- Z t ) = o. 

Supposons, par exemple, que la fonction o(/) soit continue 
entre xéro et a inclusivement les limites, et représentons par 

Atp(/) la quantité ? ( ' H ~ ) — ' f ( 0 î l'intégrale (9) sera infé-



MÉLANGES. 109 

ricure en valeur absolue à la quantité 

Ґ\ 4 /*\H-« м 7ř 

/ Д o ( ~~ : 0 І 0 £ — • 
/ I * \ t г / .3 Ш 

supposé que o représente le maximum de | A'.p(/)|. 

Or, puisque lim ~ = i , on aura 

h m 0 loir — = o, 
u». * m 

si la différence A:p(/) remplit la condition 

lim Acp(/) logif = o, 
u> ~ » 

ou, ce qui est la même chose, 

lim [Ao( / ) logA/| = 0 . 
A/ - 0 

Observons que la convergence de la série de Fourier exige que 

Ton ait 
lim X- = o, 

u » - <*> 

et si l'intégrale (9 ) doit tendre vers zéro, on devrait donc avoir 

en même temps 
lim Zi =. o, 

W — <*> 

et la quantité Y, ne pourrait avoir une limite déterminée que si 

l'intégrale J, donnée par la formule ( 8 f / ) , tend vers une limite 

finie. Or l'existence de la limite 

Гa dz 
lim / o ( д ) - -

1V- * J r * z 

suppose que la fonction •-— soit intégrable à partir du point z = o. 

Cette circonstance vérifie ce que nous avons annoncé, à savoir 

que la convergence de la série de Fourier a lieu sous beaucoup 

moins de restrictions que celle de la série de Laurent. 

Supposons maintenant que l'intégrale 

(10) / ъ(z) r (<ť<a) 
Гď dz 

•Jo "* 
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soit finie et déterminée, et revenons sur les intégrales X t et Z. 
En employant l'identité 

f -2 f 
*'m ^ ^ •> v 

et en changeant, dans le terme général du deuxième membre, 
.senv + 5, il vient, d'après (8Ô), 

xzт.dz 

*m 

W JkJi Z -H A {i. IP jmi 

J « - 1 

X , « f sin*irrf* V ( ~ i ) v 
V rr »f 

ce que l'on peut écrire 

Xi =- / sin 
•A 

^ < Î X < Í І 
2 ^ ^ ~ 2 

Ч ~ Л JJL — l 

Chacune des deux sommes dont se compose la parenthèse est la 
valeur approximative de l'intégrale 

d'où il suit que Ton a 

I i m X i = o pour «>=oo. 

On prouve de la même manière que limZ = o et que, par con­
séquent, 

limY, = — f <p(s)~ 
« o ** 

En changeant, dans ce qui précède, o(z) en £?(:;) I'(^)? on 
voit tout de suite que l'on a 

l i m / <ç(z) lp(z) sin wzitdz ~ o, 

lim I Q(5)P(5)cosii'^T:rf-3 =s o. 
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et les équations (jb) nous fourniront les résultats 

l i m T = o , limU = — / o(z)—~h I o(z) ( — cotzrAdz, 
t / - , . r ' ~~ J^j ' \zn / 

ou bien 

lim U =— l <p(-3)cotr:w/.;, 

où Von a introduit l'hypothèse qu'aussi la fonction l i — ^ soit 

inlégrable à partir du point z = o. 
On a. par conséquent, d'après les formules (G) et (7), 

/ s v Cl s, Nsin(-2/i - f - i ) (5 — :r)7r -
( U ) ,!''".,( / ( i ) S^7=¥Jr *3 "/<*>• 

[ .. CX r, xcos(?. / i -H i ) ( 5 — - . r ) r —* eos(5 — .r)it 
l h m / / (-3) .-— dz 

« = - / o 8111(5-ar)ic 
0 2 ) j 1 

= — / * r / ( 5 ) - / ( - r ) l c o l ( 5 - a r ) i r r f 5 . 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Soit f(z) une fonction finie et intêgrable dans l'intervalle 
(o, . . . , 1), et supposons que dans certains points x cette fonc­
tion soit continue de telle mesure que les deux fonctions 

f(x+t) - / ( a ? ) f(r — t)—f(r) 
1 i—•—* y-— 

soient intègrables à partir de la valeur de / = o; alors, en 
posant 

cvr= / f(s)e-*vzrJdzf-
0 

la série 

V cvc*v*itf {o<X<\) 

V = — » 

correspondant à ces valeurs-là de x sera convergente et aura 
pour somme f{x), et la série 

00 

2 cv csv-r7"'> 
v=o 
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qui nfen contient que la moitié de termes, aura pour valeur 
V expression 

\e*+rJW-\$' [f(*)-f(x)]cot(z-x)*dz. 

Ce tbéorèmc subsiste aussi pour ^ = 0, si les deux quantités 
/ ( o ) c t / ( i ) sont égales, et si les deux fonctions 

f(t)—f(o) f{i-t)—flo) 
t ' t 

sont intégrables à partir de t = o. On peut l'employer pour mettre 
certaines séries sous forme d'intégrales définies. 
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