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102 PREMIERE PARTIE,

Science nouvelle que I'auteur a, sinon créée, du moins fondée a
nouveau, développée dans un enchainement rigoureux et exposée
dans un ordre systématique. D’une part, la Logique des relations
est définitivement constituée sous la forme d'une Science mathé-
malique, et dotée d’une méthode purement analytique. D’autre
part, PAlgébre des relations rejoint et enveloppe les branches
proprement logiques des Mathématiques (théories des ensembles,
des substitutions, des fonctions). Elle comble donc la lacune qui
existait entre la Logique et la Mathématique; elle retrouve et
justific les fondements logiques de celle-ci, et elle en fait une
branche ou un prolongement de la Logique elle-méme. Llle rat-
tache les principes propres des Mathématiques aux lois générales
de la pensée, ct contribue ainsi & véaliser Punité philosophique de
la Science. Louis CouTunar.

MELANGES.

REMARQUE SUR LA SERIE DE FOURIER:
Par M. LERCH.

1. Soit f(2) une fonction finie et intégrable dans Pintervalle de
zéro & un, ct développable par la série de Fourier
w0

. 1 N\ .
) S(x)= ;au—lf—Z(av cos2vxrw + by sin2varw).

v==1

En introduisant les quantités ay ct by avee des indices négatifls
par les ¢quations a¢_y=u«,, b_y=— by, by= o0, ccute formule
pourra s’écrire comme il suit

n

ay,— byt
e,

N Y :
(1) flay=lim D eem o o= DT
n==oo 2

V=—n

1l v’en résulte pas que ce résultat puisse s’éerire de la maniére
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suivante :

.
W s
('—’4’ f(.l‘) == S cveiv.l'nl_ (o <.1' <’);
ol N
Vo —
car P'existence de cette série implique la convergence des deux

.

suivanles :

®

—1
E Cy CWXTL ? Cy evxmi ;
—

]

la partic véelle de la premicre revient, & une constante prés, i la
moiti¢ de la série (1), mais elle présente aussi une parlic imagi-
naire

o
i .
(3) 5 E (aysinavrm — b, cosavarr)
°

qui est étrangére A la séric de Fourier et dont il w'est jamais
question dans les recherches de la convergence de la série (1).
La série (2), dontles coeflficients sont donnés par la formule

1
(45 cy = f J(3)e-vinlds,
o

est done une chose de nouveau, différente de la série de IFourier,
ct on peut appeler la série de Laurent velative a des fonctions
d’unc variable véelle. Nous verrons que Pexistence de la séric de
Laurent impose i la fonction f(z) des conditions plus spéciales
que celle de la série de Fourier, de sorte que, logiquement, il faut
admeltre Pexistence de fonctions développables par la série de
Fourier et non plus par la série de Laurent; il scrait du plus haut
intérét de posséder des exemples de telles fonctions. Mais si la
série de Laurent converge, ses parties imaginaires sc détruisent,
ct clle devient égale a la série de Fourier.

Pour établir 1a convergence de la série (2), dont les coefficients
sont donnés par la formule (4), il suffit d’établir la convergence
de la série suivante :

»

~
Z cye? I.l“l!i’

L]
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car, & unc constante prés, le reste est une quantité conjuguée de
celle-ci.

Considérons & cet effet 'expression

n
( ")) s" —_ cy e!‘l.t‘nl’
[}

=z

on trouve

! sin(2n +1)(s —2)n +sin(s — )=«
S,=- 3 3
" 'z.,/o J(3) sin(s — )=« d
(5%) 1
i cos(on+1) (s —z)t—cos(s —2)% ,_
( o+ ;.,[ J(2) sin(z —z)=w ds.

La limite de la partie réelle du second membre pour 7 infini a
été l'objet de recherches importantes, mais & notre connaissance
Iétude de la partic imaginaire n’a pas é1é abordée jusqu’ici.

Je veux d’abord établir que cette partic imaginaire n’aura une
limite qque lorsque la fonction f(5) sera continue au point 2. Soit,
en clfet, z = ¢ unce quantiu’: contenue entre zéro et un, ct prenons
pour f(z)la valeur zéro, lorsque o << s <C ¢, etlavaleur un lorsque

., . T
¢ <5< 1. Alors P'intégrale qui multiplic - dans notre formule
deviendra

/" cos(an +1)(5--¢)r —cos(s—c)7w

: ds
g sin(s—c¢)w
. /‘“" cos(2n +1)5% — COSST ds
Jo sins®
ct I'identité facile & vérifier
n
co$(27 +1)3T— COSIT Z .
: =-—2 Y sin2vs®
sinzmw

v=1
donne

n
*cos(an F1)s57T— oSS T cosa2vaw—1
- ds = —_—
A sins® i vr

quantité qui, pour 2 = o, tend vers moins infini.



MELANGES. 105

2. Posons maintenant, pour abréger le langage,

1 . .
T — [‘ f(:)s’n(')'.'t+’)("_r)nd:,
<o

sin(s—ux)=w

(6)

: s
sin(s —x)w “s

' U /.lf(z)cos(zn + 1) (5 —2)n—cos(3—r)m
o

et commencons par ¢valuer ces intégrales dans le cas de f(x)=1.
Dans ce cas la formule (2) subsiste, car on a ¢y=1, ¢,= 0 pour
vZo, ct en séparant dans la formule (59) les parties réelles des
parties imaginaires, il s’ensuit

sm(.,-——.r)-r

/‘ sm(')n—f—x)(..----:I')T'-f-Sl"(v'~ 7‘)"' ds = »

bl ]

ds=o0
sin(zs—z)® T

/" cos(2n+1)(3—T)r—Cos(5— )T
0
d’ott 'on a
1

sin(2n +1)(s—a)n ,
/ sin(s —a)m dz =1,

0
/‘l (‘05(')n-—r-l)(~—.'r)r—(‘m(..w.r)
o T sin(s—a)x

— e dz = 0.

|
(67) ?

‘crivons maintenant les formules (6) sous la forme

11— 3z
T::f Sz +3 )Gm()n’”!) T s

SINJST

(67)

1—r
cos(2n 41)3w—Ccos3T
U:/‘ S(x~+3) ( ,.)-_-" “ds,
g sinzm

posons f(x + 3) — f(x)=1¢(3) et employons les formules (62);
il vient

() T=T+f(z), U=T,

en posant pour abréger

= t=r sin(2n +1)3%
T= [ o(5) ——— 22" ds,
L2

o sinz =
(7%) )
—_—
— cos(2n 4+ 1)37 ~— COS3I T
U=[ w(3) 13 = ds.
' SIS w
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Si la fonction f(5) était continue au point x, la fonction 2 (3)
sera continue au point 3==o0 ct y aura la valeur nulle.

J'écrirai maintenant w au licu de 27+ 1, et je ferai usage de la
circonstance (ue l'on a

= ),

sinst sw

en désignant par () unc fonction qui reste finic ct continue
" dans chaque intervalle de la forme (—1+4¢...1—¢); on a évi-
demment

— 1= COSWET — [ t=r l—rm =
U= [ 0(5) ———o (l~+f —_—ds
-

J_ v Sinsw Sll’la‘ﬂ

{—x , . {—ur
-f ¢ (s )cosuz-r Y ds+ f w(3)(coswan —1)P(3)ds
— .

1—a .
-+ [ ?(:.):Cfifo—r:(l:,

e sinsw

de sorte que nos équations (7¢) devienncnt

]

1—.r )~
_—.f o(s )"""“7t t,+f o(2) P(3) sinws= ds,

1—ar {—ur
b G o COSWET —1 1 . .
(70) (U= /‘ ¢(3) — - ds + [_r 9(..)(——51_: cotu:)d..

e ~

t—r
- (3)P(s)coswsnds.
| Los

Pour trouver les limites de ces expressions pour s infini, nous
allons considérer d’abord les quantités

a . o a
(8) X—.:.-[ ?(:)5_‘“_"‘_’__‘:({:, Y—..:f

0 vo

COSWIT—1
—_——ds,

-G

(2) .
sous l’hypollu‘se de o<l a <1 et que ¢(s) soit finie et intégrable
entre zéro ct a, ct que 'on ait lum ®(5)=0; en méme temps nous

nous libérons de I'hypothése quc w soit de la forme particuli¢re
2n 1, en admettant que v Leade vers U'infini positif d’une ma-
ni¢re quelconque.
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Aprés avoir mis ces intégrales sous Ja forme

. W s z\sinsz . W rz\cossm—1
(84) Xz/‘ ?<;;) ~ ds, \=[ c?(‘.;T)—-——;-——-—d.,,

L) /o

je représenterai par n un entier positif tel que la différence

1 . .. e, . . .. L.
aw —n — 2 soit positive cl in{¢érieurc & une limite constante, pus
par m un entier positif fixe. En observant que les intégrales

" 3\ sinzw e sinsw
= 2 ds © (-—- ~ds
[ CP(w) s ! [ : \u’> !

L) /n

1
m-— -
1 (2 cossm—1 “w (‘ﬂ'i..ﬂ-—l
—ds, ds
0 (V o "’

Il+-

tendent vers zéro pour w infini, il s’ensuil que I'on pourra rem-
placer les quantités X et Y par les suivantes :

sinsw "+; s\ cossm—1
(8%) \,——/ ( ) I““-' 3, Y"=[ ‘P(’:> 0s=T ds,
w z . . w F
”n - -
2
et en posant
n+; } ;
(8¢) Z=[ ?(:) cns.».r.d:’
. . w 3
m-e-2
et puis
“worz\ ds @ ds
(84) =/ ;,(-_) dz :f o() S,
o (45 & ” <~
w

ol r signific unc conslante positive, il est clair que la quantité Y,
aura la méme limite que la quantité

(86) Y1=Z——~I.

L'intégrale Z pouvant s'écrire

" i+ ; ‘“\ T
(8(") L ==— c?( - ."_([“’

S =
2
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on peut la mettre sous la forme

\
1

1
, —k; sinsw '—; sins®
7 =— G\ —— l..+ d..
Ww

“m

[3]

A cause de la convergence absolue de l'inlégrale

® sinsw
—_ T ds
“m 3 (- 1

3+ -

et & cause de Phypothése limeo (;;) = 0 pour (==, on aura

"o, R
54— .
. P Sin3w
lim o " ds = o,
* W
1 (:. -+ ~>
¢ n h 2

ct U'intégrale Z pourra étre remplacée par la suivante :

Lant

Loy ( ) fﬂ.’_ﬁf
(144

g Ill

qui donne

n g 3 N\
3 3 i sinsw
q X2, = of - —~w(~ - — ) | —— ds;
(9) ! ! \/m l_‘ (u'> Ao 7 aw PR

cette intégrale a évidemment la méme limite pour «w infini que la
suivante :

(99) A= f [?(:)—?<; + ;-'"—>] “—”-":-i’ ds.

0
Dans beaucoup de cas on peut conclure de 'unc ou l'autre des

deux formules (9) et (9%) que 'on a

lim (X4 +Z)) =o.

Ww—=n

Supposons, par exemple, que la fonction ©(¢) soil continue
entre zéro el « iuclusivemcnt les limites, et représentons par

Az(¢) la quantité » e ;‘—) — 2(¢); Vintégrale (9) sera infé-
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rieure en valeur absolue & la quantité

" s\|ds, 5, n
Ao —)|—=s6log—,
“\w/|s m

«m
supposé que o représente le maximum de | Av(L)].

O . . I- n . .
ry puisque tim ;; =1, on aura

N n
lim ¢log — = o,
Ww. » nt

si la différence A (¢) remplit la condition

lim Az (¢)logw = o,
w-ox

ou, cc qui est la méme chose,

lim [Ao(Z)logdr] =o.
At -0

Observons que la convergence de la série de Fourier exige que
I'on ait :
lim X;=o,
Ww. o
ct si intégrale (9) doit tendre vers zéro, on devrait done avoir

en méme temps
lim Z, = o,

W w
et la quantité Y, ne pourrait avoir une limite déterminée que si
Vintégrale J, donnée par la formule (8¢), tend vers une limite
finic. Or l'existence de la limite

[
. ds
lim 0(s)—-
w= o/, ¢ s

w

suppose que la fonction #02) soit intégrable a partir du point z =o.

Cette circonstance vérifie ce que nous avons annoncé, i savoir
que la convergence dc la séric de Fourier a licu sous heaucoup
moins de restrictions que celle de la série de Laurent.

Supposons maintenant que U'intégrale

a' -
(10) f (s)d'—" (a'Sa)
o 3

-G
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soit finie et déterminée, et revenons sur les intégrales X, et Z.
En employant I'identité

ct en changeant, dans le terme général 'du deuxiéme membre,
zenv+ 3, il vient, d'aprés (8°),

n—1 < -l—‘l)
X,::/'sm..r(l.‘Z(—-l)V parr
o

=m

ce que 'on peut écrive

S s4op—1\
o o ——
%\ ' w f 25 ) w

S+op—1
”m —_——

w —<p/ l W

1
. . 1
k|=[51nztd5 —
<0

w 3 2L W
n -
w<

|3
A
nix

Chacune des deux sommes dont sc compose la parenthése est la
valeur approximative de l'intégrale

L) g,

20, 3

d’ott il suit que I'on a

limX;=o0 pour W =0,

On prouve de la méme maniére que limZ = o ct que, par con-
séquent,
n
. ds
hmY.:——[ 9(3) —-
LN ] e
En changeant, dans ce qui précdde, 9(z) en 33(35) (s), on
voit tout de suite que l'on a
{-x

lim 9(3)¥P(s) sinwsnds =o,

vy

t—
lim [ o(3)P(3)coswsnds =o,

[



MELANGES. . 1t

ct les équations (7%) nous fourniront les résultats

— . f—u ds {—ur '
limT =o, limU :—[ %(3)—= + f o(3) (:~ — cul::-.:)d:,
v Lt

~ i -~ i
ou bien

- {t—x
limU:—f 9(3)cotamds,
-

—3)

ot 'on a introduit Phypothése qu’aussi la fonction 2! soit

1}

intégrable & partir du point 5=o.
On a, par conséquent, d'apres les formules (6) et (7),

1 an( -
(1) lim [ f(z)’l“(“,_*—')(“_r)ﬂd: =f(x),

nwo o Jy sin(z—a)=

!

\ . /,lf(z)cns(').n+ N(s—r)r —cos(s—r)n ds

n=wJy sin(s—a)w

(12) . .
( =—/ [/(3)—f(x)]cot(s--x)mds.
0

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Soit f(3) une fonction finic et intégrable dans l'intervalle
(0y « ey 1), et supposons que dans certains points x cetle fonc-
tion soit continue de telle mesure que les deux fonctions

f(x—i—l)—-f(.r)’ J(r—=t)—[flr)
¢ ;

soient intégrables & partir de la valeur de t = o; alors, en
posant
1
cy= [ J(3)etvirids,
0

la série

®

N
z cy el (o< x<<)

V=—wm

correspondant & ces valeurs-la de x sera convergente et aura
pour somme f(x), et la série

»
Cy c?VZ“KI‘

V=0
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qui n’en contient que la moitié de termes, aura pour valeur
Uexpression

LT f(w)-—~f[f( ) —f(@)] cot(s — z)m d.
Ce théoréme subsiste aussi pour z = o, si les deux quantités

JS(0) et f(1) sont égales, et si les deux fonctions

- SO =f(0)  fu—1)—F(0)
t t

sont intégrables & partir de ¢ = o. On peut 'employer pour mettre
certaines séries sous forme d’ intégrales définies.
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