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1V.

Bemerkung iber die Theorie der Gauss'schen
Summen,

Von M. Larch.

Yorgelegt am 9. Jonuar 1908.

Es bedeuten @, 4, g drei beliebige ganze Zahlen, von dcnen
jedoch @ von Null verschieden sein soll, und man betrachte die
Summe

12p] -1 uldl +19,1[

) D (9) A, !') -9 e © ;

es lasst sich bei ihr eine Analogie mit der Thetarsihe

(= =]

~ (220 - 2nw)ai

erwarten, und diese Erwartung bestiitigt sich durch die Existenz der
Bezichungen

d
— ot

2) D (e+2)=? (¢), P (¢ 20)=e ” D ().

Durch diese Analogie mit elliptischen Transcendenten gewinnt
die arithmetische F'unktion @ (g, 4, ) an Intercsse, zumal da sie fiir
¢ =0 in die gewdhnlichen Gauss'schen Summen ilbergeht. Auns dem
Grunde glaube ich die nachfolgenden Betrachtungen, welche beweisen,
dass sich die Funktion @ von eigentlichen Gauss'schen Summen nur
unwesentlich unterscheidet, der Oeffontlichkeit tibergeben zu diirfen.

$itzb. d. kan. bdhm. Ges. d. Wiss. Il Classe. 1



2 1V. M. Lerch:
Aus der zweiten der Gleichungen (2) folgert man die etwas
aligemeinere

Pl
" iy (2} p2)
(2 D(¢+261) =e @ (o),

und in dieser Gleichung nehmen wir der Reihe nach =0, 1, 2,...
|2¢| — 1, und addieren die Resultate, Es kommt

|2l =1 _Midpe 12l 1
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oder mit Rilcksicht auf unsere Bezeichnung
(@) D(.4p) Ple.d—p
112.-I—1 a®k + ay "2[l|—1 Baphal’
= e & e n
4 a=0 =0

Auf der rechten Seite verschwindet die innere Summe immer
dann, wenn al durch g nicht teilbar ist; um die ibrigen Fiille zu
erledigen, werde mit & der grosste gemeinsame Teiler von 4 und g
bezeichnet, ferner werde 4 ==d1‘ u —du’ yesetzt. Ks hat dann die
innere Summe einen von Null verschiedeney Wert, u. zw. | 2 |,
wenn « durch p’ teilbar ist, also filr

e=x|p'|, (#=0,1,2,...2d —1).

Nur diese Werte « in der Doppelsumme sind also zu beriick-
sichtigen, und macht man darin von der Schreibweise e« =1x | p’ |
Gebrauch, so wird die rechte Seite von (z) den Wert
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Yorzeichen von p angedeutet wird.

.Ich setze nun ¢ sgn. g = ¢‘ und beachte dass, der Ausdruck (b)
auch so geschrieben werden kann

haben, wobei in dblicher Weise mit sign. ¢ die Grosse oder das

-I—l 9 ‘ l:’,c.’
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n=0



Bemerkung tiber die Theorie der Gauss’schen Summen. 3

Er verschwindet also mit Ausnahwe des Falles, wo (%‘— + A p ’

eine gerade ganze Zahl ist, wo alsdann auch %—!— A’ p’ eine solche
Zahl wird.

Man hat daher zandchst das Resultat, dﬁss, wenn d den grissten
gemeinsamen Teiler von 4 und p bedeutet, immer

3) @ (o, 4 u)=0, sobald ¢} ig_ inkongruent Null (mod. 20)

ist.

Ist andernfalls ¢ durch J teilbar und %-I—A‘y.' gerade, so wird

der Ausdruck (b)) den Wert | ¢ | 6 =| p* | d* bhaben, und die
Formel («) lautet daun

Q((), "v “) ¢(0 Aa'_l‘)=|”‘|dr'

Nun sind alle drei Zahlem ¢, 4, g durch J teilbar und die
Identitit
@ (0,4 p):d@(%'%-p% :
welche aus der Definizion unmittelbar folgt, zeigt, dass wir an

Allgemeinheit nichts verlieren, wenn wir d =1 voraussetzen. Wir
haben daher das Resultat:

»Wenn der grosste gemeinsame Teiler der Zahlen 4 und p
nicht zu gleicher Zeit in ¢ aufgeht, 8o ist @ (p, 4, p) =0. 8ind
aber A4 und p relativ prim, so ist

— t+n
(4) ¢(0. li ") ¢ (9 lu T l") = ﬂ'2—l)e—'—|y-= .

Die linkc Secite ist aber die Norm der complexen Grisse @
(e, 4, #) im gewdhnlichen Sinbe, und man sieht daher, dass der
absolute Betrag @ (g, 4, p) gleich VI ist, wenn er nmicht ver-

schwindet.
1‘
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Bei getrebenen teilerfremden 4, g hat ¢ vollkommen Dbestimmte
Paritiit, da ‘¢ = Ag (mod. 2) sein soll; die Fuuktion @ (g, 4, ¢) wird
also, wenn sie von Null verschieden ist, auf die speuielle Grdsse
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gurfickgefihrt, aus der sich dann vermdge der Relazion (2°) alle
tbrigen Werte ergeben.
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