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568 M. Lerca.

Uber die arithmetische Gleichung Cl(—A)=1.

Von
M. LercH in Freiburg (Schweiz).

Wir betrachten die quadratischen Formen az?4dzy + cy?=(q, b, ¢),
m welchen der mittlere Koeffizient b nicht notwendig gerade zu sein
braucht¥*). An Stelle der Gaufischen Determinante tritt dann die Dis-
kriminaute D = b* — 4ac; wir bemerken, daB die GauBschen Formen der
Determinante % npichts anderes sind als die Kroneckerschen Formen mit
der Diskriminante 4n.

Wir bezeichnen im folgenden mit Cl(— A) die Anzahl der positiven
und primitiven Klassen der quadratischen Formen der negativen Diskrimi-
nante — A; letztere kann immer in der Form — A,Q® vorausgesetzt
werden, wobel @ eine positive ganze Zahl und — A, die der — A ent-
sprechende Fundamental- (oder Stamm-) Diskriminante bezeichnet, iiber
deren Definition man die zitierten Arbeiten nachsehen kann.

Die bekannte Relation
(1) C-a¢) -] (1-(E7) ) Cu-ay)

gestattet dann die Bestimmung der Klassenzahl auf den Fall einer Funda-
mentaldiskriminante zuriickzufihren; darin bedeutet in @blicher Weise 7,
die Zahl 2, wenn A, >4, dagegen ist 7, =4 fir Ay=4 und 7, =06
fir A, = 3.

Man iiberzeugt sich leicht, daB den Diskriminanten — A fir A =3,
4,1, 8, 11, 19, 43, 67, 163 nur eine Klasse entspricht; ob dadurch die

*) Diese iltere Gestalt der quadratischen Formen bietet gegeniiber der von
GauB und Dirichlet bebandelten azx?-} 2bzy + cy® gewisse Vorzige; die Modi-
fikationen, welche alsdann in den Dirichletschen Resultaten einzutreten haben, finden
sich in den Arbeiten Kroneckers (Berliner Sitzungsberichte, 1885, p. 768 u. ff.) und des
Herrn H. Weber (Gottinger Nachrichten, 1893). Als Kommentar der Kroneckerschen
Arbeiten ist iberdies ein Werk des Herrn de Séguier (formes quadratiques et multi-
plication complexe; Berlin, F. L. Dames, 1894) zu nenpen.
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Gesamtheit der Diskriminanten, wofiir CI(—A)=1 ist, erschopft sei,
158t sich mit den uns zu Gebote stehenden Hiilfsmitteln kaum erledigen.
Deswegen verdient das neulich durch elementare Betrachtungen begriindete
Resultat des Herrn Ed. Landau (Math. Ann. Bd. 56, p. 671), nach
welchem die negativen GauBschen Dderminanten —1, —2, —3 —4, -1
die einzigen sind, denen die Klassenanzahl # =1 zukommt, ein besonderes
Interesse. Dasselbe liBt sich auch so formulieren, daf die Gleichumg
Cl(—4n) =1 nur die fiinf Losungen » =1, 2, 3, 4, 7 zuliBt, und kann
leicht mit Hiilfe der Relation (1) und mit Beniitzung der analytisch
leicht zu verifizierenden Tatsache, daB Cl(—A,) fiir zusammengesetzte
Fundamentaldiskriminanten auBer fir A, =4 und 8 immer gerade ist,
bewiesen werden. Das soll im folgenden gezeigt werden.

In der Gleichung (1) bezieht sich das Produkt auf der rechten Seite
auf alle verschiedenen Primfaktoren ¢ von @; wir setzen Q@ = ¢'-

sodaB also @ =1 sein muB, wenn ¢ durch kein Quadrat teilbar sein
soll; alsdann lautet die Gleichung (1) wie folgt

(1% CU— By = & I~ =) - =2y,
Ist nun zuniichst A, =4, also 7, =4, so wird
@) -4 -5 ¢ J] (- (F))

Fir ¢=3,5,7,--- ist immer g — (——q%) =>4, und daher wird die rechte

Seite von (2) immer die Einheit iibertreffen, wenn @ ‘eine ungerade Prim-
zahl enthilt; die hier einzig zuldssige Primzahl g = 2 ergibt aber

1 —4
3 )=
und es muB daher @ =1, @ =2 sein, wenn Cl(—4¢Q") den Wert Eins
haben soll. D. h.
ydie Gleichung Cl(—4 Q%) = 1 hat nur die zwei Losungen
Q=1 und Q=24
Es sei zweitens Aj = 3, also r,= 6; dann lautet die Gleichung (1%¥)
einfach

® 01(—3@7)%@'19](;1—(33))-

Ist eine der Primzahlen g gréBer als 3, so ist die rechte Seite immer
gerade und daher groBer als Eins; ferner ist g — ('——&—3) gleich 3 fiir ¢ =2
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sowie fiir ¢ = 3, und es kann daher, da ¢'=1 genommen werden mu8,
die Zahl @ nur die Werte 2 oder 3 haben, sodaB

ydie Gleichung Cl(—3@?%) =1 keine anderen Losungen

als @ =1, 2, 3 zuliBt“
Ist schlieBlich A, >4, also % =1, so kann die rechte Seite von (1%)
[

nur fir ¢@'=1 und fir primzahlige A, oder fir A,= 8 ungerade sein.
Ist zunichst Ay =8, so wird ¢ — (—qu) immer von Eins verschieden,

und daher Cl(—8@? =1 nur fiir @ = 1 stattfinden.

Ist aber A, eine Primzahl, so kann hochstens @ =g =2 dem Aus-

druck (1¥) den Wert Eins erteilen, und zwar nur wenn (Ai) =1,d h

wenn A, =T (mod. 8) ist. Nun ist in der Tat CI(—7) =1, also auch
Cl(—4-7) =1; dagegen fir Ay=8%k — 1, £ >2 hat man mindestens
zwel indquivalente reduzierte Formen der Diskriminante — A, =1 — 8%,
niamlich

(17 17 2k)7 (27 17 k)’
und daher wird nie Cl(— A,) den Wert Eins haben, falls
A, =8k—1>1.

Alles zusammengefaBit, hat die Gleichung Cl(— A) =1 die Ldsungen
A =4 8; 3,12 27; 8; 7,28; auller denselben besitzt sie nur primzahlige
Losungen und zwar von der Form A = 8k + 3; einige derselben sind
tatsiichlich bekannt, namlich A = 11, 19, 43, 67, 163, es bleibt jedoch
dahingestellt, ob es deren mehrere gibt.

Damit ist auch das Resultat des Herrn Landau bewiesen. Die von
ihm beniitzte Methode, weil sie auf die Gleichung Cl(—44,) = 3 zuriick-
kommt, versagt bei der Behandlung der Gleichung Cl(—A)=1 fiir
ungerade A; man kann nur schlieBen, daB in diesem Falle simtliche
Ausdriicke

A1
A; T’=p2 p+ 1'2) p+ 23))p+m(m+1)

A 1 X X .
(wenn m =|: % — ?:D Primzahlen sein miissen.



		webmaster@dml.cz
	2019-09-23T18:45:19+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




