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47 

Einige Keihenentwicklungen der unvollständigen 
Gammafunktion. 

Von Herrn M. Lerch in Freiburg (Schweiz). 

D a s Integral 

Ü) 
geht nach der Substitution 

w 
x = -

1 —z 
in das folgende 

(1.) Q(-a) = w—y1 ^ (1 - z)"-' dz 
0 

über. Ich benutze nun die Potenzentwicklung 

! (2.) e ' ^ ^ J V>(co)z', 

welche allerdings nur für \z\ < 1 konvergiert, und führe in der unendlichen 
Reihe 

(2 # . ) < f ^ ( 1 -zy~l = 1 Vr(ui)z>(\-z)a~x 

die Integration zwischen den Grenzen Noll und Eins gliedweise aus. Da 

/ V r 1 - ¿V-1 dz - rCy + 1)rC<0 ^ 

J } " /Xa + f + l ) ~ b ( « + 1)(« + 2 ) - . . ( « + 0 
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ist, so entsteht die folgende Darstellung der Funktion Q(— a, w): 

cc yf 
u>aQ(--a, co)= 2 VJio\—f—tt\7——7—i—r 

a ^ a(a + l ) _ f " a ( o + l ) ( a + 2 ) " t " " ' 

Wir setzen w als reell und positiv voraus, und bemerken, daß die eben aus-
einandergesetzte Methode verlangt, daß a in seinem reellen Teil positiv 
bleibt, eine Annahme, die wir festhalten, wollen. 

Bevor wir zur strengen Rechtfertigung des benutzten Verfahrens Uber-
gehen, wollen wir uns Uber die Natur und Bildungsweise der Koeffizienten 
Wr(co) unterrichten. 

Offenbar ist 

ferner 
r _JS_ dz 

2 M ¥ • " „ ( > ) = J e 
(<>) 

) 

wobei die Integration im positiven Sinne längs eines um den Nullpunkt in 
hinreichend kleiner Entfernung geführten Weges geschieht. 

Setzt man 

so entsteht 

( 4 . ) 2 niV, («>) = f e - - dx, 

wobei nun der geschlossene Integrationsweg den Punkt x = 1 einmal im 
positiveu Sinne umläuft. Dieses Integral hat aber den Wert 

t - . v 

und hieraus folgt 

oder 

(5.) 
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Wird die Differentiation rechts ausgeführt, so entsteht 

Um über das Verhalten von bei großem v Aufschluß zu erhalten, benutzen 
wir die Darstellung (4.), indem wir als Integrationsweg das Rechteck 
wählen, dessen vier Ecken den komplexen Zahlen ^ ± N i , M± Ni entsprechen; 
dabei bedeuten M und N zwei positive Größen, die wir nachher ins Un-
endliche wachsen lassen wollen. Das Integral kann wie folgt geschrieben 
werden 

fo-<»x( x V"1 dx 

J \ x - \ ) 0 - 1 ) " 

und wenn wir beachten, daß auf den Strecken 

( \ - N i . . . M - N i ) , (M-Ni...M+Ni) 

das Produkt 

für sehr große M und N endlich bleibt, so ist klar, daß die auf diese 
Strecken entfallenden Teile des Integrals gegen Null konvergieren, falls M 
und N unendlich groß werden. 

Das Integral (4.) ist daher dem geradlinigen von bis 

x = ^ — erstreckten Integral desselben Integranden gleich, und wir haben, 

indem wir x = ^ + i y setzen, die Darstellung 

2> dy 

2 
und dies ist wegen 

1 
*y—2 

= 1 

absolut kleiner als 
Journal für Mathematik Bd. 130. Heft. 1. 
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w 
1 dy e~* r* d y I -I 

2« ' e " ' " ' 1 ' 
+ 2 / ' 

d. h. eB bleibt ^(co) absolut kleiner als eine von v unabhängige Größe M, 

Ich setze nun a = a!-\:a"i und mache die Annahme, daß a' > 1 ist. 
Die Rechtfertigung des oben zur Integration von (2a.) angewandten Verfahrens 
verlangt den Nachweis, daß die Reihe 

J Wr (to) JX z" (1 - zf~x dz > o) 

konvergiert und zugleich mit e unendlich klein wird. 

Die absoluten Beträge ihrer Glieder sind offenbar kleiner als die-
jenigen der Reihe 

a=2M f z r { \ - z y - i d z , 
i—« 

welche wiederum kleiner sind als die der folgenden 

A'= I M / V ( i - zy -xdz. 
i) 

Diese letztere Reihe ist aber offenbar 

» M.v\ 
A'= 2 -fr-r 

f a'(a'+ l)...(a'+v) 

und konvergiert unter der gemachten Annahme a! > 1. 

Die Reihen A' und A sind daher konvergent, letztere offenbar gleich-
mäßig in Bezug auf die Veränderliche e zwischen e = 0 und e = l . Der 
Grenzwert 

lim A 
f = ( J 

wird daher nach einem bekannten Satze der Elemente durch direktes Ein-
/ 

setzen von s = 0 in die Reihe A gewonnen, und dies gibt 

lim A = 0; 
i=(J 
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hieraus folgt a fortiori 

lim 1 Wv (cu) t z' (1 - z)«-1 dz = 0 , 
it J i - f 

was eben zu beweisen war. 
Im Vorhergehenden ist also die Gleichung (3.) für den Fall, daß der 

reelle Teil der Veränderlichen a größer als Eins bleibt, streng bewiesen. 
Die Koeffizienten werden durch (5*.) für J / > 0 in endlicher Form gegeben, 
wozu noch die Festsetzung 

y{i(uS) = e-a> 
hinzukommt. 

Wegen der Gleichung 

f r 

kommt noch die Ungleichung 

(6.) I ^ W K « ' " " 

zum Vorschein, die bei der wirklichen Rechnung behufs Fehlerabschätzung 
nützlich sein kann. 

Schreibt man (3.) in der Gestalt 

p—vi ® ji! 
(oa Q(- a) = 2 VJm) -^-TTS~'-f—r«v 

so drückt sich die linke Seite vermöge der bekannten Funktionalgleichung 

aQ(-ci) = e-wia-a- Q(l-a) 

in der Gestalt aus 
_ m«Q(l—a) 

a ' 

und man hat daher anstelle von (3.) die Entwicklung 

(o"Q(l~a, w) = - i Wy(oj) (-a + 1){a + 2)..:(ä+v)• 

Setzen wir also 
n — IN W* 
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so wird 
fa \ r\(i \ £ n\Gn(io) 
( 8 . ) Q ( 1 - a , « 0 = — £ r f f i + 1 ) ( a + 2 ) . ^ ( a + w)-, 

solange der reelle Teil von a größer als Eins bleibt. 
Für wirkliche Rechnung wird diese Entwicklung natürlich erst für 

größere a brauchbar sein, und zwar gibt dann eine nur geringe Anzahl von 
Gliedern die gewünschte Annäherung. 

Eine andere Entwicklung von Q ( l — « ) , in welcher als Koeffizienten 
wieder die Gn (tu) auftreten, gewinnt man auf folgende Art. 

Die bekannte Formel 

/ ' ( « ) Q ( 1 - « , = 
o 

geht durch die Substitution 

l—z 

über in 
1 

l'(a)Q(l-«,co) = y e 1-za~l(l-z)-adz. 
Ii 

Diese Gleichung findet statt, solange der reelle Teil von a positiv bleibt; 
nimmt man aber an, daß derselbe zwischen Null und Eins enthalten ist, so 
läßt sich die Entwicklung (2.) anwenden und es kommt 

7X«)Q(1 - a , a>) = ¿ ^ „ ( c o ) f z"*"1 (1 -z)~a dz. 
~~ o 

Das im allgemeinen Gliedc rechts stehende Integral hat den Wert 

rCa + > ) r C l - f f l ) = o ( q + l ) ( f f l + 2) . . .Co + y - l ) r ( a ) r ( l _ a ) 

r(v + i ) v! \ j \ Ji 

und unser Resultat nimmt demnach die Gestalt an: 

Q ( l — q , « ) _ • w { v « ( o + l ) . . . ( q + »— 1) 
T ( l - a ) , ! 

= V 0 ( W ) - + V , (CD) \ + % ( C D ) ^ ± 1 ) + . . . . 

Hier setze ich nun « = 1 — 5 und beachte, daß in unserer Schreibweise 
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dadurch entsteht die Gleichung 

w - r e o — „ )• 

Dieselbe wurde allerdings nur unter der Annahme bewiesen, daß der reelle 
Tei l von s zwischen Null und Eins enthalten ist, aber die Reihe konvergiert, 
sobald der reelle Tei l von s positiv ist. Die Konvergenz ist übrigens eine 
nur sehr langsame, und die Betrachtung entbehrt der Strenge. 

Um Sicheres zu gewinnen, ersetzen wir das Integral in der Aus-
gangsgleichung 

r(i-s)Q(s, i»)= z'^l-zy-'dz 
i) 

durch ein Schiingenintegral 
10 

J=Je'^z-'il-zy-'dz. 

Der Integrationsweg ist hier eine geschlossene Linie, welche vom Punkte 
z = 1 ausgeht und die Strecke 0 . . . 1 im positiven Sinne umläuft. Man 
kann dafür speziell die Sukzession der geraden nördlich von der Achse zu 
denkenden Strecke des Kreisumfanges ((>) mit dem kleinen Halb-
messer p um den Nullpunkt herum, und des südlich von der Achse zu 
denkenden Segments q ... 1 setzen. 

Auf dem Integrationswege bleibt die Funktion 

- z j - 1 

unzweideutig bestimmt, sobald man die Festsetzung macht, für (1—z)'~ l den-
jenigen Zweig zu wählen, der für unendlich kleine z in 1 übergeht. Was 
die Funktion z~s betrifft, so setzen wir fest, daß sie auf dem Segment 

im arithmetischen Sinne genommen wird, also 

z~' = e~'los' und l ogz reell; 

die Fortsetzung längs des Kreises (p) in die Strecke p . . . 1 wird dadurch 
vollkommen bestimmt, und zwar erhält die Funktion im Punkte z von 
p .. . 1 am südlichen Ufer den Wert 

zr'e-2>ni\ 
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demnach wird J sich in folgende Teile spalten: 

J = f e z~s(\-zy-x d z \ J ^ - e ' ^ f e z~'(l-z)'-1 dz, 
1 (c) 

wobei das mittlere Integral längs des Kreises (p) zu nehmen ist. Zieht 
man das erste und das dritte Integral zusammen, so entsteht 

J= f + ( e - i , n i - V ) J e z-'il-zy-' dz. 

(?) e 

Falls nun der reelle Teil von s zwischen Null und Eins genommen wird, 
nähert sich das Integral 

ui 
J < T ^ ( i -zy~l dz 

(e) 

zu gleicher Zeit mit (> der Nul l , und wir erhalten bei diesem Grenzüber-
gänge (f = 0 die Gleichung 

J=(e-2™ - 1 ) 7 (1 - s ) Q(s, o»), 

hieraus also die wichtige Gleichung 

1 ®> 
(A . ) r ( l ~ s ) Q ( s , w ) ^ - ^ - J J e ^z-'d-zy-^dz. 

(1,1), 1) 

Dieselbe ist zwar unter der Annahme bewiesen, daß der reelle Tei l von s 
zwischen Null und Eins enthalten ist, sie behält aber ihre Gültigkeit für jedes 
Gebiet der s-Ebene, in welchem die rechte Seite einen Sinn hat; speziell 
findet (A.) statt, sobald der reelle Teil von s positiv bleibt; wir werden an-
nehmen, daß derselbe größer als Eins bleibt. 

Wir betrachten anstelle von (A.) zunächst die Größe 

(B.) IIr = ^ J t - j f (1 - * ) -> dz, 
(r,D,r) 

wobei 0 < r <z 1 und der Integrationsweg in z = r beginnt und endigt, 
sodaß 

l i m Hr = r(l—s) Q(s, cu). 
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Nun läßt sich in (B.) die Entwicklung (2.) benutzen, da dieselbe 
längs des gesamten Integrationsweges (r, 0, r) gleichmäßig konvergiert. 
Wir erhalten 

Hr= f zv-\l-z)'-'dz. 
0", 0 , r ) 

Nun spalten wir dies in 

Hr = Sn{r) + Rn(r), 

wobei n eine feBte, hinreichend große ganze Zahl ist und 

( r . i . r ) 

y _ n (r,l),r) 
Nun ist 

also 
I i / - f 

( r , ( ) , r ) (1,0,1) 

( r .U . r ) 

also 

(O.) 
rr= I V=«J r-

Ferner ist für v > n , falls n hinreichend groß, 

fz"-\l-zy-xdz= f z'-'(l-zy-xdz, 
( r , l» , r ) « 

also 

Rn(.r) = Z Wy(co) irz'-'(i-z)'-tdz. 
r=n J 

[) 

Bedeutet s' den reellen Tei l von s, so besteht wegen der oben bewiesenen 
Tatsache 

die Ungleichung 

l^(tü) f r z~(i-zy-idz\<M f x zv->'(i-zy-*dz. 
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Damit ist bewiesen, daß die Reihe R„(r) sich aas Gliedern zusammensetzt, 
welche absolut kleiner bleiben als die entsprechenden Glieder der Reihe 
positiver Größen 

i M r ( H - i - p r c o 
»=» Vi ' 

der asymptotische Wert entfernter Glieder der letzteren ist nun 

Mr(s') 

sie ist also konvergent, falls s' > • 1 ist. Damit ist aber die gleichmäßige 
Konvergenz in Bezug auf r der Reihe R„(r) bewiesen, und man hat demnach 

l i m Rn{r) - ¿ !F r ( o» ) dz, 
r = l r=n J \ / J 0 

was eben die Reihe 

j ^ r ^ r c v + i - o 
»=n VI 

ist. 
Durch die vorliegenden Ausführungen ist die Gültigkeit der Gleichung 

(9.) unter der Annahme, daß der reelle Tei l von s größer als Eins bleibt, 
streng bewiesen. 

Wir wollen nun eine Relation ableiten, aus welcher sich eine Ent-
wicklung der Funktion Q(a, 1) ergibt, welche in ihren Gliedern die Größen 
1'(«+ c + ni) enthält. Die Kenntnis der letzteren Funktionen würde also 
zu einer bequemen Bestimmung von Q(a) ausreichen. 

Ich betrachte die Funktion der reellen Veränderlichen | 

E V A - y r ( g + e + t<n + »fS) 
(c+itn + it^w^'^Ü ' 

wobei co reell und positiv ist, ebenso wie t, ferner wird auch die Hilfs-
größe c reell und positiv vorausgesetzt, und zwar so groß, daß der reelle 
Teil von a + c positiv ausfällt. 

Die Reihe ist offenbar konvergent, und zwar beinahe so intensiv wie 
eine geometrische mit dem Verhältnis 
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Ferner iat 

die trigonometrische Entwicklung von F(£) kann in der Gestalt 

F(§)= 1 Ames<"i 

angenommen werden, und zwar wird 

A m = f F&e-^'dS. 
o 

Führt man die Integration an der zugrunde gelegten Reihe 
aus, so ergibt sich 

, _ r(a -\-c-\- itx) e-2mxni dx 
m~~ J c-\-itx ~ 

— ® 

oder, wenn man x durch j ersetzt: 

2mC7T /» 

. e ' I r(a -\-c-\- ix) dx 

\(oe ' / 

Setzt man für einen Augenblick 
Imn 

to l = vje ' , 

so kommt alles auf die Bestimmung des Integrals 

- / 

cr(a + c + ix) dx 
c-\-ix cu1

c+to 

— BO 

an. Dasselbe geht nach Substitution von 

r(a + c+ ix) = f "e~'z"^"-' dz 
i) 

in das Doppelintegral 

L= r e - z ^ d z 
J J M l ) / C + IX I) 

über. Nun ist aber bekanntlich 

J c + ix l o , wenn 0 < ä < C . 1 , 
— OD 

Journal für Mathematik Bd. 130. Heft 1. 8 
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also bleibt aas unserem Doppelintegral 

L = 2n J*e—za~l dz, 
0>1 

d. h. es ist 

— OD 

Damit haben wir die Koeffizientendarstellung 
_ Imcn imn 

und infolgedessen die Relation 

— 2 e Q[a,(oe'j 
t m = —<x 

r(a-\-c-j- itn ii?) (11.) 
= 2 . (c + -H tig) We+"»+«i • 

Ich wähle darin 1 = 0 , c o = l und schreibe sie wie folgt 

O o _ 2mc7T 2m n _ 2mcn 2m7î  

£ I 171=1 N ' t m = = l
 v ' 

= J r ( q + c + ^ O i 
71=-» C + iWi 

Hier läßt sich links die zweite Reihe durch eine schnell konvergierende 
ersetzen, wenn man die Euler-Prym&che Gleichung 

Q{a,e ' )=r(d)-P{a,e ') 

benatzt and die Sammation 
Imcn 2 mn 

(D.) 2 e ~ ~ P ( a ) e _ _ r ) 

mit Hilfe der Darstellang 
Imn , , , 

2mn a — (a+n) 

aasfuhrt; dies liefert die Grüße (D.) in der Form 



Lerch, einige Reihenentwicklungen der unvollständigen GammaftitiktiorK 

i ( - ! ) •  
n = U „ ! ( a + » ) ( ^ ( 0 + C + B ) - l ) ' 

Man erhält daher für die Funktion 

Q(a)= e~* af-1 dx 

59 

die Darstellung 

(12.) 

nrr,\- * z r(a + c+nti) 
c + nti 

r(a) , - ( - 1 ) " 
2* , ^ r 1 n=u I / ! N ( ^ (<•+<:+«) 

e ' — 1 n\ («-)- n) * - 0 

- j ; e~ Q(a, 
1 * ' 

Wird hier z . B . ¡ f = l , c = l genommen, so wird die letzte Reihe rechts 
einen Wert ergeben, der kleiner als 10-210 ist, also ohne weiteres unter-
drückt werden kann. 

Um hier zur Grenze für c = 0 überzugehen, beachte ich, daß für 
unendlich kleine c die rechte Seite von (12.) in 

±_ J, r(a-y-nti)—r(a — nti) _t_ r (a + c) 
2 TT n=l nti 

- ' ' « ( ä S i - ^ + f 

2 TT C 

( - 1 ) " 
Imn 

übergeht, und somit kommt 

- 2ü(a, e ' ) 

(13.) 

t " r ( a + ni i ' )—T{a-rnt%) 
2«b=I ni 

+ 2 
(-i y 

» / — \ 

- 2 Q(a,e • ). 

Die vorteilhafteste Wahl der Hilfsgröße t wäre t — 2. 
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Eine andere Art Entwicklangen der Q-Funktion sind diejenigen, 
welche eich der Theorie der Reihe 

® p— (<l>-t-X + »)tt 

anschließen. Darunter gehört die wohlbekannte Entwicklung Hermites*) 
und diejenige, welche ihr Herr Meilin**) zur Seite gestellt hat. In der 
Reihe (14.) wird vorausgesetzt, daß u im reellen Teile positiv ist; ich setze 
übrigens u reell and positiv voraas. 

Fuhrt man an der Reihe (14.) die Integration 

dx 

tau 

aus, so erhält man als Integralwert 

II Ol 

was man auch so schreiben kann: 

tau 

Demnach ist 

( 1 5 . ) f'<t>(x)dx=Q(l-s,uc»).u'-\ 
u 

Entwickelt man nun die Funktion 
« p—(w+n) u 

nach Potenzen von x, so entsteht 
® g—(<u+n)u 

' • » - ¿ o j+m ' 

Diese Entwicklang konvergiert im ganzen Intervall 0 < £ < 1 gleichmäßig 
nur dann, wenn co>»l ist; anter dieser Annahme erhält mau, wenn man 
auf beiden Seiten mit e~**dx multipliziert and von 0 bis 1 integriert, ver-

*) Dieses Journal Bd. 90. 
* * ) Aota math. Bd. 2. 
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möge (15.) die Relation 

(16.) ( 2 ( 1 t i w ) = i ( ~ a ) P ( w + l , « ) Ä ( i + m ) , 
«=<) * m ' 

Wobei zur Abkürzung 

(17.) S ( a ) = 2 
ao ^—(ta+n)u 

*=u (co + n)a ua 

gesetzt wird und die Koeffizienten 

P ( m + l , i i ) = y U e ~ x x m d x 
u 

sich leicht in endlicher Gestalt darstellen lassen. Für u = 1 geht diese Formel 
in die Hermitesehe Uber. 

Ich schreibe nun die Gleichung (15.) in der Gestalt 

J <P(l—x)dx=ua~iQ(l—s,u(o), 
und berechne das Integral, indem ich zunächst die Funktion 

® o—(ül+n)u 

nach Potenzen von x entwickle. Dadurch entsteht 
et / D\ ® a—(üj+n)u 

<*» (1 -x) = eux z ( - l)ra( )xm. £ r
e , 

eine Reihe, die so schnell konvergiert wie die geometrische mit dem Ver-
hältnis ^ q j y . Die Integration nach x zwischen Null und Eins ergibt 

(18.) Q( 1 - 5 , « » ) = ¿ ( - i r + «) + 

wobei die Bezeichnung 

(19.) ü»i(<0= JS / , v, . > \ < ' „=1 (to -f ») " " 
und 

$(m-t-l,ii) = J" e*srdx 

gebraucht wird. Letztere Größe läßt sich wieder, in geschlossener Form 
durch Elementarfunktionen ausdrücken, und zwar ist 
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«P(m+ 1, u) = ( - l ) m m ! e " { - <r" } . 

Diese Entwicklung (18.), welche ich in den Prager Berichten vom Jahre 
1889 auf einem anderen Wege gewonnen habe, geht für M = 1, to = l in 
die freilich früher publizierte Formel des Herrn Mellin über. Da sich 
letztere nur auf diesen Spezialfall bezieht, in welchem aber die Konvergenz 
für den wirklichen Gebrauch zu schwach ist, so gebührt der Vorzug doch 
der Hermitesehen Entwicklung, da Bich letztere für einigermaßen große 
to wirklich verwenden läßt. 

Es sei nun k~>2 eine ganze Zahl und man setze ua> = z, w = k — 1 
also 

Setzt man dann 
00 p—nu 

(19«.) Ä C « ) - ^ . 

so nimmt (18.) die Gestalt an 

e i * . ) Q ( i i 1 r ( - s ) Ä ( m + s ) ; 

für kleine u ist der Quotient 

um+l 

von t nur wenig verschieden, also verhält sich der als Koeffizient in 

(18a.) vorkommende Ausdruck 

um+t 

ungefähr wie 
u1-' 

m+V 

Ist also der reelle Tei l von s größer als Eins, so wird man in (18a.) die 
Zahlen R(m + s) auf eine Anzahl von Dezimalstellen berechnen müssen, 
welche mit abnehmendem u wächst; dabei konvergiert die Reihe (19a.) sehr 
langsam, wenn u klein wird. Brauchbar wird also unsere Formel (18a.) 
doch nur für größere z. Bei ihrer Anwendung hat man zunächst einzelne 
Glieder der Reihe 
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zu berechnen; die Glieder der Reihe R(s + m) entstehen ans ihnen darch 
die Division bezw. mit 

km, (¿ + l)m, (Je-f-2)'",.... 

Wir schließen ansere Betrachtungen mit einer halbkonvergenten 
Entwicklung der Reihe 

(20.) 
^=(1 (w + fj.) ^ ' 

Dieselbe wird bekanntlich durch ein bestimmtes Integral ausgedruckt, das 
entsteht, wenn man in 

r(0 X»-1 dx 
O+IUT 

(J 

über jU = 0 , l , 2 , . . . summiert. Wir setzen voraus, daß 0. Es kommt 

u 

Schreibt man ux anstatt x} so kommt 

/
x «—uwx 1 

Hier benutzen wir den bekannten Satz 

1 1 , 1 , i v - i B r , , ' © 3 , : i _ _L_ y 1 y - 1 J J y r / I V O - O p + 1 z ^ p + l 
1 — 2 

wobei O < 0 < 1 , und B1) B}, B3,... die positiven Bernoullischeu Zahlen 
sind. In unserem Falle ist z=u( 1 + x ) und wir erhalten daher folgende 
Darstellung der Größe (21.): 

1 / * • - « » x ^ d x . 1 U 
u i) 

4 - 1 ( - 1) " - ' H e . t * - 1 ( 1 + .r)2 '-1 dx 
1 f £ vj I J 

I) 
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Wird das letzte Glied der reehten Seite mit (—1 y R p angedeutet, so 
ist offenbar Rp positiv und kleiner als der numerische Wert desjenigen Aus-
drucks, der als neues Glied zum voranstehenden Aggregat hinzukommen 
würde, falls man p um eine Einheit wachsen ließe. 

Nun ist aber, wie pben bemerkt, 

II 

nnd wenn man die Identität 

benutzt, so kommt 

pe-uu,xaf-1 CH-ic)3"-1 dx=r£Qv~l) f"e-^cC+'+i dx, 
» ii 

was aber den Wert 

„=o ^ a ' (Mw)'+a 

hat. Setzt man demnach 

(22.) 

so erhalten wir aas obiger Gleichung 

1 tMÜ 
u~> W(w,s)e-vu = -Q(l-s,uiü) + i

 e 

u ' J 1 2(ua>y 

wobei rechts eine halbkonvergente Reihe steht, in welcher der Rest absolut 
kleiner bleibt, als das erste vernachlässigte Glied. 

Ersetzt man uw durch z, so nimmt unsere halbkonvergente Ent-
wicklung die Gestalt an: 

(23.) 

oc g—imt—t | 
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Wenn man hier auf beiden Seiten mit u multipliziert, so entsteht eine halb-
konvergente Bestimmung von Q (1— s, z) bei positivem reellem s, welche die 
Berechnung einer einzigen Reihe des Hermitesehen Typus, nämlich 

GC 0 — M U 

2-, Ii (mu-\-z)' ' 

erfordert. Diese Reihe ist — ins Komplexe übertragen — mit derjenigen 
identisch, welche Mahnsten und Lipschitz zuerst untersuchten, und die ich 
unter der Bezeichnung 

I X " -• 

® (w, X, s ) = 2 
n=(l o + r a ) ' 

bei verschiedenen Gelegenheiten betrachtet habe, namentlich in meiner 
Abhandlung über die Malmstemchen Reihen, welche sich in den Schriften 
der Prager Akademie vom Jahre 1891 abgedruckt findet. 
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