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42 M. Liron:

Bemerkungen iiber eine Formel aus der Theorie der un-
vollstdindigen Gammafunktion und des Integrallogarithmus.

Von M. LErcH in Freiburg (Schweiz).
Vor einigen Jahren versuchte ich die Theorie der Transzendente
-—(m—}—a %
2 -, welche im wesentlichen schon von Malmsten®) herriihrt,

(m 4 a)

und von Lipschitz?) ausfiirlich untersucht wurde, fiir die Theorie
der unvollstindigen Gammafunktion

Q@ 0)= (e tdx

w

in anderer Weise nutzbar zu machen, als dies bereits durch Hermite?)
geschehen war. Mein Resultat bestand in der halbkonvergenten Ent-
wicklung

@ 2(771,1L+w)“ Q(l 5 w)+ +

(H=1,2,3,...)

u—1 (2 Y ( )yi

o

wobei w, u, s positive reelle GroBen bedeuten, fermer

Gl =1+ () () (e
und B, =%, B,=%, B, =%, ... die positiven Bernoullischen Zahlen
sind, und zwar ist der durch die Benutzung der halbkonvergenten
Reihe bedingte Fehler vom gleichen Zeichen und vom absolut kleineren
Wert wie das erste vernachlissigte Glied der Entwicklung.

Dieses Resultat wiirde ein ausgezeichnetes Hilfsmittel fiir die Be-
rechnung von Q(1 — s, w) ausmachen, wenn man iiber eine bequeme

1) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 38.

2) ibid. Bd. 54 und 105. Daf in seiner ersten Arbeit Lipschitz den funk-
tionentheoretischen Charakter der Reihe noch nicht ganz beherrschte, folgt daraus,
daf er von einer Funktion von vier Elementen spricht, indem er das cine Argu-
ment komplex annimmt und in seine beiden Bestandteile spaltet. Die erste funk-
tionentheoretische Behandlung des Gegenstandes — nachdem die mustergiltigen
Arbeiten von Riemann und Hurwitz betreffend zwei Spezialfille vorlagen —
geschah wohl durch die Arbeit des Verfassers (Acta math. Bd. 11).

3) daselbst, Bd. 90.
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Berechnungsweise der Malmstenschen Reihe links in (1) und zwar
fiir verhaltnisméBig kleine u verfiigte. '

Entwicklungen zur Berechnung der Reihe des Malmstén-Lip-
schitzschen Typus sind zZwar vorhandent), und zwar ist z. B. fiir 0 <o <1

-]
(2) E (mz + ,U)A'—-l g ulm+t29) — EM(TS) + g — iy + 012%02 _ (745’%5 + .- .

m=0

wobei der Konvergenzradius gleich 2x ist und die Koeffizienten durch
die Funktionen der komplexen Veriinderlichen s definiert sind, die als
Summen oder analytische Fortsetzungen der Reihen
» st+p
B 2F(s—|—p) [Xo]:] (‘2')1,'0———2'-)77
P opl@n)trisy nt TP

vollstindig definiert sind.

Um die Formel (2) zur Berechnung der linken Seite von (1) zu
verwenden, miiite man w = uo setzen, dann @ anf die Form a + v
bringen, wobei 0 <<» <1 und ¢ eine positive ganze Zahl bedeutet;

alsdann unterscheidet sich die Reihe 2(112 + v)~se~*M™+2) vyon der

m=0

folgenden 2(77% + w)=te~*@+9) pnur um ihre ersten o Glieder, die
wm=0
also zu berechnen blieben, um den Wert der linken Seite von (1) zu
erhalten. Man konnte sich sogar mit dem Grenzfall v = 1 von (2) be-’
guiigen,. in welchen
_ 2DP(s+p s+p
ap—m‘ﬁ(s +P>COS B T

ist; dieser Fall hiitte den Vorteil, daBl die Koeffizienten in der Entwicklung

) o s+p

2I'(s 4 p) cos —y
bloB von s abhiingen und die Berechnung auf eine Tabelle der Funktion
§(s) zuriickfiihrbar wire. Alsdann miiBte man fir @ eine ganze Zahl

(s + pyw?

pt(2my TP

o= :—f setzen, um die Berechnung von (1) vermdge der Entwicklung (2°)

zu bewerkstelligen.

1) Abgeleifet in meinem Aufsatz Nr. 28 des III. Jahrgangs der Rozpravy
(1. Klasse) der Prager Akademie, p.2 und 3 des Sonderabdrucks (1894).
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Die Behandlung der Entwicklung (1) vereinfacht sich wesentlich,
wenn man ddrin s = 1 nimmt; alsdann geht @ (1 — s, ) in das Integral

00, w)—f— o 1i(e—w)

iber, und die Formel (1) kann wie folgt geschriehen werden:

» 2u—1

e (n—4w)u Pl B . W

) — e  \e—t A il

3) E mTe = Q (0, wu) + s e 2’( 1) T Z’ =
m=0 F a=0

(w=wun; u=1,3,8,...)

Setzt man hier fiir @ eine positive ganze Zahl a ein, so berechnet sich
die linke Seite vermdge der logarithmischen Reihe durch den Ausdruck

a—]1

—log(1 — e %) —2 e_;”.

=1

Die sich so darbietende halbkonvergente Bestimmung des Integralloga-
rithmus

. dx 1 a—l,—ru v Lop®
<4)j TT g T > —WJFF‘”?(— )*‘mzﬂ 5

y=1 a=0

w
(lt:;;,ll:l, 2, 3,...)

habe ich 1901 im VIII. Bandes des Intermédiaire des mnthématiciens
(Question 2155) ohne Beweis mitgeteilt, wihrend die Begritndung der
allgemeineren Formel (1) den Schlul einer demnichst im 130. Bande
des Crelleschen Journals erscheinenden Abhandlung bildet. Der Um-

stand, daf} die Divergenz der Entwicklung (4) eigentlich auf Konstanten
2u—1

beruht, hat mir nicht entgehen kénnen, denn fiir gréBere w ist 2

QU

beinahe gleich ¢, so zwar daB der Unterschied Z_E nach Multi-

a=2u

plikation mit das allgemeine Glied einer konvergierenden Reihe

2}11(02'“
bildet, sobald g= % ldeiner als 27 bleibt. Allein da mir der Gebranch

der Formel lediglich fir ¢ > 4 vorschwebte, so hatte die Trennung des
konstanten halbkonvergenten Teiles von dem konvergenten verénder-
lichen Teile fiir mich kein unmittelbares Interesse. Als ich nun durch
die Giite des Herrn Krause in Kenntnis der Resultate seiner Abhand-
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lung (s. oben S. 36) gesetzt wurde, unternahm ich es, meine urspriing-
liche Untersuchung fiir den Spezialfall des Integrallogarithmus hier
auseinanderzusetzen und sie durch die eben angedeutete Trennung zu
erginzen, wobei namentlich der Umstand hervorgehoben werden mag,
daB sie auch bei allgemeinen nicht ganzen @ gelingt und die Aus-
dehnung des Resultats auf den viel wichtigeren Fall der Funktion
li(et") ermoglicht.

Es seien a,u zwel beliebige reelle positive Gr6Ben, und es werde
mit ¥ (a, ) die durch die offenbar konvergierende unendliche Reihe

—(a+7z) %

©) P u) =315

n={

definierte Funktion der beiden Verdinderlichen ¢ und % bezeichnet.
Diese Reihe verwandle man in ein bestimmtes Integral vermioge

der Gleichung @
1 :
a+n ./6 a—+n, zdz
0
o8 kommt

—a(u-2) 7
(G) F(a 'Ll/) f —(u—;«z)

Hier machen wir von der Formel
1 1 A — B, . o 'B-u—l—l 2
e e T I E DT g T C O e

pa=1

Gebrauch, wobei 0 < @, < 1. Es entsteht so aus (6) die Gleichung

F(a u) _f—a(u z)u + J e—c(n+t23) dz

+ Sty gl et as g,

u=1

wohei
[: -3

(—1rR,= (2?:_‘_;), O [ emota (y 4 g)irtide, ©<@<1).

Nun ist

o0

m— z dg i— dx m—aa z 4 1 w— :
fe “(“+)m=je.z?, fe Wt (y 4 2) dz=Ffe ? 2t dz,
0

ay Q ay
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also bekommen wir die Gleichung

@

(1) Flau)= | e "“d—m 5 —‘“‘-l- S1(— r—1 m"‘/‘e—%xzﬂ“ldrp—l—R
o i_l 2w)'la
wobei noch bemerkt werden mdge, dal
B..® [
1) — ntl —2 g2t g
(=10 &, @n-t 2)!(&2""'22/6 v x

Diese Formel (7) zeigt, wie man die Berechnung der unendlichen
Reihe () auf die des Integrallogarithmius zuriickfithren kann, sobald
der Rest R, vernachlissigt werden darf; denn die auf der rechten Seite
von (7) auftretenden Integrale driicken sich in geschlossener Gestalt
aus, und zwar ist

od

llje—zx’”da: =mle " [1 + 1 R 51 —|— o ml}

w

Ich bemerke nun, daB die Reihe

2(— 1= 1(2 T [r 22e=1dg

u=l1

lonvergiert, falls 0 << u < 2z ist. Beniitzt man die Zerlegung

© au
fe_’wgf‘—ldx = (2p— 1) —fe—“’xzn“—ldx,
au [

so ergibt sich aus (7)

au

l £ — L —
F(a, u) =fe*m% = 2( 1)'—1(2# 'a“f xie—1dy

a=1

B L
+ '\ e T B
,u
Die aus den Integralen zusa.mmengesetzte Reihe wird unter der An-
nahme 0 < u < 2z konvergent fiir 7 — oo, und derjenige Bestandteil
der rechten Seite, der den Charakter der halben Konvergenz verursacht,
ist von w unabhingig; es liegt die Vermutung nahe, daB nach Ersetzen
des ,konvergenten® Teiles durch die unendliche Reihe der Rest R, sich
zu einer von u unabhingigen Grifle kompensiert, d. h. die GroBe

aw

/‘e—-”x?f‘—ldx -+ Rn'

@ R=S

3 e
=n
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von u nicht abhingt. Um dies zu ergriinden, beachten wir, daB nach
der Definition (5)

I —(@t+mu . __
au 1—e —

und demnach aus (7) durch Diﬂ’erentiation nach

R g

n

T —_ — 1__ — + e——-au __I_ e—au +2 (__ 1),14—1 M?;c—l e—ou

u=1

oR
folgt; mit Hilfe dieser Darstellung von a—u" 188t sich die Grofle (a)

nach « differenzieren, und wir bekommen so

9 Ry _ e o —au —au 1 —1 t—1 p—au

W—-—l_—e_u-i——e + e -I-Z:(—l)* (2 ), ur—teg—au
=

was wegen der Identitit

B
1 _|_ _,_2 (— -1 & (2#)' yle—1 (lu]<37)

1—e "

k=1
identisch verschwindet.
Wir haben somit anstelle von (7), wenn au — w geschrieben wird,

F(ayu)=¢ (a)—}—f‘ d—m—l—2a

w7 B —w 9 2,u—1
i _1)[1,,—1 62 (ew_l_ﬂ_ﬂ_—._— ),
2 2u a2 1! 21 (2p—1)!

(™)

fe=1

wobei fiir die Funktion @ (o) die ha,lbkonvergente Entwicklung

(b) p@ = D] (-1 e 4 B

vorliegt. Multipliziert man (7° auf beiden Seiten mit e** und diffe-
renziert nach o das Resultat, so entsteht

@
2]

— W

_V 4 — pZ% o - aw w —’Li'zf_i__i
S aTa e () — uer* @ (a) + ue** j ¢ YT

n=0. au

@ 2m—2 ..
—_ (__ 1)m—-1 B”‘u e a'u”
2 mad™ vl
m=1 =0

2m—1 ,
+ ( 1)171—1 -?m ( u 4w ) .
2 / a2mti : ; v! ]

m=1 =0
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hier 188t sich nun der Grenziibergang zu w = 0 ausfiihren, und wir
erhalten unter der Bezeichnung

9 svogon ¢ (a) = N
P (@) = -~ wegen ¢’ (a) ——Z(a_*_n).:
das Resultat
7 1 1 I
(@) =5 +tgz—¢ (a),
und hierans durch Integration
1
(@) = loga — 5, — ¥ (a) + const.

Fiir groBe a ist nach (b) ¢ (a) beliebig klein; und somit ist die Kon-
stante gleich Null, d. b.
1
9 (@)= loga — = — v (a).

‘Wir haben somit die merkwiirdige Entwicklung der GroBe (5):

o

1 dx 1
Fa,u)=loga—5 —¢p(@)+ |24 5
[ 7* w
( ) i B e ¥ 2m—1
1m—1 m w w
2T gmlr -2 5
m—1 =

in weleher w = au, ¢ >0, 0 <u < 2x vorausgesetzt wird, und wie
iiblich ¢ (a) = P—@— .
Nun ist beka.n.ntlich

M, N

_fp— = C+ logw +2(_,,11).,,ZU s

M=

und es folgt aus (7%) die Identitiit
— (e-2) u

o™ had ¢
0+1°°“+2(— o T D e

m=1 =0

pia) 2ma
m=1 0

- 1 \no' B B,,,e_"’ 2m—1w,,
@ e S e (o ST )
In derselben sind bei positivem u des Intervalls (0 ... 2x) beide Seiten
eindeutige analytische Funktionen der komplexen Verdnderlichen a; wir
bekommen daher eine richtige Gleichung, wenn wir darin ¢ in —a

verwandeln und nunmehr @ > 0 voraussetzen. Da ferner

v(a) —v(— a)=—al-ncotcm,
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also
__w(_a)=—_%—;m:cotan—'1p(a),
und '

li(ery= C + logw +z’

m=1

mlm’

so erhalten wir die Gleichung

—(r—a)u
lz(e“‘)—l—ze oga—i—ncotan—w(a)-l——ew
(8) n=1
2m—1 ¥\
_ m—1 B e ( wo__ (—w))
7)2( 1) 2m ad™ 2: vl

w=0au; O<u<22x; a>0).
Dabei ist in iiblicher Weise

li(e*) =val - p- f 4%

—_—wm

gesetzt worden. Die Gleichung (8) setzt in merkwiirdiger Weise die
Funktionen 1¢(e*), F(— a, #) und 9 (a) in Zusammenhang, und sie
liefert, wenn man darin @ — s 4 § nimm$, wobei 5 eine positive ganze
Zahl ist und £ unendlich klein vorausgesetzt wird, eine merkwiirdige
Formel zur Berechnung von 74(e*).’) Wir haben zuniichst

@ cotaw —I—Z

wobei (§) eine unendlich kleine Grifle bedeutet. Die rechte Seite wird
nach dem Grenziibergang '

3 s—1 (o
e —(rn—a)u Pk e(s n)u

—mcotﬁm—?— s—m +26m +(g))

=1 m=1

3—1

—u —Z’ — —log (1l — &%),

m=1

und wir erhalten daher aus (8)

§—1
7 {(pW0Y — [ emu — U 1
Zp(e)—u—i—%w +log (1 —e ) — 9 (s) — 5+ logs
<9) ¢ 2m—1 (_ w)v
+—2_§_2( 1)"1 2mszm< w_z »! )’

m==1 p=0

<u = Z—U < 2=, s positive ganze Zahl).

1) Rozpravy (Prag), V.B, Nr. 14 (. Klasse).
Archiv der Mathemstik und Physik. ITI, Reihe. XTI, 4
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Bei Anwendung dieser Formel muB die Zahl s wesentlich gréfer
als o genommen werden, da sounst viele Glieder in der Reihe wegen
des Faktors e zu groB wiren. Ist z. B. 2 in der Nihe von 5, so dal
¢v ungefihr 150 betriigt, so wird die Wahl s = 10 ziemlich zweck-
mifig, und man wird sich mit 3 Gliedern der Reihe begniigen konnen,
um 8§ Stellen genau zu erhalten.

Eine hnliche Formel zur Berechnung von 14 (e—*) liefert Gleichung
(7%), wenn man fiir ¢ eine ganze Zahl setzt; denn es ist alsdann

~— M —miu a—1 .y
'1 (4 — . ¢
F(a, u) = E — 2 — —log(1 —¢ % — \ —
‘m=1 m=1 m=l

Auf diese Weise entsteht die Entwicklung des Herrn Krause, wihrend
aus (7) das von mir im Jahre 1901 im Intermédiaire des mathé-
maticiens mitgeteilte Resultat (4) hervorgeht; es war dort die unend-
liche Reihe mit der halbkonvergenten Reihe fiiv v (a) zusammen-
geschmolzen. Immerhin sind die Félle nicht selten, wo man die
halblronvergente Entwicklung wird vorziehen miissen.

Fir die Funktion F'(a, v) habe ich im Jahre 1896 eine andere
Entwicklung abgeleitet, in welcher zwar 1 («), nicht aber der Integral-
logarithmus vorlkkommt. Die Formel lautete

m-l—:c

jm_l_x— P lzw(m—l— 1) (m—l) (—— 1)’"—Iog'(1 —2) — ¢ (2).

Setzt man hier 2=—=e¢—* und integriert nach 2z von ¢ bis a4+ 1, so
kommt

@ a+1

1 S —1 -
fe—“;—w=e”21,b (m+1)(ex—1)m (m n )e‘”dm—log (1—e % —loga.
a 0 a

Weil hel unbestimmtem z
a1 at1

ZZ"J( . e “w g —f(l + 2P~ le“rdx

den Wert

e (1 + g)a—l,A_ 10g (1 ._|_z)

hat, so wird die Entwicklung

Na— e—l—i—ﬁ) )
(10) A ) 202
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uny die GroBen C, liefern, fiir welche die (leichung besteht

(109 f =22 _loga—log(1—c=)+ e~ STu(m+1) Cu(e*— 1)

m=0

Die Funktion (10) bleibt synektisch im ganzen Einheitskreise (|| < 1),
und die Reihe nimmt fiir 2 =¢* — 1 den Wert ¢** an; d. h.

e—auzm’ Con (e — 1)» = 1.

=0

Davon kann man Gebrauch machen, um aus den Koeffizienten
p(m+1)y=1+1 + + - -I-m-l-ill(l)

den Teil ¢ (1) zu entfernen, so daB man schliefilich hat, weil % (1) die
mit Minuszeichen genommene Eulersche Konstante C ist:

®

(10%) f— dw =—C—loga—1log(l —e %)

T G-+ A +DGE— 1)+ A +3+D Gl — 10+ -]

Man kann auch schreiben

1 1
Cm='/<a+$—-—1)e(1—:c)udx =f<ar—'§)eu§d§,
m m
) 0

und dies ist nach dem Mittelwertsatze
— 1/ — N
(10%) O = d a (“ m g) ' O<s<1)

Bezeichnet man mit C,, die GréBen C,, in welchen % durch — u ersetzt
1st, so erschlieBt man aus (10%) leicht
—1

li(e**) = C + logau + log < ”

+
0%y {e* (G- )—(1+5) G- P+ +3+$) G (1—e '~

mo 1 + z—e* a—1

20'"5 i g g AT
Diese Entwicklungen (10) konvergieren nur fiir recht kleine s,
also fiir kleine Werte 2 = awu, fiir welche die urspriinglichen nach
Potenzen von w fortschreitenden Reihen gut brauchbar sind. Sie bieten
demnach kaum einige Vorteile, weshalb wir bei ihnen nicht verweilen.

Freiburg (Schweiz), den 28. April 1905.

4*
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