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SUR UNE SERIE QUI SE PRESENTE DANS LA THEORIE
DU LOGARITHME INTEGRAL

PAR

M. LERCH & Brunn (Moravia).

Dans un wémoire publi¢ par I’ Académie de Prague (') j’ai démontré la

la formule
O o e o on 1= 1)fr — 1\/1 —z\" 3 I(z)
Em Lx z Lim -1~ 1)( m ( z — log(l — <) — I'z) ’

== LTE

ot il suftit de supposer || <1, |1 — 2| < |¢|. En observant que

zm_lz(w - 1)(1 = z) _1,

on pourra éerire
> 2 o % r— 1\/1 — z\™ l"(l') 9
CI = > s( - )( - ) — log(l — 2) — == + (),

m=0 m==1

1.1 1
(81)I:1+§+§+"'+;{)'

Le -premier membre n’est convergent que si |z] <C 1, tandis gue la sérje au
deuxiéme membre converge lorsque la partie réelle de z surpasse 5 Le lcc-

teur voit aisément comment il fant fixer la puissance z° eflo logaxithme powr
que le denxitme membre soit le juste prolongement du premier. Je me borne
4 envisager les variables réelles z, trés approchées de 1, et plus petites que 1.

(!) Tome V, n, 14 des Rozpravy; 1896,
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Lorsque z tend vers un, on voit que la limite de la quantité

@ logtt — 5+ S
VIERED o
— m-+4x
sera déterminée et n’est autre chose que
y 1" ()
PO =Ty

Mais j’attribue plus d’intérét a la circonstance que la formule permet de
caleuler la quantité (2) lorsque z prend une valeur fixe, plus petite que un et
tres pres de un.

Si Pon fait varier x et z simultanément en faisant 2 =1 — ¢(r), ol ¢(x)
devient infiniment petit pour z infiniment gran'l sous I’hypothése que le pro-
duit xg(r) tende vers ume limite finie a, on aura

o 3 . m 1 il
lim (” 1)(1 z) — lim ) — o gy { =2

o m z s (M}

Hm 2"~ = lim ¢ g(!—9)) — ¢,

T—cx =
I(x)
lim |[logr — ——| =
:---m[ & l(z)] ’
et il s’ ensuit
NI — g JE L
(3) i.:: T € By C —loga ,
nt—0 =1
ot C = —1I" (1) est la constante ’Euler.
En prenant ¢(r) — %,  —n entier, on aura la formule signalée récem-

ment par M. Nielsen ('), car le denxieme membre de |’ équation (3) n’est
autre chose que

3" —lie™
Si dans la formule (1) on fait x —=n -+ 1, » désignant un entier, on aura

7 N » 1 "
€)) E z —=s, — 2" E 8, (n )( z) ,
v m z
v=1

tiami

(!) Giornale, vol. XLIV, p. 15.
VOL. XLV. 12
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formnle qui a lienu quel que soit z, mais qui permet d’obtenir aisément la va-
leur approchée du premier mewmbre lorsque z est trés approché de 1.
Remarquons que la fonction

. zm.}\t
J£) —
SO =Yg
M=l

donne encore

[ :'+}(z)dz = — liz")

et que la formule (3) peut s’obtenir dircctement, lorsque on fait
_
1 —qg@)—e ~;

1 .
en écrivant —.r—:h’ le premier membre de (3) devient

i ,'ne_u(l+mh)
1+ omh’

=

limk = 0,

et cette quantité a pour limite I’ intégrale

/@ d e_u(H-l) 1 ( )
{—m—M8M — — ie_" .
. ot

Supprimant le facteur z°, la série (1) devient
zhl
S = E _
m--x
Iz

Lorsque z est négatif et approché de — 1, on pourra faire usage de la
tormule ’ Euler

4 z 2 F4 3
rtof ef = Ac‘(l—z) +A20"(1—::) *
qui donne
“2 > 1 1 1 z
m+zr =z 1—z axx+1)Q1—=2)?
0
1.2 z 1-2.3 '

_'L.r(.l' T e L2)A—2° reL-LhzL2)@L3)(1—2)°

—+.
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formule commode, lorsque x est positif et assez grand, pourvu que |2|</|1—2|.
La limite pour 2— — 1 donnera une formule connue de la théorie de la fone-
tion gamma,
Daps 1 identité (4) je pose maintenant z —1 4 p(r), %(n) désignant une
fonction telle que
lim np(n) = a;

P D

j’ obtiends

lim EE—VM — logn

N
Vel

(5)

o

a’ﬂl A i
=C—e E(— 1) s,,,m:h(e)—loga )

D]
et en particulier pour ¢(n) —= % ,
it —) [
(6" lim (E—v — logn \ —=lie" — loga.
P O v—l

En revenant sur la formule (1), je divise par 2! et je différentie par rap-
port & x en faisant x —1; jobtiends ainsi les formules dont la premiére con-
cerne la fonction dilogarithmique de Landen:

—_ 1 n
(6) Evz (z e ) — logz log(l — 2) —I—%,

"' smsm—i 2z — 1 ” ] 2 . . 1:2
(7) E Vv E m (T) — 5 (logz)*log(1 z) - 3 logz + ¢ (3).

En prenant la dérivée dans la derniére équation et comparant avec (6),
il vient
\ z——l)’"—‘l (7 — 1\ 1 2z
28"'8""‘( z z E( z ) + 21—z

/
2 1
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Dans cette identité je fais z —

1
; elle devi
11 a elle devient

1 , \ . " N m s'" ML
1ol + ) =1 +2) ¥ (— 155 2"+ P (— D"

m

-

M=2

en observant que

s"l 8

smsm—l — 88wty + E‘ —_ m + 1 9

nous aurons enfin la formule bien connue

2 — Iy _ o sm p ,m+].
llog(1 +n)f =2 P (— 17+ 2w
=1

Ainsi I’ éguation (1), tout en étant de nature complétement élémentaire,
est liée aux fonctions de catégories différentes, comme logarithme intégral,
fonction gamma et la trascendante dilogarithmique.

Pour des valeurs rationnelles de x la fonction

had znl—|—.t
Em +x
m=0

s’exprime & l'aide des trascendantes logarithmiques, sous forme finie.
Le développement demi-convergent (%)

=

m=0 T

dans lequel G(z, 8), sont certains polynomes, donne naissance a une formule
analogue a (3), que je m’abstiends de signaler, puisque j’envisage un dévelop-
pement pour solution plus avancé que toute formule en limites qui s’en tire
immédiatement.

(1) Journal de Crelle, T. 130, p. 64. Pour le cas particalier de s = 1 cf. 1’ Intermédiaire,
T. VIII, Question 2155; 1901.




