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SUR UNK SÉliJE QUI SE PRÉSENTE DANS LA THÉORIE 
DU LOGARITHME INTÉGRAL 

PAR 

M. LERCH à Brunn (Moravia). 

D a n s un mémoire publ ié par 1' A c a d é m i e de Prague (') j ' ai démontré la 
la f ormule 

où il suffit de supposer \z\ 1,. |1 — z\ <d \z\? E n observant que 

on pourra écrire 

« 2 ' » ( * » T - ^ ) " - - • > - m + ^ 
»IssO Wl̂ l 

Le -premier meçabre n 'es t c o n v e r g e n t qu£ si \z\ < [ 1, tandis la sérje au 

d e u x i è m e m e m b r e c o n v e r g e lorsque la partie réelle de z surpasse Le lec-

A 
teur v o i t aisément c o m m e n t il faut fixe* la puiçg^Açe tf ftfrjg ioffwçjtbjiae 
q u e le deux ième m e m b r e soit le j u s t e pro longement du premier . J e nue bo,rnje 
à env i sager les var iables réelles z, très approchées de 1, et p lus petites J. 

(') Tome V, n, 14 des Bozpravy; 1896. 
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Lorsque z tend vers un, on vo i t q u e la l imite de la quantité 

•V^ ¡ím+x 

(2) 
}<I-ezO 

sera déterminée et n 'est autre c h o s e que 

Mais j ' a t t r ibue plus d ' intérêt à la c i rconstance q u e la formule permet de 
ca lculer la quantité (2) lorsque z prend une valeur fixe, p lus pet i te que un et 
très près de un. 

Si l ' on fait, varier x et z s imultanément en faisant 2 = 1 — rp(x), o ù f(x) 
devient inf iniment pet it pour x infiniment, g r a n l sous l 'hypothèse que le pro-
duit x<ç(x) tende vers une limite finie a, on aura 

\ m J\ z ) x~® (»» ! ) m! 

l im z* - 1 = lim ex i»^1-1?«-1)) — , 

1 » 

i ' 

lim 
X—X 

logtf — 
1 » 

0, 

et il s ' ensuit 

(3) lim " = r - V <„, 4 - C - loga , Ad m + x Ad ml 
¡.i ),i i 

où (J = — F (1) est la constante d ' B u l e r. 

En prenant 'f(x) = —, x = n entier, on aura la formule s ignalée récem-

ment par M. N i e 1 s e n ('), car le deuxième membre de 1' équat ion (3) n' est 

autre chose q u e 

(3') — li er". 

Si dans la formule (1) on fait x = n-1- 1, n dés ignant un entier, on aura 

v—1 '«-1 

(•) Giornale, vol. XLIV, p. 15. 
V O L . X L V . 12 
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formule qui a lieu quel que soit z, mais qui permet d'obtenir aisément la va-
leur approchée du premier membre lorsque z est très approché de 1. 

Remarquons que la fonction 

f(x) = 
^àm -¡-x 

donne encore 
ra+1 

I f{x)dx = — li(z") 

et que la formule (3) peut s'obtenir directement, lorsque on fait 
u 

1 — ?(x) = ; 

en écrivant — = h, le premier membre de (3) devient 
x 

Z t t ^ T ' l m i À = 0 ' 
t>l-=0 

et cette quantité a pour limite 1' intégrale 

r* e-»v+i) 
./, " T + T = - " < ' - » • 

Supprimant le facteur z% la série (1) devient 

oc 

^¿m -J-J-
I..—-0 

Lorsque z est négatif et approché de — 1 , on pourra faire usage de la 
formule d ' E u 1 e r 

+ + V + . . . = ^ + A , ^ ) ' + • + ... 

qui donne 

Mm -f- x x 1 — z x(x -(- 1) (1 — zf 0 
1-2 sr 1-2-3 

j-(jp + 1) (x -L- 2) (1 — zf x(x + !)(* + 2) (x + 3) (1 — zf 
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formule commode, lorsque x est positif et assez grand, pourvu que —z\-
La limite pour z —— 1 donnera une formule connue de la théorie de la fonc-
tion gamma. 

Daus F identité (4) je pose maintenant z — 1 f(n), <p(n) désignant une 
fonction telle que 

lim nf(n) = a ; 
n—® 

j ' obtiends 

l i m ( y [ i + y w r _ l o g J 
n—ce V i 

(5) 
oe 

= c — 1)m8-' ^ T = ^ ~ l oe a > 
»t—i 

a 
et en particulier pour <p(n) — — , 

(5') lim ] " V - ^ — logn ^ = lie" — loga. 
ît—® I ^^ v ^ l v—1 

En revenant sur la formule (1), je divise par z*-1 et je dififérentie par rap 
port à x en faisant x = 1 ; j'obtientls ainsi les formules dont la première con-
cerne la fonction dilogarithmique de L a n d e n : 

<7) 1 v = 2 ! ^ ( 1 T i ) " - T " o g i , ' l o g ( 1 - " > + T """ + : (3)-

En prenant la dérivée dans la dernière équation et comparant avec (6 ) , 
il vient 

/z i \ni * i — i y , i zpz 
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Dans cette identité je fais z = -—^— : elle devient 
1 -j- x 

30 X 

i-10^(1 + x) = (1 + x) ; 
»»«a î 

en observant que 

[ »̂H 

nous aurons enfin la formule bien connue 

[iog(i + x)]2 = 2 1)m+1^TTT' i ' ' , '+ '" 
+ : 

w=i 

Ainsi 1' équation (1), tout en étant de nature complètement élémentaire, 
est liée aux fonctions de catégories différentes, comme logarithme intégral, 
fonction gamma et la trascendante dilogarithmique. 

Pour des valeurs rationnelles de x la fonction 

* 

4m x 

s'exprime à l'aide des trascendantes logarithmiques, sous forme finie. 
Le développement demi-convergent (') 

= | Q ( 1 - . , , ) + ¿ e - + ^ 2 < 1)V"1 ( I n « 2 1 - ' *)v > Ad(mu-\-zy u ' ' 1 ' z* Ad ' (2v) 
M̂ O -jI'2'3'"'-

dans lequel G (s, s)v sont certains polyuomes, donne naissance à une formule 
analogue à (3), que je m'abstiends de signaler, puisque j'envisage un dévelop-
pement pour solution plus avancé que toute formule eu limites qui s'eu tire 
immédiatement. 

(') Journal de CrelU, T. 130, p. 6<1. Pour le cas particnlier de « = 1 cf. l'Intermédiaire, 
T. VIII, Question 2155; 1901. 


