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Démonstration nouvelle de la propriété fondamentale de U’in-
tégrale eulérienne de premiére espéce; par M. Lercu, docent
a Ecole Polytechnique tchéque de Prague.

(Séance du 15 juin 1887.)

Plusieurs démonstrations ont été données de la formule

1

‘[ 2511 —z)1ds = II“_((‘.:)——I-L:));

quoiqu’elles ne laissent rien & désirer a ’égard de la clarté et de la
simplicité, je crois néanmoins que la démonstration suivante nc
serait pas superflue en se fondant sur les principes de la théoric
des fonctions et sur le théoréme de Cauchy sur les intégrales
prises entre des limites imaginaires.

Je suppose connues les deux propriétés fondamentales de la
fonction gamma, savoir

T
0 3
SIn T2

F(a+1)=al(a), F(a)T(1—a) =

dont la scconde prouve que ril) est une fonction transcendante

cntiére de a.
Soient s, ¢ deux quantités complexes dont les parties réelles

sont positives et considérons I'intégrale
1
(1) B(s, t)::f 35-1() — z)-1d3,
0
ou l'on pose

35—1 = els-1)logs; (1—s&)t= e(l—i)los(s—:)’
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les logarithmes étant pris en sens arithmétique. En supposant que
les parties réclles de s et de ¢ sont supéricures a 'unité, 'intégra-
tion par parties nous donnera la formule

(2) B(s, t)= B(s—x,t)

sS4t —

Pour déterminer la nature analytique de la fonction B(s, ¢), con-
sidérons I'intégrale

(3) Es, )= [ s-10—s)y-tds,
(1,0,1)

prise le long d'un contour fermé (1aa’a’«1) enveloppant Porigine
'a’a du centre zéro et du rayon a <[1.

D’aprés le théoréme de Cauchy, cette intégrale ne depend point
de la valeur de a ct nous aurons, comme 1l est facile de voir,

au moycn d'un cercle ao'o

0 1
E(s, ¢t) =./ 3511 — z)~1 dg + e2mils—1) [ zs-1(1—3)-1ds,
1 SO

ou, ce qui est la méme chose,
4) E(s, t) = 2fesmisinms B(s, 2).

Or l'intégrale (3) existe pour chaque valeur finie de s et 'on
démontre ais¢ément qu’elle est une fonction transcendante entiére
de la variable s, la partie réelle de ¢ étant, bien entendu, supposée
positive.

Donc la fonction

B(s, t)T(s+¢)
o =< >~ 7
(5) (s) TG)
est une fonction analytique uniforme ct I'équation (2) montre
qu’elle admet la période 1. Il s’agit des infinis de cette fonc-
tion-ci. Comme le montre I'équation (4), nous aurons
(s, O)T(s+t)
®(s)= 2ies™ sinms T(s)
ou, ce qui est la méme chose,
5 bis) P(s)= ?Lﬂie—sm‘r(l — s)T(s+t) K(s, 1).

La fonction T' (1 — s) nc devenant infinie que pour s=1,2,3,.
ctl'(s+ () pour s+t =0, —1, — 2, — 3, ... on voit que 199
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infinis de la fonction ®(s) sonL contenus parmi les valeurs de la
forme s = n, — ¢, — t — n en représentant par n un terme quel-
conque de la série des nombres naturels 1, 2, 3, ....

Quant aux valeurs de la forme s =n, on voit, d’aprés le théo-
réme de Cauchy, que V'intégrale (3) s’annule de serte qu’elles ne
sont que des points ordinaires de la fonction ®(s). Il ne s’agit
done que des points tels, que s + ¢ soit un nombre entier négatif
ounul, s + ¢=— n. Dans ce cas, la fonction ' (1 — z)*~! sera
uniforme dans le plan aflecté de la coupure (o...r1) ct le théo-
réme de Cauchy nous donne

E(s, t)=‘/\zs-1(1—z)’—i dz,
C

cette intégrale-ci devant étre prise le long d’une ligne fermée
simple C enveloppant la coupure (o...1). Soit, en particulier, Cun

1 , ) .
cercle du rayon - =1 et de centre zéro; posant 3 = 7 il vient
E =f z—5~t(2 —1)-1 dz,
{0)

cette intégrale étant prise le long du cercle du centre zéro et du
rayon 7 <C 1. La fonction sous le signe f étant uniforme ct finie

pours + ¢t —— n al'intérieur de ce cercle, le théoréme de Cauchy
montre qu’on aura, pour s +-t=—n (n=0,1, 2, ...),
E(s, ) =o,

et il s’ensuit que la fonction ne devient jamais infinie, de sorte
qu’elle est une fonction transcendante entiére de s et, puisqu’elle
admet la période 1, elle sera représentée par une séric de la forme

(6) ®(s) = 2 Ak,  E—=es,

Viz—x

dont les coefficients A, ne dépendent que de ¢.

C’est en combinant les propriétés de la fonction ®(s) exprimées
parles formules (532) et (6) que nous pourrons prouver la formule
en question. Supposons a cet effet que la partie réelle de ¢ est
contenuc entre 1 et 2, tandis que celle de s doit &tre prisc ou nulle
ou entre les limites (o...1). La partic réclle de s + ¢ étant con-
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tenuc entre les limites (1...3), nous aurons
@® =
f e—sgs+i-1 d:.l <f e—>52ds,
0 Q

(2) [T(s+t)|< 2.

[IT(s+1¢)|=

c’est~a-dire

Soit wi la partie imaginaire de s; je dis qu'on peut déterminer
unc quantité m telle, qu’on ait, pour chaque valeur de u supé-
rieure ou égale en valeur absoluc 4 m, I'inégalité

(B) |r(:—s)|<é+s

o étant une quantité positive donnée d’avance.
C’est ce qui résulte d'un théoréme donné par M. Prym (') ct
démontré d’'une maniére plus simple par M. Hermite (2), savoir

I‘(l-—-Z):i ,(v;ll)i_s)+f e—:3-5 dz.

v=0

En effet, on a, la partie réelle de — s étant négative,

|f e:z-5ds <f e~ z=—'

on peut supposer d’ailleurs m tel que, pour |« |2 m, on ait

(— l)v ~

2 vi(v+1—5) <%

vy=0

d’ott il suil ce que nous avons affirmé.
On a de plus
1
E(s, t) ::(e"“‘is—l)f 2 1(1—z)1ds+ 11— z)-1ds.
o (xa' o' o)

Dans la seconde intégrale du seccond membre la variable 5 peut
se meltre sous la forme

z = ae%, S =(o0...27);

(") Je ulnal de Borchardt, t. 82.
(*) fbid., t. 90, Lettre a M. II.-A. Schwarz.
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en se rappelant que

|zs—l | — e—ud I As—1 |’
nous aurons

lf 251 (1—z)-1dz
(oo’ oet)

et, puisque la partie réelle de s et de £ — 1 est positive, cette quan-
tité est moindre que

2T
<|1S(1—a)'--1|f e—u5d3,
0

i — e-ulm
[ 1S d9 = I—e™,

Jo 124

1
f 25-1(1—z)-1ds
o

On a enfin

1
<f z—ldzzlogi,
® xZ

de sorte que

27
|E(s, t)| < | ed™is—1]log i +f e—uSd3.
[}

Le premier membre étant indépendant de «, on doit, en faisant
a converger vers l'unité, que
1 — e—u2m
() VE(s, &) |S——
En combinant la formule (5 bis) avec les inégalités (a),(B), (¥),

on trouave
[ — e—uaT

| P(s)esml] < é (% —+ 8> _—

u

Si donc « est positif on peut déterminer m tel que pour w2 m
. 11— e—ulm
on ait ———— < 3, de sorte que

(a) [ #(sem| < 2 (5 +3),

et, si w est négatif, on pourra trouver m tel que, pour — ©>m, on
ait

e2un ._—_(l —em) <8

u 1

de sorte qu'on aura ‘
, e S /1
(a) |®(s)e ml<;(;+a).

XV. 12



— 178 —

La fonction ®(s) admettant la période 1, il suit des inégalitds
(@), (') qu'on pourra déterminer une quantité p (= e=™7) telle
que, pour chaque valeur de § moindre en valeur absolue que p et

our chaque £ plus grand en valeur absolue que =, il subsiste des
p q plus g que s

inégalités

() | ®(syem | =| D Ak | <8,

(%) |@(s)e-sm|=| B Agmt| <,
y=—o

¢ étant une quantilé positive donnée d’avance. Or il suit de ()
qu’on a nécessairement
A,=o, (n=1,23,...)

ct’on obtient de méme de (')

A_p=o0, (n=r1,2,3,...)
de sorte que nous aurons

d(s)= Ay,
c¢’est-d-dire que la fonclion ®(s) ne dépend point de s. La for-
mule (5) nous donne d’ailleurs

r .l\
B(S, l) == 1‘((:_1_ f()_)’

d’ou I'on conclut aisément que l'on a

Ag=T(2t),
de sorte qu'il vient
_T(s)T(e)
B(S, t) = Lr(s+7)_’

cc qui est la formule dont nous avions en vue la démonstration.
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