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•ODIFICATION DE Ll TROISIÈME OÉiONSTRITIOH DONNÉE PIR GIÜSS 
DE LA LOI DE REPROCHÉ OE LEGENDRE 

r u 

M. LKRCH 

(à Prague) 

II y a déjà une foule des démonstrations du célèbre théorème 
arithmétique appelé la loi >le réciprocité de Legendre, el parmi 
elles plusietires reposent sur le même principe que la troisième 
parmi les six démonstrations données par tiauss de ce théorème. 
C'est aussi la démonstration suivante que je vais développer. 

Dans cette note je fais usage du sjmbole E(x) qui représente 
le plus grand nombre entier contenu dan» la quantité x supposée 
réelle et positive, de sorte que la différence x — E (x) sera ou 
zéro ou une quantité positive inférieure à l'unité; ensuite, je re-
présente par R (x) le résultat qu'on obtient en retranchant de la 
quantité réelle x le nombre entier qui lui est le plus approché, 
de sorte que la quantité R (x) est ou positive ou négative, mais 

toujours contenue entre les limites — . . . -i-^, de sorte qu'on 

Enfin, x étant une quantité différente de zéro, je représente 
par le symbole sgn. x (lisez signum x) ou + 1 ou — 1. selon que 
* est positif ou négatif. Ces deux dernières fonctions numériques 
ont été introduites par M. Kronecker. 
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fl. Soit maintenant p un nombre premier supérieur à 2, q un 
nombre entier positif non divisible par p, et posons 

(1) a, — itq—p — 2pE (v-1,2,3....^). 

Les nombres ai , a j , . . . a^—i sont évidemment tous entiers, 

positifs ou négatifs, impairs, el en valeur absolue moindres que p. 
Je vais en premier lieu en déterminer les signes. Comme le nom-
bre a f a le même signe que le suivant 

— _ -

2p~ p \pj r 

il suffit de considérer ce dernier nombre. Or la différence 

— — E ) P \P/ 
V Q fl, 

étant le reste positif de la fraction — , la quantité — sera po-
P sitive ou négative selon que 

et comme on a dans le premier cas R ^ — ^ < 0 , el R > ® 

dans le second, on voit que sera positif ou négatif selon que 
/ v o \ 2 P 

R ^ y s e r a négatif ou positif. 

En d'autres termes on a 

H - ; ) — ( t > 
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ou ce qui est la même chose, 

(2) sgn. a, — — sgn. R 

C'est celte formule qui exprime le signe de a, par celui de la 
fonction arithmétique R (*). 

Je dis maintenant que les — nombres a, sont différents 

même dans leurs valeurs absolues. Car en effet, si at et a, au-
raient la même valeur absolue, ou devrait avoir ou a, = at ou 
a, — - a f , c'est-à-dire l'un des deux nombres a, =t ap devrait 
s'annuler. Or les nombres , p étant supposés contenus dans la 

P— ' ' 
série 1 , 2 , 3 , . . . — - — , la valeur absolue du nombre » ± p sera 

moindre que p — I ; ensuite, on déduit de l'hypothèse a. ± Of = 0 
l'équalion suivante 

2(v -p)îHI * l)P + 2PE(y)» 

dont on voit que (v ± p) j doit être divisible par p. Or q étant 
v — P 

premier avec p, il faut que soit un nombre entier, ce qui 

est impossible, le numérateur étant inférieur h p — 1. Donc tous 
les nombres a, ont leurs modules différents entre eux. 

Cela étant il est clair que les nombres a* ne diffèrent que par 
l'ordre et le signe des nombres de la suite 1 ,2 , 5 , 7 , . . . p — 2 . 
de sorte que le produit a\ ag ag . . . a^—i a pour valeur absolue 

f 
le nombre I . 3 . 5 .. .p — 2 , et comme son sign-ï équivant au 
produit des seconds membres de la formule (2), savoir 
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o c aura évidemment la formule 

| dj a s a 8 . . . dp—1 

^ i If i 
I ) s ' 1 . 3 . 5 . . . (p —2)sgn . Il ( R \ ~ J -

Or l'équation (1) montre qu'il subsiste la congruence 

a, ~ 2 v ç , (mod p) , 

de sorte que nous aurons 

« , a , . . . û p _ , = I . « . 3 . . . . ( 2 Ç ) « ( P _ , ) , (modp). 

et l'équation (3) nous donnera, par conséquent, la congruence 

i ?(p-l) / \ ~ (— 1)* 1.3.5 . .. (p-2) sgn. H R ( —) •-i \P/ 
prise par rapport au même module p. 

En multipliant les deux membres de cette congruence par le 
nombre 

2.4.6 ... (p - 1) - 2*(lP_,!'. 1.2.3 ... i, 
« 

il vient 

13*) 
:(-l)^')(p-l)!sgn.nR(^). 
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Or le théorème de Wilson exprimé par la formule 

(p — 1) ! = — I , (mod p) 

conduit à la congruence 

( l . 2 . 3 . . . L l i y ^ - t - t p ™ , (modp), 

1 . P+1 P + 3 < . 
puisque les nombres ——, , . . . p — 1 sont congrus aux 

2 2 p— 1 p—3 , • j. , . 
nombres — , — , . . . — I ; on a ensuite, d après le 
théorème de Fermai, 

4 » ( , ' ~ , ) = 2 P - > - I , (modp). 

D'après ces trois congruences la formule (3 •) se change en la 
suivante 

g* -^Sgn. n R ( — ) . (modp)\ 
.=1 \ P / 

et c'est cette congruence qui joue le râle capitale dans la démon-
stration qui nous occupe. 

Cor en représentant avec Legendre par le symhol ^ ou 1 

M — 1 selon que la congruence — q, (mod p) a ou n'a pas de 
racines, on sait depuis Euler que l'on a 

p - 1 

ce qui est en même temps le théorème te plus élémentair de la 
théorie des résidus quadratiques. 
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D'après celle formule la congrucrire (4) se change en l'équation 

D 
(S) B r ( ^ ) 

qui se trouve établie dans plusieurs articles fort intéressants de 
M. Rronecker (*). 

• . La formule (5) n'exprime que ce que le symbole 

équivaut ou à 1 ou 6 — 1, selon que le nombre des termes néga-
tifs de la série 

est pair ou impair. Cette série peut être remplaçée par d'autres; 
par exemple, le signe de la quantité t g * x ou celui de sinSta* 
étant le même que celui de R(x) on peut considérer les séries 

vow . 2vow -—, sin—-
P P 

au lieu de la précédante. 
Je me borne seulement à remarquer que la somme 

y(p-U 
(6) J, ^ ' - ^ " ( y ) ] 

est précisément égale au nombre des termes négatifs de la sé-

rie (5). Car si sgn. R ^ — ^ — 1, le terme correspondant de la 

(*) Silzongsberichte der kôn. preosslschea Akad. d. Wiss; mai et juin 1884, avril el novembre 1885. 



1 4 3 

somme <s disparaît, tandis qu'il deviendra égal è l'unité eu supposant 

que R ^ soit négatif, c'est-à-dire que sgn. R >= — 1 ; 

on aura donc la formule 

M ( f ) - ' - 1 1 ' -
Pour transformer la somme (6) je considère de nouveau les 

nombres a, introduits au commencement. Les nombres a, étant 

affectés du signe — sgn. R ' e 9 produits a, sgn. R s e~ 

ront négatifs et coïncideront à l'ordre près avec les termes de la 
série — 1, — 3 , — B, . . . — [p — 2) , dont la somme est 

- ( W 
de sorte qu'il vient 

! (p_ l ) 

ï, " ( ? ) ] • » " 
il s'ensuit la formule 

" i X ^ - m - ' ^ ) 

- s ¿ v * ® - ^ ) ' • 
eu la retranchant, membre è membre, de l'identité 

ï ^ r / xi • < F ' ^ / ^ 
A [*•-"(? H i

1

« - ' .
 E

(y) 
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il vieol 

\i ["-'e(7)][— b(7)] 
' J, * [ — ( ? ) ] - > i , 

Or les fadeurs 1 — sen. R ( — ) étant ou xéro ou deux, on voit 

que le premier membre est un nombre pair, et le nombre p étant 
impair on voit aisément que le second membre n'est pair que si 

(7) 

Jt f + (mod2) ; 

c'est donc une formule qui permet de remplacer la somme (6) 
par un nombre de la même parité, ce qui sulGl pour notre but. 

Prenant alors q = 2 et se rappelant ce que, dans ce cas, tous 
2v / 2 v \ 

les fractions — étant moindres que l'unité, on aura E ( — 1—0, 
P \P/ 

de sorte que la formule (7) nous donne , 
a ^ — - — , (mod 2) , 

9 

et par suite l'équation (6 •) devient dans ce cas 
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Suit maintenant q un nombre impair; dans ce cas le nombre 

8 
- ( g — l ) sera pair et la congruence (7) deviendra 

(9) o - ' ï E ^ V (mod 2). 
\ P / 

Cette formule n'exige que cc que le nombre q soit impair et 
DOO divisible par le nombre premier p. 

Mais si l'on cherche l'expression 0 , 1 doit supposer que 

même le nombre q soit premier et différent de p. 
Cela étant supposé rempli, la règle exprimée par la formule (6 *) 

nous donne 

¿-(p-1) 

(10) E ( ^ ) . (mod 2 ) . 

Je vais maintenant prouver la formule 

A cet effet je suppose q < p et je considère la droite OP dont 

l'équation, dans le système cartésien, soit y — — x; soit P le point 

de cette droite dont l'abscisse est x — ^ - ( p — I ) et dont l 'or-

donnée sera donc 

de sorte que 

10 
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En représentant par P\ P 7 les projections du point P sur l'axe 
des x et des y, j'observe que le triangle rectangle OP'P contient 

ï{p~1) /* \ 
précisément 2 E ( — ) points dont les coordonnées sont des 

nombres entiers positifs, ainsi que le triangle OP''P contient 

ï M / \ 
2 E ( — ) des points de cette espèce. Comme le contour de 

ces triangles ne contient aucun de tels points, on voit que la somme 

équivaut au nombre des points, è coordonnées entières et posi-
tives, placés dans le rectangle OP'PP", et ce nombre étant évi-
demment le produit — . — l'équation (11) est démontrée. 

35 

Alors il résulte des formules ( 6 » ) , (9), (10) et (11) la suivante 

m - ™ 
{(P-D(i-I) 

qui exprime le célèbre théorème de Legendre que nous voulions 
établir. 
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