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SUR UN THEOREME RELATIF A LA THEORIE DES FONCTIONS
ELLIPTIQUES

{Extrail d’une letire adressée & F. Gemes Teixeira)

FAR

M. LEncH

(4 Prague)

Je prends la liberté de vous communiquer une démonstration
d'une propriété de la fonction elliplique

x
© (1)= 3 8""‘.
=——00

ol le coefficient de i dans la quantité complexe v est supposé
positil, .

Dans les Monatsberichie de Berlin de 1880 Mr. Weierslrass
dit que cette fonction n’'existe que pour les valeurs de ¢ dont la
partie imaginaire cst posilive, c’est-a-dire pour lesquelles le mo-
dule de la quantité g==e*=t est inférieur & 'unité.

Il en a donné une démonstration dans son excellent livre
Abhandlungen aus der functionenlehre {1886). Dans le lome cité
des Monatsherichte se trouve aussi un article de Mr. Kronecker
(Ucber den vierten Gauss’schen Beweis elc.) contenant un grand
nombre Jes remarques méthodiques relatives A la théorie des
fonctions elliptiques. L'étude de ce mémoire m'a inspiré une aulre
démonstration Je la dicte propriété de la fonction @ (<) que j'ai
faite avont Ia lecture du livre cité de Mr. Weiersirass et qui est
bien différente de celle qui a été donné par I'éminent géométre
de Berlin.
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Soit a une quantité réelle positive et prenons

r=2+"+.i, a>0
[}

m, n étant deux nombres enliers; nous aurons évidemment

2 2m,?
e(l’;i+.i)= Y oen e

——ll

posant alors

v=r+pn, (r=0,1,...,n—1)
il vient

Om ) 1 1”.; ®
(1) e (——+¢l) =3e" Y ernlrtua)y,

Il g’agit ici de la maniére dont se comporte la fonction

© (2—:1 + ..')

peur les valeurs infiniment peliles de a, ce qui sera connu qunnd
on reconnaltra le caraclére correspondant de la série

@) = 3 camrpmar

pm—z0
C'est pourquoi je me borne & I'élude des séries
= E
S"E. 3y ees{rtpua) S"r= N g—an(—rtpay

dont la somme est évidemment égale & S,.
La fonction e—==(r+*»)* de la variable réelle 3 décroissant quand
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3 croit dépuis z8ro jusqu'a I'infini nous avons d'aprés un théoréme
élémentaire

1
e—an(ripa)t s f"+ e—3n(r+m) gz <, g—aw(r+pata)t
=

ou, ce qui est la méme chose,

r -
ne—ax(rhpa)t J a7t g ~ g—aw(rtpatn)?
r+en

En y posant successivement ;n =0, 1, 2, ... et en [aisant la
somme des résultats nous aurons

n ; e—ax(rtpa) >fa—"”d.t>n ; %% (r}pa)?
p=0 r p=t ‘

d'ou l'on conclut I'égalité
nS',=f¢-’"’dx + e, (0<oi< ).
r

Posant s =z /e il vient

f"e—m'dz-Lf' o ds
r ‘/ﬂ rye

et par conséquent
nt/GS'r‘f e ds + ney/ac—r
rys
d'oir on tire la formule

e |
li S =] e dz—-—.
nlimy/a S, Jo 3 3
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On treuve de la méme maniére

nlim /a S = -,
ascl) 2
de sorte qu’on aura
(3) nlim ya S, =1{.
a=0

Donc nous aurons’ d’aprés I"équation (1)

a—q 2w
*) lim-e(gﬂﬂi) VR A g "-=q>(3"l).
a=0 n R rag A\ n

Supposons donc qu'il existe pour uue certaine valeur réelle 7
une série de la forme

cotey(r—to)Fea(r—m)tt ... (v=x)+...

comvergenle dans un cerlain entourage du poinl 7, €l que, pour
les valeurs de © de cet enlourage ayant lu partic imaginaire po-
silive, cette séric soit égale & la fonction © (r). Celte supposition

exige, pour chaque valeur rationnclle — contenue dans I'inter-
n

valle (vo—p ... to+¢). quelalimite lim © (2—"‘ + m') soit finie, de
a0 n

sorte qu'on ait, d'aprés (%), & (2Tm) = 0. Mais c’est impossible

puisqu'on sait depuis Gauss et Dirichlet que chaque intervalle
. L . 2m m
contient une infinilé des nombres rationnels —-- tels que @ .
n

est différent de zéro. Done la fonction i (:) n'existe point pour
les valenrs réelles de < de sorte que I'axe réel est une ligne sin-
guliére de la fonction © (=) ce qui est le théoréme en question.

Yous voyez, Monsicur, que 1a démonstration de la formule (3)
que je viens de développer est au fond la méme qui a été donnée
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par Poisson et Cauchy, mais elle est exacle tandis que celles—ci
ne le sont pas.- A la maniére dont j'ai obtenu la formule (3) peut
&tre substituée avec succés la suivante qui repose sur le théoréme
de Poisson exprimé par la formule

i

c ’

= (/) n (2

ot
fa(u|v)m= ¥ emiietin

Y=

ol

el ol (\/%) désigne, d’aprés Mr. Kronecker, celle des deux
valeurs de la racine {/ — dont la partie réelle cst positive.
T ‘

En effet on voit d’aprés I'équalion (2) que
8, == e~=* by (nai | n¥ai);

en y appliquant la formule de Poisson on trouve

by (naiated) = /e 00 (T]50)

d'ol on tire
i
—_Y=1
n‘a)
d'vit I'on a la relation cherchée (3).

Vous aver recu sans doute ma petite note o Contributions d la
théorie des fonctionsn {insérée dans la Société Roy. des Sciences
de Bohéme en 1886) oi j'oi développé une démonstration de ¢e
que la fonctivn g (| =) o Faxe réel dans le plan des © pour ligne
singulitre quelle que soit la valeur de u (& Pexceplion du cas o
cetle fonction s'annulle pour chaque valeur de 1), et cette dé-

li-l:lon Vahs (nai| n‘ai).—_linoos (%
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moastration a élé extremement facile pour les valeurs complexes
de u. Daos le méme mémoire j'ai démontré que la fonction

b \J
¢(z)= 2 2*
=0

n'existe que pour_ les valeurs de z dont le module est moindre
que l'unilé. Voici une autre démonstration de ce fait.

Posons z = ¢*™* en supposant positive la parlic imaginaire de z.
En écrivant

& () = [(@) = 3 o'

v
nous aurons

m . L v, =
a —+ - LS L
(@) r(ga—l ¢l) b

m, n étanl deux nombres enliers, le premier quclconque, le se-
cond positif, et x désignant une quantité réelle et positive.
Considérons la fonction

p(s)= E_ et

qui figurc dans le sccond membre de 'équation (a).
L'inégalité évidente

e—ani’ > JWH emen gz > g—aer
’
nous offre la suivante
g (a)> . eV dz> "1 + g ()
d’ota nous aurons

B sl)=| dites, (0<e<t)
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Posant maintenant a22=¢ il vienl

0 . o0 i
J " dzmc e—"ﬂ. c=—0=.
" at® t g2

Or cette intégrale est une fonction de la forme clga + ¢ (a),
§ (z) étant inférieur & une certaine limite finie indépendante de
la valeur positive de la quantité suffisemment petite a, de sorte
que l'on a suivant I'équation (b)

Iim@——i—

= Iga Ig2

et, par conséquent, la formule

f( o+ ai
:i_"j, (2131 )-Iglﬁ

d’'oir I'on conclut (acilement le théoréme dont il s’agit.

J'ai déjd remarqué que la méthode appliquée par Poisson et
Cauchy pour la démonstration de la formule (3) est inexacte.
Elle consiste dans le changement d'une série en une intégrale
définie, changement tout a fait analogue & celui dont je vais al-
firmer I'illégitimité. Pour démontrer la formule

on s'est servi du raisonnement suivant: «Soit § une quantité po-
sitive moindre que %, et considérons la formule

© ginwy} n—s_

vw—t Vv3 2’

en posant “?:4,(.::) elle devient

3 =2
';’¢(98)8=T.



10 JORRAL DE SCIENCIAS

Or pour les valeurs infinimeut peliles de § le premier membre

s'échange en
’ }(x)dz, etc.»
0

Vous voyer, Monsieur, que ce passage de la somme 3¢ (v3) &
a I'intégrale f y (z) dz est inadmissible et il pourrait conduire
0

aux résultats inexactes; il est donc lui méme & rejeter si on ne
le peut modifier d’une telle mani¢re comme je I'ait montré plus
haut dans deux cas trés-simples.
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