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S U R U N E M É T H O D E P O U R O B T E N I R 

LE D É V E L O P P E M E N T EN SÉRIE T R I G 0 N 0 M É T R I Q U E 

D E Q U E L Q U E S F O N C T I O N S E L L I P T I Q U E S 

FAK 

M . L E R C H 
k rUAGUE-VINOHRADY. 

Je vais développer une méthode directe et très simple pour obtenir 
le développement en série trigonométrique de la fonction 

+ ») 
- w ' 

où 
u? 

BAu) = 1 + 2 T. (— i)"(/""cos 2 nu-, q = eT~'. 
n - 1 

Ladite fonction admettant la période i et restant finie à l'intérieur de 
la bande indéfinie limitée par les deux parallèles à l'axe réel menées 
par les points u = pourra s'exprimer par une série de la forme 

OQ 

z 0n{x)é2,,uzi, 
v — — as 

où l'on a posé 
i 

0 
>nalhew<ttica. 1-2. ltjiprimé le !J7 septembre latig. 



52 M. Tjcrch. 
Je considère d'abord l'intégrale 

ii 

qui définit évidemment utie fonction entière transcendante de la variable x. 
D'après la formule 

»90 (x + m + m) = (— i )" e—^^-'^f/^x), 
dans laquelle m , n représentent des nombres entiers, nous aurons 

(3) (fit{x + m + nz) = (— 1 )"<Dti(x). 
Or l'intégrale au second membre de la formule (1) s'évanouissant pour 
x — o toutes les fois que n est différent de zéro, il résulte de l'équa-
tion (3) que la fonction 0o(x) s'annule en posant 

x = m + nz, fcî, 
de sorte qu'elle peut se mettre sous la forme 

(4) • . W - a à â « « ' 

où Cr(x) désigne une fonction entière transcendante qui peut se réduire, 
bien entendu, à une constante, et où nous avons posé comme il est d'usage 

HÁx)-== 2 ¿ ( — i ) ' v / - ' " n ) V m ( > + i)u7T. 

L'équation (4) combinée avec la formule (3) et avec l'équation connue 

(x + m + nr) - (— + (.,:), 
nous donne la suivante 

(5) g ( , + w + fl,)_sM-
^ sin 7t{x + m + i?r) />,(») "K ' 
dont nous allons conclure que G(x) est une constante. 

Supposons à cet effet que x se trouve représenté par un point quel-
conque appartenant au yarallélogranime (les périodes dont los sommets ont 
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pour affixes les quatre quantités ± - + - , de sorte que la fonction »^(¡r) 
2 2 

ne k'annule qu'au point x = o. En supposant n £ o ce point sera de 
même un zéro de la fonction <PH(x), et on aura d'après un théorème bien 
connu de M. DAKBOUX la formule 
(6) <Dn{x) = lx<K(x'), 

où < i, et où x' appartient aussi au parallélogramme des périodes. 
Comme on a 

i 

COO == I //„(m) 
• du, 

il existe une quantité finie M telle qu'on ait, pour toutes les valeurs 
de x en question et pour toutes les valeurs de n différentes de zéro, les 
deux inégalités 

\0'n(x')\<M\ 
< M*, 

dont oïi conclut, au moyen de la formule (6), l'inégalité suivante 

( 7 ) < M. 
Or chaque quantité z, dont la partie imaginaire se trouve en dehors 
d'un certain intervalle fini (— fii... ¡31), pouvant se mettre sous la forme 
x + m + ut, où n ^ o, on obtient des formules (5) et (7) l'inégalité 

(8) G{z) | < M\ sin « | 

qui est satisfaite pour chacune des dites valeurs de s. Ensuite, la fonc-
tion <P0(z) admettant la période 1, on aura de même G{z + 1) = G (z), 
et p̂ar conséquent on pourra exprimer cette dernière fonction par une 
série toujours convergente de la forme 

G{z) = Z A„e-, Ç = e*r'. 
Ce théorème peut être iei remplace par un semblable dû à M . MANSIÓN. 



54 M. Lorcli. 

Cela étant l'inégalité (8) se décompose en les deux suivantes 

ZJ £211+1 
-"il n = — x < M pour | Î | < c~'\ 

ZA £ 5 ) 1 - 1 
" i l •» 

Il => — / 
< M pour | ç | > e ', 

et celles-ci entraînent les suivantes 

| A_n | < M| ç I1'"1 pour | ^ | < e-'5, 
et 

| An\< pour > c ' , 

qui exigent que l'on ait An = o sauf pour n = û. Il faut donc que 
l'on ait G(z) = J0 et l'équation (4) deviendra, par conséquent, 

® •.<«> - J 
» 

puisqu'on obtient sans peine 

1 «,(*) 
'l.jrjl, s il) XX 

-I = - = 1 , 0 W o 

Ensuite l'équation (5) fait voir que 

de sorte qu'on aura enfin 

formule dont 011 conclut la suivante, après une transformation du second 
membre, 

( I I I ' ) 
i)[,%(H + X) -A—4- 4rXV"" sin tz( 21111 + mx ), fĴ Çv̂ iï̂ x) sin 7tx 

les indices sommatoires étant m — 1 , 3 , 5 , . , . ; n — 1 , 2 , 3 , . . . . En 
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changeant, dans la formule (III), x en x + ou en x + ^ o n obtient 

après des transformations convenables d'autres formules analogues à (III') 
et c'est de ces développements que M . H I Î K M I T E avait tiré quelques for-
mules intéressantes de la théorie des fonctions elliptiques.1 Je me borne 
seulement à remarquer que la formule (III') conduit à, la suivante 

3 ï 
j'WïïJifte " 2 '«<• + Vî) + 
1 

où nous avons posé, pour abréger, 

' ri ri 

/ \ /' i z ' \ 2 (j + zeT)( I + ze~~*) 
e(z) = I -flz = — o; ^ r. Y • ' I + z* 4 ° fi 

„ (l-ze*)(i-ze «) 

Ce résultat peut s'exprimer plus simplement par la formule 

i ï 
où l'on a posé 

T» 

( IV) = (l + \/2) J J 

ri \ cas 2nur 
«/> 4 r -4- nnp. 4 I + que4 r + q"e 

ri 
n = l \ I — q"e4 I — q"e 4 , 

1 Ces formules se trouvent dans un mémoire de M. L i p s c h i t z (Bemerkungen über 
eine Gattung vielfacher Integrale; J o u r n a l f ü r M a t h e m a t i k , t.. 1 0 1 , p. 223) dont la 

seconde partie est consacrée aux résultats do M. H e r m i t e . 


		webmaster@dml.cz
	2019-09-12T09:17:31+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




