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10. 
O jistých výrazech příbuzných integrálům Eulerovým. 

Napsal Matyil Lerfih v Frue. 

(Předloženo 7. února 1890.) 

Ve svém pojednáni AdnoUxtionés ad teriem 

ft&býral so dr. S c h a e f f e r 1 ) nadepsanou řadou, hledě při tom křadé 
OausBoyé (hypergeoinetrické) jakožto yzorn, jejíž jest ona zvláštní 
případ. 

Znaménko hodnota řady (1) ť ( 0 » V% při čemž v jest abso-
lutné menií jednotky, obdržel řečený mathemntik rozmanité výrazy 
pomocí omezených integrálů, které zde uvádíme: 
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Při stylisací mého pojednáni9) o integrálech Eulerových napadlo 
mi studovat! integrál 

») CMleAr žurnál ir. 87, p. 197. 
•) VAitatk král. čctkó Společnosti oáuk s r. 1880, sir. 188. 



138 H&tytí Lereh 

(2) 3Jř(a, b) = /V-(l — «O^d®, 
• 

kde o je pravý kladu/ zlomek. Napodobiv Boarguetův dftksz Hoce-
Tfliova norce obdržel jsem rovnřž řadu (1). 

Ačkoli nikterak nepřeceňuji tento velmi jednoduchý a snadný 
výsledek, přec mám za to, žc elegantní forma výrazů ta přicháze-
jících zasluhuje, aby funkce tyto v Širší známost vešly, x kterážto 
příčiny nYořqjňiiji BVÓ úvahy tak, jak jsem je provedl před poznáním 
citovaná práce Schaefferovy. 

1. 
Vycházejme z integrálu 

(5) SJtía, J 9 B ^ d B , 
• 

kde a, 6 jsou veličiny v kladných částech reálných a n znáči kladný 
pravý zlomek 

Částečnou integraci obdržíme vzorec redukční 

( 4 ) SDK«, i) = " • ( 1 7 ' * ) t + ^ SW(a+l, b), 

jehož postoupným užíváním máme pak vzorec obecnější 

kde jsme položili jako v pojednání o integrálech Eulorových 

(•, n )= t (a+ l j (« + 2 ) . . . ( i + » ~ 1 ) ; ( . , 0 ) = 1 , (., l ) = í. 

Snadno shledáme, Že tu platí 

U m ( a £ m*+«,b)=o, 

a tedy 

(B) 3Rfe = 
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což ke dlo Schaoffbrova označení psáti též takto: 

S = o + l , a). 

* 

Kdybychom ve výrazu (2) firakci (1 — a?)4"1 rozvinali dle moc-
ností a? (řadou binomialní), obdrželi bychom výraz 

(5«) « ( « , i)= 
s \ v / « + " 

a tedy porovnáním hul (5) a (do) vztah 

liozvineme-li y právo (1 — o)-4 dle věty binomické a provedfie 
sou&ia porovnáme na obon stranách kooffidonty při ařt obdržíme 

(a + b,n)_ 1 
p I {n-pla + n - f 

Pravou stranu můžeme též psáti 

a nahradíme-li index pummační p výraaem «— vt obdržíme 

vzorec to, jqji bychom oBtatnd tóŽ elementánion eeeton algebraickou 
mohli odvoditL l) 

4) Štaflí uTtiiti, te levá strana je ryze lomenou fhnkrf nriotulnon pro-
m&mč a o jednoduchých pólech a=0, — 1, — S, . . . —«, a po té vjMffti 
pHslaini re&idm. 
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Myslíme-li si obě strany algebraické identity (6) rozvinuty dle 

klesajících mocností a, obdržíme porovnáním koofflcientfl. pH : 

Hahradíme-li ve vzorci literu a hodnotou a snčteme-li vý-
sledky pro & = + 1 , ± 2 , . . . ± N, obdržíme vzhledem k relaci 

lim i - = * cotg m 

následující výsledek: 

aneb vftSi (6a} poslóz rozvoj 

aneb jelikož levá a následkem toho táž pravá strana nezávisí na 6, 

(7a) * cotg air = lim ^ ^"j"*' . 

Substitucí as = 1—y do integrálu (2) obdržíme výsledek 

(8) SKío, b | ®) + SJÍ0, « | 1 - o) = B(a, 6), 
kde 

Výraz (8) má tu výhodo, Ž6 řady pro SW(o, h | a SW ,̂ a | 1—®) 
fconvergiqí pro vžecka konečná a, bf pokud o je uvnitř mezery ( 0 . . . 1). 
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2. 
Pišme nyní mx mlBlo 1 — « a kombinujme redukční vzorce 

»Ka, + 6) 

SDK«, = + i + 1); 

i obdržíme odtnd 

Pomocí tohoto vzorce odvodíme rozvoj 

správný pro ID < -I-. 

Ke konci jeětň vzpomeňme prvého vzorce Schaefferova, jenž 
ovšem jest jen zvláštním případem obecnějšího vz tahu Eulerova 
Nalezli jame 

SW(fll b ) ^ 1 - " ? Ha+bt a + U ®) 

a poněvadž dle řečeného vztahu 

obdržíme relaci 
mf 

kdo roalná část b moBí býti algebraicky menší než 1. 
O dalších vlastnostech funkce 9(2, y, v) nehodláme se šířiti, 

poněvadž jeví bo Jakožto Evlážtní případy vlastnosti řady hypergeo-
metrické ¿{a, ft y, a), ano g>(®, y, v) = o?, y, v). 
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