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SUR LA DIFFERENTIATION DES SERIES

{Extrail d'une letire adressto & Gomes Teixeira)

PAR

M. LencH

(Professcur i I'Ecole Polytechnique de Prague)

Je prends la liberté vous communiquer une remarque a la
quelle m’a donné I'occasion la note de M. de la Vallée Poussin
contenue dans le 3™ numéro du t. x1 de volre journal. Dans mes
legons & I'Ecole technique tschéque j'ai développé une démonstra-
lion d'un théordme qui traite un sujet analogue a celui de M.
de la Vullée Poussin, mais avec moins d’hypothéses.

Le théoréme dont il s'agit est le suivant: Supposons que les
termes de la séric infinie

L@ +hE+hRE+... L@ ..

sont des fonctions uniformes et synectiques dans une sire finie
que'conque A et que la série soit umformément convergente
lorsque la variable  parcourt tout le contour S de celte aire A.
Alois je dis que la série sera convergeote aussi pour tous les
poinls intérieurs de A et qu'elle représente une (onction analy-
tique F(r) dont les dérivées s’obliennent en différentiant les
termes de la série considérée.
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Employons & cet cffet la formule

EACLE

Onils s—x

fu(2)

ol z est un des points intérieurs de A, l'intégrale étant prise le
long du contour S dans le sens positil. Il s'ensuit

nip dz =ip .
"i‘f-(")“ Sz_:‘:nfl(‘)-

or la série 2 f, (z) étant uniformément convergente sur le con-
tour S, on peut trouver une limite my telle que, pour chaque valeur
de m supérieure A mg, chaque corps de termes éloignés 3 [, (2),
{(n=m,m+1,...,m+p) a une somme moindre qu'une quan-
lité e donnée d’avance, quelque soit p.

On aura ainsi l'inégalité

E:r- ()| <z f s

ox)g|s—z|"

en représentant par ds la différentielle de I'arc du contour s. De
12 il suit que lasérie 3fy(x) (n=0,1,2....) est convergente
lorsque = est & l'intérieur de A, mais on ne voit pas encore si
cette convergence esl uniforme. Pour cc but je représente par
k la distance moindre d’un point intérieur xo au contour S et je
considére I'entourage de ce point donné par I'inégalité | x—xq |<p,

p éant une constante positive moindre que k. La distance de
tous les points de cet entourage aux points 3 du contour S étant
inférieure & k—p, on aura | 3— x| <k—p et par conséquent

ds S

| 3—x| k—;'
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en convenant de représenter par S la longueur de la périphé-
rie S.

Ainsi lorsque z nppa:lient i I'entourage du point 29 la somme
Yfa(x), (n=m, m+1,...m+p) sera inférieure & une cons-

tante , d’oll il suit que notre série converge uniformé-

[
2 (k—p)
ment dans les environs de tous les points intérieurs de l'aire A.
On vois de méme que I'on a

Shiz _Lj‘i@ﬁ

=0 2% § 3— T '

en posant, sur le contour S,

F= 3

d'ou l'on lire nisément que nous avons dans l'entourage consi-
déré du point xy

® b » Ly F(’)’I"‘
a:ofn(I)Eni—oC.( —.to) ) C-—E s m'

ce qui prouve que notre série représente une fonclion analytique,
La quantité Cy est évidemment égale & la série

Cam 3 LJ‘ (f.(Z)dz

=0 2% - 1'0).+|

identique avec la suivante

2 !
=0 m.
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ce qui déemontre qu'aussi les séries dérivées sont convergentes et
ont des sommes égales i des dérivées de la somme primilive, ce
qui est le résultat auquel nous voulions parvenir.

C'est précisément le (héoréme de M. Weierstross modifié
pour une aire quelconque. Car l'illustre géométre considére une
somme de termes de la forme

(@)= ; a,I,
ven(

Faire A étant ici un cercle | x| <R, et suppose que la somme

[ () soit uniformément convergente pour tous les points de la
circonférence | z|= R; dans ce cas nous aurons évidemment, en
prenant dans notre résultat 9 =0, p <R, || <p, I'équalion

; fu(")- :\'; Caz®, Cup= ; Ogm
a=0 m=—0 =l

On peut désirer une généralisation qui aurais plus d’analogie
formale avec le théoréme de l'illustre géométre, en étudiant une
catégorie spéciale des développements

fs (@)=

\ an §» ()

I te8

et en se proposant la question relative d des conditions & rem-
plir pourqu’on ait

:h@=3Cn@) C=3 oo

n=i nu=()

Cette circonstance se vérifie toutes les fois que les fonctions
¢y (2) soient entitres et que I'on it lim ¢, ().2~™, =K, celle
Yaupo



MATUEMATICAS E ASTRONOMICAS {11

quantilé-ci élant constante, mais on n'a pas aucun théoréme
général sur ce sujet.

J'ai essayé de résoudre celle question sous des conditions qui
sont souvent remplies.

Je suppnse que les fonctions ¢o(z), 9y (Z). 42 (x), ... sont
synectiques et uniformes dans I'aire A et telles qu'il leur cor-
responde une suite de fonctions ¢ (z), ¢; (), $9(z), définies sur
la ligne S pour lesquelles I'intégrale

o) G (2

prise le long du conlour S cst zéro en général, mais égale &
I'unité lorsque m=n.

On suppose de plus qu'en représentant par ¢, le module
maximum de ¢, (z) sur le contour S. la série Y ¢, g.(2) soit
absolument convergente.

A I'side de ces hypothéses on établit cetle proposition sna-
logue & celle de Cauchy qu'en représentant par g le module
moximum sur le contour S de la somme

[(5)= 3 C v {3)

supposée uniformément convergente sur Je contour S, on a
I'inégalite

S
1C 1< gb

Considérons maintenant une série de la forme

V(z) -Eo (@), ot fu (@)= 20 G g (),
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toutes les séries V(z) et fi(Z) étant supposées uniformément

convergentes sur le contour S. Nous allons établir 1°) que V (z)

converge aussi & I'intérieur de A et 2°) que I'on a V(z)=3p.(z)2aq,.
On tire d’abord de la convergence uniforme V (z) I'inégalité

m+p . a np

| 2 fa(m|<e oubien |2 ¢,(3) ¥ ap| <t (5 cst sur la
n=m =0 n=mn

ligne S),

qui a lieu pour une quantilé ¢ donnée d’avance, lorsque I'entier m
surpasse une certaine limite. En employant le théoréme (1) on en
déduit

(") |:£ aw | < és; e'.]vs

ce qui prouve que les séries ; ae = A, sont convergentes, et

que leurs restes satisfont a l'inégalité
S
(3) Ijﬂ“m'ie—;l%-

La premiére partie du théoréme se vérifie aisément A l'aide
de I'inégalité (a). Car soit z un point intérieur de l'aire A, et
observons que l'identité

n-tp a® o-|p
2 fg(x)- 2' +v(z) 2 [ ')

A==l y—~0 "=m

combinée avec I'inégalité (a) donne

m4-p St =
I':.fl(:)l<2~“:° ‘?v(’)l“‘vv
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or ¢ étant infiniment pelit pour m infini, on voit que la série
X fa (Z) doil ftre convergente, ce qui prouve la premiére propo-
sition. Il faut encore établir la convergence de la série 3 A, ¢, (%)
et montrer qu'elle est égale & V(z). Décomposons & cet effet la
série A, comme il suit:

m—1 o
1\,=A"+A‘". Ah’ﬂ hA Agpvy A",- 2 [ P

n=( [ = )

il est clair que l'on a

";1 ) “ AI AII S .
@)= 3 Ale.(a), A <o e

n=0

la derni¢re inégalité prouve que la série

o S =
3iar@lgy e L e @]

et par conséquent aussi la série 3 A, ¢, (x) est convergente et
devient infiniment pelile avec ¢. Puisque

; rn (3)— ; Aifv(z)E ?- fn(-‘r)— § A'"?,(I)
n={ v=0 v -0

A==y

el que les deux sommes deviennent infiniment petites pour m infini,
il est claire que cette différence est rigoureusement zéro.

Dans le théoréme démontré plus haut on n'a pas fait voir
quel est le caractére de convergence de la série Y f, (z) lorsque
z s'approche indéfiniment du contour S. Celte question exige un
moyen un peu moins ¢lémentoire, & savoir le théoréme que les
valeurs de la partie réelle (imaginaire) de f, (2), pour les points
intérieurs de A, sonl contenues entre deux valeurs réelles (ima-

8
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ginaires) de f,(s) sur le contour S. M. Jules Riemann en a
conclut que la partie réelle ainsi que la parlie |mag|na|re du
corps de termes éloignés

2 f..(:r)=- z Ust z Va

n=m L]

sers contenue entre deux limites indépendantes de z et de p,
qui seront infiniment pelites pour m infiniment croissant. En
d'aulres termes, on a cette proposition beaucoup plus précise
(mais superflue pour quelques buts), que la convergence de nolre
série I [y () sera uniforme dans loute I'sire A.
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