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XXV.

Sur deux transcendantes considérées par Legendre.

Par M. Leroh & Prague-Vinohrady
(Présenté dans la séance da 19 Mai 1893)

Dans son Traité des fonctions elliptiques et des intégrales
Eulériennes !) Legendre a considéré les intégrales

log™y dy _ " logmy dy
F= fl—y+y" Q_.fl_ﬁ??

pour lesquelles il a trouvé la relation

_om
P="T"q

Je me suis proposé d’étudier ces transcendantes pour m quel-
conque, et je pose

(1) P = f T_@lds pg = [ — 0

e 4o —1" e +e=41"°

en supposant que la quantité s a une partie réelle positive; la rela-
tion donnée par Legendre s’écrira alors

(2) D(s) — P(s) = 2'—*¥(s).
Pour évaluer ®(s), je considére I'intégrale

3) P(8) = f 'é,+£i."jji"f_"’f.-_ 1°

¢ étant une petite constante positive; la valeur de ¢ étant évidemf
ment indépendante de &, on trouve en passant & la limite de £ =0,

1) Tome II, p. 400.
T¢. mathematioko-pHrodovideckd. 1898.
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ey [° (—xyide L
p(s) =& — 1) __/; ;,.'_,:,,-;;_1“";/ e —1"
ou bien
ey P(s) = (1 — e™ )d(s).

L’intégrale (3) étant valable quel que soit & la fonction ¢(s) est
évidemment entiére et 1'équation (4) que nous venons d'obtenir donne
une définition précise de la fonction analytique @(s) définie par I'élé-
ment (1); celle-ci est évidemment uniforme et n’a d'autre singularité
3 distance finie que les plles du premier dégré s — 0, — 2, —4,
— 6, ... puisqu'il est aisé de voir que pour s =0, 2, 4, 6, ...
I'intégrale (3) s'évanouit de la sorte que la fonction <(s) reste finic
pour ces valeurs de s.

Pour obtenir une expression de ®(s) considérons l'intégrale

z*dz
Jx—fe‘—l—e—‘—l

prise le long d’'un contour composé du chemin rectiligne
(—R+4e ... + R4 &)

et du demi-cercle tracé dans le demi-plan positif autour du centre
z—=0 avec le rayon R, cette quantité étant choisie de la maniére
que ledit cercle ne passe par aucun des pdles de la fonction sous
le signe somme. Suivant le théoréme de Cauchy la valeur de I'inté-
grale Jr sera 2=i fois la sommme des résidus de la fonction intégrée
correspondant aux pdles contenus & l'intérieur du contour de l'inté-

gration. Ces péles étant les points z =+ ’;—'+2nm' et les résidus
ayant les valeurs

(i ’%i ~+ 2n zi) !

+13 ’

2n b 7) A e
Jn—TgZ;i (£ 5 +2nm).

nous aurons

la somme s'étendant aux valems » =0, 1, 2, ... N pour le signe
supérieur et aux valeurs n=1, 2, 3,... N pour le signe inférieur;
le nombre N dépend de R et croit avec R audeld de toute limite.
Si alors la partie réelle de s est négative, la partie de l'intégrale
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Jr qui est prise le long du demi-cercle devient infiniment petite pour
R indéfiniment croissant, d’od il suit que l'on anlim Jr = 9(9), et par

@) = %Zi (i%"— ~+ 2n m') ~
n

ou ce qui est la méme chose,

o 3 IS S 3

conséquent

d’oi I'on tire, & 'aide de la formule (4),

©) 2= .-; o {1 +§ [(Gn +11)1"'_(6n-1 1)1-']}'
2

3 gin
En employant des raisonnements tout & fait analogues on est
conduit & introduire la fonction entiére

(® 4 etyde
e® 10l + e-—z—n'+ 1!

@9 o=/

pour obtenir la définition suivante de ¥(s)

(4) #(e) = (1 — &) P(a),

ot on trouve ensuite le développement

& == ! +§[(3n41-1)1-'_(3n—11)1—']}'

.—7sin%’

Ecrivons ensuite les intégrales (1) sous la forme

*e—* (1 +} ¢*) 2*—'do

B(s) = .
. 143
1 — —1dx
Ps) = e l—e::): .'r,
0

nous aurons



4 XXV. M. Lerch

e ldz © g—3mgp—1da

?0=) Ty T Txe=

d’od I'on tire, en employant le développement

7 +e—'3= _Z(__ 1)! —8vz

»—0

o) =10 (— 17 (3v+1), +IT)Z(~ Tl

»—0

ce qu'on peut éerire

®  ow=rofi+Y |Gy — =)

On trouve d’'une maniére analogue

)  s)=IT) {1+§1[ (31,{'_1), _ (3»1—1)- ]}

De ces deux équations on tire

() 96)+ ¥ = 210 1 +§[ RS (R

et on trouve, en comparant avec (5) et (5°)

. (s) = — z° 45(1—8)—‘;—4’(1-—-8) '
3 "111—3)5;111‘-’9’E
(D
=3 R wi—y),
3 *INl—s)sing

ce qui sont des relations analogues & celle que Riemann a trouvée
pour la fonction §(s) et dont on trouve un grand nombre dans la
théorie des séries que j'ai appelées Malmsténiennes.

Remarquons que la série (6*) donne
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qr(s)=1'(s)]’] sgnl R(P) (=251, 11, 13, 11,. )
)

1=

le produit étant étendu & tous les nombres premiers différents de 3,

et le symbol sgn. R(%—) représentant le signe du reste absolu-
ment moindre de —g-, A savoir l'unité positive lorsque p=3v+1
et 'unité négative lorsque p = 3v — 1.

On a de méme

®(s) + We) =211 ] 1R(p) ,
» sgn. B|

1 —
r
@=>5,1, 11, 13, 17, .. )

ce qui s’'accorde avec la formule précédente & cause de la formule
de Legendre
__ 1 0@+ %)
W.(S) - 1 + 2—.' 2 )

qu'on vérifie aisément soit & 1'aide des formules (5) et (6) soit au
moyen des séries (6) et (6°).

Il est facile de voir que les fonctions @ (s), ¥ (s) s’expriment
en nombres algébriques toutes les fois que s est un enfier impair,
comme cela découle de la formule

,Zo("'}-a_ v+:_a)=8’cotaz

qui donne pour s impair

;((‘"ia)'_ (v+11—a)') =(, II)ID;_I cot az.

e L " —

Nkladem krdl. Ceaké spolosnoat! nauk. - Tiskem dra. Edv. Grégra v Praze 1893.
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