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Theorie funkee gamma.
Napsal M. Lerch.

K niz8im funkeim transcendentnfmn druzf se pfirozené funkce gamma,
lctera, aé nevynika bohatymi vztahy, jakymi se honosi funkce periodické, prec
ma svoji zajimavost theoretickou i dfilezitost praktickou, wvivskytujic se jak
v problémech mathematické fyvsiky, tak v néktervch otizkach theorie C¢isel.
Koneéné integralni pocéet zabyvd se z velké cdsti vyhradné témito funkcemi.

Je zndmo, Ze miZeme pomoci funkef elementarnych vycéisliti hodnoty
vSech fad tvaru

kde R (1) znadi racionalny dkon proménné =, tedy vyraz tvaru

T
bg + byn—bgn® 4 ... bgnf °

kde kounstanty a,,a,,...aq, by, b, ,...bs nezavisi na n.

Pro velikd n jest B (n) = —Z—“- n=# (14 &), kde & je malé, a ma-li tedy
A

Fada konvergovati, musi byti « — g < —1, tedy « <p— 2.

Funkei B (n) mozno rozloditi v (. zv. ¢astecné zlomky, a sice tak, aby
tato funkce rovnala se souétu z vyrazu
A

R Eea R

Wy -— 1 Uy — N

kde
| ; . PR
A +4,+.. .+ A =0,
a. z koneéného poltu virazii tvaru
B

—— . - ;T .
(w —m)7 r=1

Nasledkem toho bude Fada S rovna soultu z Tady

o0
A A4, Ar
So= e Al SR R L

) — L —
L= \w, —n Wi !
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a z kone¢ného poétu rad tvaru

B Z n)/, y>1.

n=—0c0

Aviak z okolnosti, Ze 4, + 4, —|— .+ 4x =0, plyne, Ze miZeme fadu S,
psati

S—ijA(l—l—l)'A 1 1
0 — 1 In_%‘—l‘ 2 lt‘2—¢1-+n—l

P98 [ Wy — N

N 3t

1
m

aneb téZ takto

%’% 1 1 N 1 1
So=4, ) (w,_ﬂ'n_;)JrAﬂ ) (z;:;;_,_,ﬁ‘ﬁ_,i)

H==—=00 - %= — 00

oQ

S‘ 1 1
_ I S T
l—... i _Ah ya (’M;’I;—’-n 1 ’n_ ),

n=—00

(S

tak ze mame tim fadu S rozloZenu v konedny polet fad jednoho z obou tvarii

O

2 ( L -+ 11):71C0t'wﬂ,
ot W — n— 4
o0
! I (==t
- D 7 cotwn
12=2;Joo (w6 — w7 (7'—1) w

kde symbol D¥—1 znadi (y — 1)-ni derivaci.
Naskytd se prirozené otazka, jakymi vyrazy lze vyjadiiti soucet fady

[o.0)
S* = 2 R(n),
n=0

kterd se sklidd jen z poloviéniho poétu élend rady §. Tu je z predeslanych
fivah zf'ejmo Ze mozno tadu S* rozloZiti v koneény pocet fad jednoho z tvardi
(o]

1 1
Z ( w—n — _}) ' 20 (ll} —_“,}_ , ? > 1.

n=0 n=

PiSeme-li v prvém typu —w za w, a zménime-ii znameni celého souétu,

obdrZime
8 (k)
s w-+n n—4/°

Misto této rady staéi uvaZovati soudet

) f(w)———l—z (=)

jenZ se od ni lisi pouze o konstantu uaelnou, kterd nds nezajima.

Znalost vlastnosti rady (1) a jejich derivaci postaci aplné k seznani vlast-
nosti fad S*; bude pak rada (1) a ttvary s ni souvisejic{ pfednétem nd-
sledujicich uvah.
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Rada (1) m4 patrnou analogii s funkef = cotw=, a mfiZeme ji jako tuto
poklddati za logarithmickou derivaci funkce stile kone¢né; klademe-li totiz

g(w)=wﬁl(1+%

Flw) = g ((;0))

Okolnost ta vézi v absolutni konvergenci souéinu g (), jeZ plyne z rozvoje

w) —= w w 1 w? 1 wd
—_ R | Qe - - - e —_ L)
(1+n)e (1+n, (1 n_|-1.2n2 1.2.3 n® ! )’

s

bude

provedeme-li totiZ v pravo ndsobeni, zbude fada tvaru
2
w
.1 2 )
aall L o na .
4]w|®

a lze snadné¢ ukéizati, Ze uzavorkovany vyraz je absolutné mens$i neZ o
"

jakmile jest » vét$i neZ 2 w| .1) P{Seme-1i tedy obecného ¢initele souéinu q(w)
4w

[l
z niZ plyne, Ze iada Elu,, a tedy také souéin H(l ~+ u,) absolutné kon-
verguji.?)

ve tvaru 1 u,,

Ze stejnych diivodi jako ¢ (w) konverguje také soulin

(2) Gw)=w H a —l— ;)w
n=1 iy

nebot obecny &initel
1 \—w W
(l - 77) (1 T 75')

opét bade (dle binomické véty) tvaru 1w, , kde E u, absolutné konverguje.

Soudin G (w) nachdzi se v jednoduché souvislosti se soudinem g (2¢); neb
jich podil
m—1

a@:om =[] & (1+L) "= im [] & (1+4)

n=1 M=00 =1 n

moZno psiti ve tvaru

-ri 1
w lim 2 [— —log (1 - ]
e m—w n ( "') =eaw . (n:]_’?,s,...”z—l‘),

kde poloZeno

m— 1
- > [ ] A 1)
o= ln X [‘fn‘"‘%(‘ "W ]

" b\ mbolem @i znadime vZdy t. zv. absolutni hodnotu (modul) veliiny w; na
piiklad 2 -+ 3i = \13.

%) Neni zde na misté, provésti do detailu véecky tyto zacatednické uvahy, obsa-
Zené v kazdém pontkud lepSim spise o theorii funkei.
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¢ili
. 1,1 1
(J__ml=1rgO 1+7+§++1_r; —--lngm] .

Tuto veli¢ina sluje konstantou Kulerovou aneb Mascheroniovou. Mime pak
G (w) = g (w) ¢ aneb
(s.]

(2% G(w) = e . w H (l - ) 0

n=1

Byla to reciproki hodnota funkee G (w), kterd se vyskitla v histori, a sice
byla zavedena Eulerem, kteryito veleduch objevil také Getné jeji vztahy k podtu
integralnimu, Legendre, jemuZ po Fulerovi nilezi nejvétSi zisluha e rizkvet

theorie téchto velidin, zavedl oznadeni ' () za (,( ;g ; hudeme tedy psati

o e L

=

Iiulerova definice. kterdz Dbyla Gaussem pn\jata.ﬂ Lisi se furmalné od této;
abyvchom ji obdrZeli, piSme

no— 1 "w
I'(wy = — ln H (1 +_l,_ ,

Wasco st 14
¢ili
1 E y (r = 1)
Plw) =t _H (w+, —,,z'—) -
anebo konetné
1.2.8...(m—1). a7

b e i ——
@) F(w)—n.l—_ngo ww—1D@w—+2).. (w-n--1) "

Gauss uifval oznaéeni J7(w — 1) za I'(w), které vsak z dobrych piién doslo
mensiho roziifeni. ,

Z fady (2%) i z limity (2°) plyne bezprostfedné I' (1) =1; abyclon sta-
novili I pro celistva w , hledejme hodnotu

0 . w1
- — 1 1.2.3...(n—1) .2
1) n=lno]o (0—|— Dw+2)...(w-tn

L 1.2.3...n—1).n.(n4 1y e )_,~

=w lm ( w . wFN@w LY. wtn w1 =27
tak Ze nachdzime tim prvou zdkladni vlastnost funkce I' (w), t. j. vztah
(3) r(w-F1)=1wI(w),
a z ného bezprostredneé
(5%) Frw+N=w@-+1)(w-42)...(w+k—1). Fw);
pro w =1 plyne odtud

rk41)=1.2.3...k=Fk!,

t. j. funkce I'(w) interpoluje faktoriellu (u — 1)! definovanou pro cdistvd
kladn4 2.
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Ze vzorce (3*) mame
1 I(w)
wwt+Dw+2)...(w4+n—1) F(w—l—n)
a tedy moZno rovnici (2°) psati

29 ]m I'('w—l—n)

v—1.

V theorii funkci dilezitou dlohu majf t. zv. charakteristické vlastnosti
funkef, které tyto Gplné definuji, aniz zdleZeji v néjakém jich zpésobu appro-
ximace. Hledajic takovychto vlastnosti charakteristickych, hled{ se analybls
pribliziti véddm popisnym, kteréZz individua v prirodé se vyskytujici urcuji
na zakladé ]lSt\(h znakd. Velikd cena 1e<‘5enych vysledkd, jez nejsou dosud
nikterak cetné, vézi nejen v eleganci, jeZ se tim zavadi do tivah analytlck)ch
které jimi rdzem pozbyvaji unavujiciho vlivu podetnich detaild a razi cestu
my$Slénce na dkor mnohdy zbyteénych formalismd, ale cena funkcionalnych
vlastnosti charakteristickych spocivd hlavné v tom, e ony jsou to predevéim,
je7z podporujf invenci, jak toho theorie funkci elliptickjch podiva velkolepé
doklady. Budeme také v pribébu tuvah téchto se snaziti, bychom pro jednot-
livé utvary poskytli vlastnosti charakteristické, pokud toho pfipousti materidil
mélo ohebny.

Prvni charakteristickou vlastnost funkce I'(w) vyjadiuje soustava rovnic
(29), (8%). Platf totiz véta:

Kazdé4 funkce f (w), kterd mé& vlastnosti vyjadfené rovnicemi

flwd1)=wf(w), lim Sootn n—r =
a=oo (B — 1)! ’
jest identickd s funke{ I'(w).
Na dikaz staéi uvésti, ze z prvé vlastnosti plyne

flwt+n)=w(w+1)...(w4+nr—1). f(w),

tuk Ze drubA rovnice poskytne

( _|_1) (w_'_”_l) .f(il-’):l,

n= oo (13—1)! %= CO ("’— l)!nw

(n — D!

f(w)= ]un WD wTn Uy

juk tvrzeno.

= I' (w),

Tato véta vSak neni jedind, ktera funkci I' charakterisuje; ma na-
opak vyznam dosti podiizeny, ponévadz klade pro chovani se funkce I' proti
nekone¢né rostouci proménné podmwinku prilis podrobnou. Za tim wcelem
prozkouméme anal,tické vlastnosti funkce I"(w).

Z defivice (2*) neb (2°) plyne bezprostiedné:

/

Funkee I' () nikde nezmizi, jest jednoznaénou v celé roving, tak Ze reci-
prokd jeji hodnota G (1) jest celistvou funkei transcendentni. Funkce I” (w)
nems jinsch mist zvlastuich krom(, nekonetné rady pold stupné prvniho, a
sice jsou tyto poly

w:O,—l,—?,—:},—4,...
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Znadi-li — k& zdporné ¢&islo celistvé nebo nullu, bude patrné dle (29)

vyraz
¥ — (n— 1) nv
Wb W)=l o T D). wF i F . wFe=D
miti pro w = —L hodnotu koneénou a obdrzime ji pomoci rovnice (39, t. j
1
(wAF) I (w) = wwt+1Dew+2).. . wt+k—1" FloE+ 1,

lim (w-Lk)I' () = (= kl) F(l)_—(—/—l)—k.

W=k

z €ehoZ plyne, Ze v okoli polu w = — % tunkci F'(20) mozno vyjadiiti radou

kterd pro w — — & poskytne

£Val'u i )
. — 1)
I ()= (M’ . u+/ - ay - a, (0B~ a, 0BT 4

2. Toto predeslavie, prihlédnéme jeité, jak se chovda funkee I'(w) pro
komplexni hodnoty w =5--iy, kde § nalezi mezefe (0,..1) a y je tladnd
Dle vzorce (2% bude pak absolutn{ lndnota

neb zipornd velikd hodnota.
funkee I' (w)
=

YE T ]]\(H——— +25

|1
| ( r=1
¢ili
| (| | A
L)) +'“])l ,.;,‘ &+»"
aneb, coZ totéZ jest,
! v VT (0 o 2e)
\CEFeq| l’(;' 1— 1) 7 \/y_l &4/
AvSak soudin
oQ
(1+- ________ i i_)
Ly

lezi (ponévadz 0 < § < 1) mezi veliinami

H(l“‘n)aﬂ(l_i_(;—i—l

r=1
T _ e 1
-,z ‘ehoZ

) 1T — Uz €’
Prva m4 hodnotu I , drubé T T

o g1 T
€] |CE+in)= V'@%Tﬂ eyl (n),

vychézi, 7e prosti hodnota funkce I'(§ 4 ¢n) je tvaru
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kde
L<qgm <VIi+9,
predpokladajic oviem 0 <5< 1.
Pomoci tohoto vysledku dokdieme véiu:

Je-1li F(w) jednoznaéni funkce analytickd, kterd nem4 jinych
mist zvlastnich kromé polii stupné prvnihow =0, —1,—2,—3,..,
a ma vlastnost vyjadienou rovnic{

Fw—+1)=wF (w);
platf-1i mimo to pro dosti velikd n a pro 0 <E< 1 nerovnost
(@ |F(§+in) | S A| &4 7 e,
kde 4,p jsou libovolné kladné konstanty, « kladnd konstanta

mens{ nez 73— pak bude

2
F(w) _
—l.,—(w')— = koust.
Dtikaz. Ze supposice prvni plyne, Ze podfl
_ Fw
Flw) = I ()

je celistva funkce, kterd hovi podmince f (w4 1) = f(w) , t. j. ma periodu 1;
takovou funkei moZno dle véty Laurentovy rozvinouti v fadu stile konver-
gentni

[o,0]
(b) f (,w) — Z A_“ eﬁvwni ]
yr=—0Q

Z mnerovnosti (a) a ze (4) pak plyne pro w=£&-4-1¢y
pt1

Aty & s e
|f(w)| < TEE)em el \, ————

- : )
Znn

aviak

s LR
;-~'—; — = == (_1 —_— 8)
Vo V2 !

kde & je malé pro velikd [7[; méme tedy
pt1
2 2, 9
If ()] £ 4' E D * et bt ,
Vin]
a ponévadz dle suppOsice ® <%, bude lze uéiniti souéin
1
* 4 2 —(2—a)a !
e if ) < a8l 2 G

Vi



244

tak malym jak libo, zvétSi-li se dostatenou mérou 5. Je-li piedepsina veli-
¢ina &, miZeme tedy nalézti hodnotu 7, > O tak velikou, aby

() e~?mnlf(§ £ i) <9 .
V radé (b) pro w == § 4 ¢n maji soudinitelé hodnoty hovici nerovnostem (dle
zndmé véty Cauchy- ovy)
Y
|4 < |,,gnm| = Te—2rya

m.l(‘,l li ¢ nejvétsi prostou hodnotu, iz funkce f(w) nabude pii p10men 1ém
s == (() .1) a pri stdlém 4. Zejména bude tedy pro 2=1,2,3,... a
= -—mn

IA)I. < Q'l“) PP k(le !]l < (‘v ct_-]_.”ll’
dile pro 4 =+,

A 91

c?,?l e

Pravé strany téchto nerovnosti jsou mendi nez &, t. j. bude A,|<<d,
FA_,1 <&, a ponévadz ¢ byla veliéina libovolné predepsand, mohou tyto
nerovnosti byti spluény jediné pro 4, =0, A_, == 0; z fady (b) vypaduon
tedy veskery koefficienty mimo Ag, a zbfva

Flw) =7,

F(w)

(M) =4,

jak tvrzeno.

Tato charakteristickd vlastnost funkce I' je mnohem zpasobilejsi k appli-
]\dum nezli ona, o niz byla fed na konci odstavce pfedesiého. Je patrno,
ze misto ()<§<1 mohli’ jsme v theorému uvazovati hodnoty & intervallu

kF<&<<k-+1, kde % je libovolnd kladné veli¢ina.

JakoZto appllkaci vySetiujme fuunkei
._.' . ] —
r{-— ['( q,___‘—_l ( ‘.‘j‘.?.. A ( “-r :: _ l_) = f(d);
patrné bude

fat1)=:-f(0);
funkce »*f (@) = F'(a) tedy hovi rovnici
Fa+1)=aTF(a);

tato funkce je déle jednoznatnd a nemd jin¥ch mist zvlastnfch mime poly
stupné prvnjho a =0, —1,—2,— 3,

Abychom zde mohli appllkovau vélu (4), musime tuto ponékud zobecniti;
budou totiz nékteré argumenty a—ni miti realnou ¢ast veétdi nez 1. je-li
a=5+1in, 0§ 1 proto uvaime, Ze pro 1 <& < 2 bude

FE4in=E—1+inIE—1-4ip
a tedy (4) obdrzi tvar

(4) rEtinl=r® Voo,

ei[ 5T e
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Dle toho bude
[FE+in|=nt @ (5)( = ,,_)? @, (),

n

kde @ (§) je nezavislé na n a konelné pro 0< (L1,

Dy () <o) < (14192
z toho plyne, Ze pro velikd n bude F (§ 4 +7n) velmi malé, éimz podminka (a)

charakteristického theorému splnéna, Bude tedy i ((w)) = Ay, t. ]
, . 2
(@) e r( ;:) r(i%"—l—) r(%‘—) . (.“_“:1'__._ — 4, I'(a)

kde zbyva pouze urtiti konstantu A4,. To se podafi pomoci zdkladnfho vzorce
Eulerova
N R (1
5 r —w) = — -
(5) @) I (l — ) = ——0r

jenz se obdrzi prfwmo z definice (2°) takto:
I'(w) 'l —w)

— lim 1.2.3...n.06 T 1.2.3...n.07"
T oo W) w0 Fn) ameo (L—w)(2—w)...(n—w)
(1.2.3...0)°

= lim

n=co (1l —w?)(4— w-)(‘J—w—) . (nt— w?)

ancbo koneéné

. . 1
reo)I'il—w) = lim - - 5 e
n=co w(l—N)1—%)(1—2)...0—=9%
a prava strana mé dle zndmého vzorce hodnotu - - T
si n we

Abychom nynf obdrZeli konstantu 4,, volme ¢ =1, &mZ vznikne

nr (--—) r( ) j ) L r( " :1) —4,;

odtud

armwr () () () (252 ) e () (2)

tedy dle ()
4 . (4 b4 b4

3:: T n—1=n ‘
n

2 ___ 12
Ao =n". = P . 8x
sin "W SlnT sin =- sin

n—1

Soudin I I sin —-— obdrZfme, vyjidiime-li jeho &initele vyrazem
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ve fvaru

nfn—1

1 n—i)— ( . m .
@or—1 ° 2 , ’

r=1

ponévadZ pak

n—1 2vn
I:[l(s—e W) mmoi et et L,

Lorm 1
s —n——— ‘)"—1—__—1' -,

tedy do*=mn.(2a)"—1, a ponévads 4, je kladuné,
71—1

A, = nE (27) 2
dosazenfm této hodnoty nachizime pak vzorec Iegwendreiy

o r(8) () r() (L)

mame

71—1_

1.
=(27) 2 ¥ I (d)
aneho té%, piSeme-li na za a:

n
n—1

= (27 2 72‘3"_"al"(n(¢).

Legendre podal tento vzorec v pifpadé n=2, v pup'ule obecném pak
V\Jadlll jej v drehé logarithmické derivaci; pu,d tim byl jiz Euler podal

hodnotu soudinu
1Y ~(2) (”TJ
F(n")’ (';;)"-F R ).

kterého je tfeba k diikazu; konené Gauss prvy napsal vzorec v této ‘ommé.
Budeme jej citovati JakoZto transformaéni vzorec Legendredv.

Vylozené zde Eulerovo odvozeni hodnoty konstanty 4, je dosti dozité.
Proto poddmne zde odvozeni vlastnf, které je spojeno s menSim napjetin po-
zornosti a je prehlednéjsi.

Logarithmujme rovnici («), abychom obdrzeli

n—1

alog n 2 logr(aj‘_")z log 4o+ log I' (a) :

r=0

integrujme dle « v mezich (0...1), a bude

1

1

n—1

%log "+ 2 S 1ogr(“_j%1) da— S log I' (@) da = log 4,
v=00 ’

V]



Aviak substltuciaj;’=x méime.

" .
Slogl‘( a+v n S g (@) dz,

a tedy

: n—1
log 4, = % logn+ n ;

v 41 1
S l"(;g, Fx)ydz — S log I'(a)da,
vy=0 4 )
aneb jinak psino.

8 log 4, = % logn 4+ — 1)\ logI'(z) dx.

P i M

Integral tento snadné se vydisli v piipadé n=2. Tu je totiz

—el

. ° .
a z rovnice (5) plyne pro w = %patrné r (%) =, tedy I‘(%) =V;',

tak %e pro # = 2 bude 4, = 2 Y=, a nachazime tak

log (2 yn) = -—;—lo 2 -+ Slog rzdzx,

coz diva dileZity vysledek

1

(D S log I'(x) dz =1log 2= ,

ktery vloZice do (8) obdrzime

logA‘,:%logn—J—( ”—2—1 ) log 2,
a tedy
n—1
4, = n¥ . 2n) & >
jako svrchu. (Pokragovani.)

19
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