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ROCNIK 111 TRIDA IL ¢iSLO 5.

Nova analogie fady theta a nékteré zvlastni
hypergeometrické fady Heineovy.
Napsal M. Lerch.

Vénovéno za pfijeti do Ceské Akademie cisafe Frantidka Josefa
pro v&dy, slovesnost a umé&ni.

Pfedlozeno dne 15. prosince 1893,

1. Budte ¢, q dvé veliiny, jichz absolutni hodnoty jsou mensi jedné,
a uvazujme funkci f(z,&;¢,q) proménnych z, £ danou nekoneénou fadou

If(z.s;q,q) = 1+,.2=:1 2" (14-q5%) (14-9°5%) (14-9°5%) ... (1 +-q*—14Y)
(1)'|

E n* p—2n
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et arematr e
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T OFemaFemates® T
Prvni zdkladni vlastnost této funkce obdrZime, pisemeli v prvé &isti fady

n+41, vdruhé n—1 za n, a délimeli na ¢gz%(1 -+ q&%); tim vznikne

f@.h) 1
7P g FqF) T 1

+ Zi ™ @2 (L4 ) 1+ ¢°8 ... (L g™ +1E)
) g~ (gz)~**
+,§,(1 +aE) A+ IEN (49738 A g7

Prvy &len pravé strany mo#Zno povaZovati za ¢len poslednfho souétu a sice
piislusf k hodnoté indexu = —=1.
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Pravi strana tedy splyva s fadou f(¢z,q%) a mdme tedy jakoito prvou
zakladnf vlastnost funkce £ vztah

) f(qx»Q§)=mu—)f(xv§)-

Druhou zikladn{ vlastnost funkce f obdrizfime zplisobem ndsledujicim.
V obecném ¢&lenu prvého souétu pisme » 4 1 za z#, ¢imZ élen tento obdri{ tvar

¢" (@2 . qat (14q")... (1 @18 (14 q?n+187);

provedme nisobeni poslednim é&initelem 1 - q27+1£%, i obdrifme tak

E g2 (1498 (14 9°89) ... (1 4 q2n—18Y)

n=1

=guttoat Y M@t (a8 (a8 (1ot

90228 479208 Y, 0" (gt (14 a8 (14-°8). (1 4-at =189

n=1

V druhém soultu pak pisme 2 — 1 za » a u vzniklém tak c¢lenu obecném

(¢ 1A Fq38). (1492 +18Y)

provedme ndasobeni &initelem 14 g—2*+1§£2. Tim vzejde

g” (gx)— . gz (14 q—2n+1£9)

qn’ x—n o
‘+Zl(1+q—'">(1+q—3sﬂ> T
— gzt 7" (gz)~*"
iy (14 07'8) (1497387 ... (1 - g2+ &%)
\ 7w (gq2)"* -
+gqztEr ,.21 (1 Fq- T8 (1 Fq—38% ... (14 g 2= +ige
a spojenim obou vysledkil nachidzime vztah
@) f(z,5) =92 f(qgz,5)+992°8%f(gq7,)
Podle vzorce (2) moino levou stranu nahraditi vyrazem
g2*(1+q¥%) f(gz,q8);

odtud plyne
f(gz, &)+ a8 f(gaz,8) = (14q8) f(¢9z,q8)
aneb, pfsemeli z misto ¢z,

(3 fo,qp = LEDHEIZLAZ.),

V.
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Funkce f(z,§) ma vid¢i proménné z pouze dvé€ mista zvlaitni, a sice
=0 a T = oo; vii¢i ¥ m4& mimo to pély §* = —q,—q*,—q%,..
abychom je odstranili, ndsobme ji funkeci

@ neo=11(+%) =(1+ &) (1+5) (1+5)

n=1

a znamenejme

®) 9,59, 9)=1(,9)./(z.,¢,0)
Funkce IT hovi patrn& rovnici
1 .
©) mE, )= (1415 ) 1, 0);
pomoci této relace obdrifme z rovnic (2) a (3*) zékladni vztahy
¢ 1
(2%) @(qz.QE)=W@($,§),
(3% qv(z,qE)—w(qx,§)=q—§;cp(w.§)

Charakteristické vlastnosti funkce ¢ (z, ) jsou:

1. g (x, &) jest jednoznalnd analytickd funkce proménnych x,%, ktera md
Jen mista svldstni x = 0 a £ = oo, pak § =0 a § = oo, takie se v okoli
vSech mist (x,§), u nické x| >0, & >0, chovd pravideln?; a mimo to
2. hovi g (x,§) zdkladnim rovnicim (2*) a (3*) a jest sudou.

Z prvé vlastnosti plyne, Ze lze funkci q vyjidiiti fadou stdle konvergentn{
m(x..E):):Am,nP"'z"‘, (m,r=0,+1,+2,+3,..).
m,n

A tu je z definice funkce ¢ patrno, Ze
3. stdly len Ao, mocnimového rosvoje funkce g (x,k) rovnd se 1.

Vlastnostmi 1., 2. a 3. jest funkce ¢ (z,%) Gplné déna; nebot mozino
z nich vyvoditi jeji vyraz, t. j. uréiti koefficienty Am,». Rovnice (2¥) a (3*)
poskytnou totiz

Y Anngintigintigntigtn it = Y4, ,fn g,

Y dmn (g2t — gty mtgin = W 4, L tm 207,
porovninim koefficienth mdme odtud vztahy
(2) Amn 120+ = Ay ng1,
(8) Am,n(QPm+! — ¥ +1) = Ay y,n.

Klademeli v rovnici (§) po tadé¢ m = n,n41,n+4+2,..., obdriime
Apt1,n =0, Anje,a =0, Auys,a=0,..., takie bude vidy Am =0,
jeli m™>n.
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Jeli véak m <n, poloime do () za m hodnoty m,m-+1,m—+42,...
n— 1 a zndsobme vysledky; i obdrime

A.,. (qlul+l — qlu+l) (q!m+8 — q!u+l) . (q!u—l — q!n+l) — An,n
a zbyva jen urliti Ax,s. Tu ndm poskytne rovnice (a) vztah

(“') An,n(q7)2"+l=An+l,n+l;
odtud shledidme, Ze bude

An,n = do,o(g9)" = (g9)*,
jezto dle supposice Adg,o=1.
Méme tedy
A,,',.=(qq)"’, Am,n=0 prom>n,
aprom<n

= @en— T g2n+1) (qzn—a__q!m%z)n_—s':@?ﬂ)—_:am‘ﬂ___—(fﬁf)

Am,n
cili

e
I—aH(1—aq9)(1—q%...(1 —q2"—2m)

nisledovné mime pro funkci ¢ vyraz

Am,u=

[o ] n? am? . 2n K2m
(M ¢@,H= n=Zoo g™ qn atn §2n +m¥u (1__ B (lq_qq4)ai : '-E(Ql — gtn—2m)

cili, pisemeli n-—m = »,

q(m 4+ qm’ zim+2v Eﬁm

@ 0 @h= e e Y e g e )

m=0,+1,+42,+3,...
v=1,2,3.4, )

2. Budtez nyni z,, 7, veliéiny komplexn{ o kladné é&isti pomysiné a ,,
w, neodvisle proménné; klademeli

g=enti, Qm e, g euni|  f o pmai
pfejde funkce ¢ v celistvou funkci transcendentn{ proménnych w, , w,
%) g (em=f,emnl; pnnd ennh) = (w, ,w, 7,,1,),
kterd hovi podminkim

|"’(w|+ 1w, = (w,, wy+ 1) =@ (w,,,) ,
@ (@@ Ay wy ) = et b (),

l D (w,, wy 4 14) — I (w, =79, wp) = e~ O+ D (0, w,) ,
jez plynou z rovnic (2*) a (3*).



Vloiimeli do rovnice (7) a provedemeli souéet vii&i m, obdriime

10 oy, = ¥ T Oty [ )
= n (1 - F‘hu,nl)

a=1

pfi éemz md symbol I pfejiti v 1, jeli » = 0.
a=1

Klademeli za 7, nasobky veli¢iny z,, pfejde @ ve funkce theta vyssich
tadd; kladme zvlasté z, =+, =+, w, = v, +#, w, =v, + u, pak bude

O, +u,v,+uir,r) = F(u)
celistvd funkce proménné #, jez hovi podminkdm
Fu41)=F(u), Fltr)=ectioitntutn (),
z CehoZ plyne, Ze /v (u—%_&) je funkci theta fidu 2 a znamky 00.
takZe existuji konstanty A, B, tak aby

F(u)=A0,'-'(u—|—#§7)—|—b’0,"(u+ v';-% !1)
v, + vy

Abychom tyto konstanty urcili, poloime jednou # — — —5 = Po
druhé —1——7;;1}—“— , ¢imz obdrzime

£ (1_—7’_é—_”i) = Aoz,

F (_ 1’_1._‘1__7}‘-' ) — B '4)22 ,

kde psino jako ve viech naSich publikacich #, misto &, (0|7); zbyvd tedy
urciti velic¢iny

A=) =e(d

. _:u,_—|—'u . Uy — Uy Uy — T,
“( )""( 2 T 2 )

pfi ¢éemz parametry 7,,7, funkce & maji spoleénou hodnotu r. Vyrazy tyto
jsou tvaru ® (s, — 5)
o~y ~1

Uy — 7,

a tato veli¢ina ma dle (10) hodnotu
o0

W — o — g” @riai o (vr | 21) i
ve—9= X g mag.a—@ =

Jeli » sudé, bude
Oy o) 25) = g~ 17 0y 0 2%);

jeli vsak » liché = 2u—+ 1, bude
Oy (v |27) =03 (r+2p1{21) = ¢~ ¥ Oy (r|2¢) =g W' —16,(0]|27);

V.



mame. tedy

h(s,—2) = 8, (V| 21) Zo 0 —g9 ..(I—g*

9 (0 9 ) Z !;4'+4/t+4 b Dind
v T Y
- o(l—q“) (1—g%...(01—g+?

q'lu’ Aniad

Znamenameli tedy

(=]

. g huini _ grebivi
awl” &= X = ma= A —) = T Ty T

q’/t’+4/¢+-] e+ 1ai q, 2ini
WO = L A (=g (— ) — 1—¢
bude
(12) D5, —5]5,%) =, 0129) % (5)+ 8, 0] 29) w, () -

Nase konstanty A, B budou dle toho dany rovnicemi

Aa;:oa(om)%(' vﬁ)—#((”?t)tp,( ;”“),

Uy — 7,

Bot=0,0 29)wo (52 ) 0 0 29w, (Mg )
a tudiz midme vysledek

B2 (v, 4 u, v, u 7,7
13) _lo (0'21)1,00( 5 T v“)]& “(z¢+—2 k )
+l.?3(()[21)1p0( ' 23’2)+0,(0|2z)1p,( ' 2—2)|0,9(u+’%”—=i1).
Klademeli zde v, = v, =0, venikne

0.2 (u,ui1,1) = [, 0, (0]20) — v, 8,(0]27)] 8,2 (x| 2)
+ [0 82 (0129) 4 v, 8, (0] 29)] 8, (x| 7) ,

pii ¢emZ znamené4no vy,, y, misto p, (0), w, (0). Tim ukéizdno, Ze lze soucin

— ¥, (0 27) ‘Pl

(13) |

vyrazi
l:ll (1 q!n—l e—-!num’)
14 B g etnent (1 gatent) (1 pen) . (1 gtn- v

n=1

e—Inuad
& vy ey g

vyjadtiti transcendentami elliptickymi.



3. Do kategorie uvaZovanych vyrazii spadaji také ony, jez vyskytuji se
v theorii [leineovy obecnéjdi fady hypergeometrické. Vylozime zde nékteré
zvlastni vysledky, k nimZ jsme byli vedeni opétnym studiem svoji préce
o Schendelové zobecnéni fady Taylorovy, uvefejnéné v prvém roéniku Vést-
nika, ponechdvajice si na vhodnou pfileZitost podrobiti hlubsimu studiu tento
dilezity druh veliin, mathematickym tivahdm dosud tak mdlo pfistupny.

a) Bud ¢ opé&tné mensl jedné ve své hodnoté absolutni a hledejme, za
pti¢inou jasnosti vvkladu, znadmy jinak rozvoj mocninovy funkce

ro=1]1ELns
tato hovi rovnici
@ r@ =422 rge)

a da se pro dosti mald x vyjddfiti fadou tvaru

rm= ¥ .

»=0

a o hodnoty koefficientll A, této tady nam prdvé bézi. Za tim ucelem skyta

nim vztah ()
OQ (oo
14+vz
E: A, =— A, ¢z
vy=0 1 + z VZO

vyndsobimeli v levo 1 4z, a rovnéZz v pravo. vznikne

[ o0 .
Z (A + Ay pa)yar = E (Av-i-*;‘dv—n) g
vy=0

v=20
tedy
A, + A, = (/1, —'——‘;—’— Ay_l) q"
cili
—_ 1=l :
Av—_‘_l_q,‘ vr—1,
pisemeli zde za » hodnoty 1,2,...», vznikne vzhledem k okolnosti patrné,
ze A, =1, vzorec
) l—¢*—to
A, = (— 1) 1 T—}“— ,
tedy
1—v (1—2)(1—gqv)
Ay =1, A =—5 ——, = voet
v ST1Sg AT a—ga—e



Tim dokazina dileziti vata

q'“ua:_ 11— (1—(l—gv) ,

(a) ll“n =71 z+(1—q)(1—q")z
_A=9)(l—gr)(1 —¢*?) ,

—a—g =g © T

pfi ¢emz lze pravou stranu symbolicky pséti

, N (=) —gv)...1—¢"12)
@) D Y e e T v B v er e

Klademeli v (a) za v nullu, vznikne

1 z z? z?
Too = l—3— + — T N —a P +
® | A d+ea) 1—g  (1-91—¢") (Q—9(1—¢)1—7)
—14 ¥ (— =y :
—H_n;l Q=g (1—g9)...Ad—g") ’
| iSemeli dédle v (a) » misto vz, a poloZimeli po té £ =0, obdriime
=S qluﬂ q3u3
) lll] R A e A T [ e R T T ey R
q,n(n—l)un

LT Y (RSP Y (g oy g AT

Rady (a) a (b) konverguji pouze v piipadé z <1, kdeito fada (c) je
konvergentnf pro vsecka .

Na misté (a) pisme vzorec rovnomocny

o TYl—¢ve W (1—2)(1—g2)...(1—g¢"~1v)
@ ==+ s aam

a poloZme na okamiZik

y_ N (—9)1—gv)...(—g"tv)
A (1—g(1—¢)...a—g" ") (1 —g")

T T T D I S (BT O
=t—g *ti—pi= > T g0 i —¢F

Uzijemeli zde véty binomické

=2, (L)
vznikne

('—11)(1—9'”)_(1:9 - .
= e e ()

V.



tedy

3\ —s
=v§o(_l) ( 4 )S"
kde poloZeno
. o0 1= —9v)...(l—¢"~1v) .
o Zl =91 —¢%...(1 — g Y) (g" )

(l—v)¢x+(1_'{)fq_7”) (@ 2)*+...,

takZe patrné

— (t—¢gv)...(1 —g"v), . |.
S= )”[‘JFZ —q).. (1—¢) @,)],

n=1

zavorku lze obdrZeti pomoci vzorce (a”), i bude

o0
— v Il l—getrtloz
S,,_(l—‘ll)q za= 1_q4.+yz ’

pravou stranu lze psiti

1—grtlvz
1—v)g=. [] T

a tedy bude

v —1
| —gtlog 1 —gra
syz(n—v) 7q” ( = [1 = f+lz)
”n= n=

kde vyraz v zavorce () m4 hodnotu z, jeli » =0.
Dosazenim nalezeného vyrazu pro S, do fady I” vznikne

X ot
V=(1_7,),,_Hl_u
a=o 11—z

Y (5, A=D1 —g2)... 0 —g~'2) |
X{l+,-gl( D ( v )q(l—qvx)(l—q”z':_c)...(l—q'wz)]

Pisemeli zde % za v, mame vztah

| —= (1—2)(1—g7) 2

B RN (I e TN Tt

(1=2)A—g?)(1—g%) ,
Ti—A—A—Pa—gy"

d _—vx)(l —gva)(1 — ¢*vx) (1 —¢° vz)...

@ 1= (1—z)(1—qz)(1—q*x>(1—q=x) .

[+( ooz (3" (1('1:3%8—:—531,

s+2y (l—z)(l—qz.)(l-qr)
+ 3 2)q (1 —7z) (l—qfvx)(l—q“z'x)+"']

V.
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Zde opét kladme v =0, abychom méli zvlastni piipad
-1 z zt
T—ar TA=—a(—¢F TA—pa—Ma—a
3

X
+(1 —9(1—g¢®)(1—g% (1_44),+---

14D =+ =0 =90+ (3P (1= (1 —¢g2) (1 —92) +...
_ (l—2) (1 — gz) (1 —¢tx) (1 —g3a)...

Mimo to piSme v (d) vz =« a po té kladme £ =0, émZ vznikne

! S A
(-9 (I—9Ud—¢ (L= —gH(l—¢*
(__ )" q;u(n—l) u"

TU =M a=—@mu—gry
Oy =0—w)( —gu)(1 - ¢%*2) (1 —¢*u)...

x I:l+( {)1—17+(St— l)(l —7516 - (17/)

42 A
+( 3 )‘(_li_—mu) (1 - gu)(1 - ¢g%u) +- ]
Abychom uvedli dalsi diisledek vzorce (d), differencujme viidi # a kladme
po té # = 1; i obdrZzime tak identitu

( ) ‘,Zo 1 (_l; 5,.; - (l — q)s "Zl "(_1‘_—9")—(:12:?1,{)}
? o2 n—1
O Gra T L

z niz specialisovinim hodnot s a r lze obdrieti mnoZstvi vyrazl pro fadu
I.ambertovu.
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