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DIE FORTSETZUNG STETIGER HOMOMORPHISMEN 
VON 5-HALBGRUPPEN 

L. SKULA 

Brno 

1. Einleitung. In der Zahlentheorie spielt die sog. Divisorentheorie eines Inte
gritätsbereiches eine grosse Rolle. Dieser Begriff wurde von Borewicz und SafareviC 
in [2] neuartig und übersichtlich eingeführt. Die äquivalente Formulierung dieses 
Begriffes ist, wie folgt (Skula [6]): 

Unter einer Divisorentheorie eines Integritätsbereiches R versteht man einen 
Homomorphismus h der multiplikativen Halbgruppe R' von dem Integritätsbereich .R 
in eine Halbgruppe D mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, wobei die folgenden 
Axiome gelten: 

1° rlf r2 e R' => [rt / r2 o h(rx) / h(r2)\ 
R' SD 

2° oeB=>a ist der grösste gemeinsame Teiler der Menge {h(r) : reR\ 
o/A(r)}. 

(Das Symbol / bezeichnet die Teilbarkeitsrelation.) 
Den Begriff der Divisorentheorie können wir auf die kommutativen Halbgruppen 

mit Einselement und mit Kürzungsregel gleicherweise übertragen. Clifford ([3]) nennt 
diese Divisorentheorie „normal ideal arithmetics". Wir werden diese Halbgruppen mit 
einer Divisorentheorie studieren und wir beschränken uns auf die Halbgruppen, die 
ausser dem Einselement keine Einheit besitzen. Solche Halbg-uppen nennen wir 5-Halb-
gruppen. Unter diesen Voraussetzungen ist der Homomorphismus h in der Definition 
der Divisorentheorie ein Isomorphismus, den wir als eine identische Einbettung be
trachten und den wir mit eG bezeichnen. Die Halbgruppe D bezeichnen wir mit eG. 

Für jede 5-Halbgruppe tG gilt also: 

1° 9u 9i e G => [gt I g2 <-> eG(gt) / eG(g2) <-> gy / £2] , 
G CG CG 

2° a e tG => a ist der grösste gemeinsame Teiler der Menge {eG(g): g e G, 
<* / eG(9)} = {geGiajg}. 

CG CG 

2. Die <5-Topologie. Eine nichtleere Untermenge / einer 5-Halbgruppe G heisst 
ein ö-Ideal (der Halbgruppe G), wenn folgendes gilt: 

/ = {g e G : (gl9 g2 e G, gt \ ig2 für jedes iel) => gt \ gg2} . 

(Vgl. Prüfer [5].) 
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Die Menge aller 5-Ideale von G bezeichnen wir mit 3(G). Diese Menge ist 
durchschnittsabgeschlossen und erzeugt gemeinsam mit der leeren Menge als System 
aller abgeschlossenen Mengen eine Topologie auf G, die wir mit ÖG bezeichnen. 
Diese Topologie ist eine 17-Topologie in dem Sinne von Cech ([4]). Diese ist sogar 
eine KC/VTopologie, aber sie ist allgemein weder eine _4-Topologie (additive Topolo
gie) noch eine J5-Topologie (SG{g} 4= {g} für g e G). Die Operation auf G ist bei 
dieser Topologie stetig. 

Wenn wir jetzt die Kategorie X aller ö-Halbgruppen mit S-stetigen Homo
morphismen betrachten, dann erzeugen alle Halbgruppen mit eindeutiger Prim
faktorzerlegung eine reflektive Unterkategorie Q) von X, und eG: G -* cG ist die 
^-Reflexion von G. Der Morphismus eG ist ein Epimorphismus, also ist Q eine 
epireflektive Unterkategorie. 

Das heisst: Jeder 5-stetiger Homomorphismus / einer <5-Halbgruppe G in eine 
Halbgruppe $) mit eindeutiger Primfaktorzerlegung ist eindeutig auf einen <5-stetigen 
Homomorphismus / von cG fortsetzbar: 

Wenn f ein Homomorphismus von Di in D2 ist, wobei X>lf D2 e 2 sind, dann 
ist f genau dann eine ö-stetige Abbildung, wenn es für jede Untermenge 0 =# M £ 
c X^ folgendes gilt: 

f(D(M)) = D(f(M)). 

(D bezeichnet den grössten gemeinsamen Teiler.) 

3. Die <5*-Topologie. Die A-Modifikation (d.h. die additive Modifikation) 
der Topologie öG auf einer 5-Halbgruppe G heisst 5**-Topologie. Diese Topologie 
ist eine T0-Topologie und die Operation auf der Halbgruppe G ist bei dieser Topologie 
stetig. 

Analogische Resultate wie für die Kategorie der 5-Halbgruppen, gelten auch 
für die Kategorie der ^-Halbgruppen. 
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Eine örHalbgruppe G ist eine 5-Halbgruppe, wenn folgendes Axiom gilt: 

au a2 e cG => es gibt i e cG mit (a2, t) == lcG und ax . i e G . 

(Vgl. Arnold [1].) 

Wir bezeichnen mit X± die Kategorie aller ^-Halbgruppen mit <5*-stetigen 
Homomorphismen. Dann ist auch <2), die Kategorie aller Halbgruppen mit ein
deutiger Primfaktorzerlegung mit ö*-stetigen Homomorphismen, eine epireflexive 
Unterkategorie von Xx und eG : G -> cG is die ^-Reflexion von G. 

Für einen Homomorphismus f von T>t in D2, wobei DI} D2 e Ol ist, gilt: f ist 
genau dann eine ö*-stetige Abbildung, wenn die Menge 

{p ist ein Primelement von !>! : b |/(p)} 

stets endlich für jedes Element b 6 D2, b 4= 1$2, ist. 

4. Anwendung an die Ringtheorie. Unter der multiplikativen Halbgruppe eines 
Integritätsbereiches R verstehen wir die übliche multiplikative Halbgruppe von R, 
in der wir die assoziierten Elemente identifizieren. Die multiplikative Halbgruppe R 
eines Integritätsbereiches /? mit einer Divisorentheorie ist eine <5j-Halbgruppe 
(Skula [6]). 

Wenn k der Quotientenkörper von R ist und Kjk eine endliche Erweiterung ist, 
so besitzt die ganzabgeschlossene Hülle S von R in K eine Divisorentheorie, also 
ist die multiplikative Halbgruppe S von S eine ^-Halbgruppe (Borewicz, Safareviö 

[2])-
Aus den Resultaten in [2] folgt: Die von der Norm von K in k erzeugte Abbil

dung N von S in R ist ein b*-stetiger Homomorphismus, der sich eindeutig auf einen 
ö*-stetigen Homomorphismus N von cS auf cR fortsetzen lässt: 

cŠ 

N 

N 
~>cЯ 

Auch die schlichten Homomorphismen von den Dedekindschen Ringen er
zeugen ö*-stetige Homomorphismen ihrer multiplikativen Halbgruppen. 
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