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ABGESCHWACHTE TRENNUNGSAXIOME

K. CSASZAR

Budapest

Das bekannte Rieszsche Trennungsaxiom (T;), ebenso wie das Hausdorffsche
Trennungsaxiom (7T3) kann man in folgende Axiome (T,) und (R) bzw. (H) einteilen:

(TO): Sind x und y zwei verschiedene Punkte des topologischen Raumes E, so
besitzt mindestens einer dieser Punkte eine Umgebung, die den anderen nich enthalt.

(R): Besitzt der Punkt x eine Umgebung, die den Punkt y nicht enthilt, so besitzt
auch y eine Umgebung, die x nicht enthlt.

(H): Besitzt der Punkt x eine Umgebung, die den Punkt y nicht enthilt, so
haben x und y fremde Umgebungen.

Ist E ein topologischer Raum und besteht A < E, so sagen wir z. B., dass E das
Axiom (T,) bis auf A erfiillt (der Raum ein T, ,-Raum ist), wenn von zwei verschiede-
nen Punkten x und y, die nicht beide zu 4 gehéren, mindestens einer eine, den anderen
nicht enthaltende Umgebung besitzt. Ahnliche relativisierte Formen der Axiome
(R), (H), (T;) und (T3) lassen sich leicht angeben.

Es gilt nun die folgende Bemerkung:

Ist der Raum E bis auf A < E ein Ty-, R-, bzw. T;-Raum, ist weiterhin 4 als
Unterraum von E eine Ty-, R-, bzw. T;-Raum, dann ist auch E e¢in T,-, R-, bzw.
T;-Raum.

Eine dhnliche Bemerkung besteht fiir die Axiome (H) und (T,) nur unter der
Bedingung, dass A4 in E dicht ist.

Wir untersuchen im folgenden die Invarianzeigenschaften der Axiome (To), (R)
und (H) bei ,,strikten‘’, insbesondere bei Alexandroffschen und Wallmanschen
Raumerweiterungen.

Sei im folgenden E ein topologischer Raum und E’ o E. Zu jedem Punkt x € E’
sei ein offener Filter s(x) zugeordnet, speziell fiir x € E bestehe s(x) = v(x), wobei v(x)
den Umgebungsfilter von x € E bezeichnet. Wir setzen h(X) = {x : x € E', X € 5(x)}
fir X < E. Die Mengen h(G), wobei G die offenen Teilmengen von E durchléuft,
bilden die Basis einer Topologie auf E’, und zwar der grébsten Topologie auf E’ mit
der Eigenschaft, dass die Spur in E des Umgebungsfilters jedes Punktes x € E’ mit s(x)
zusammenfillt; sie heisst die zum Filtersystem {s(x) : x € E'} gehorende ,,strikte*
Erweiterung.

Man kann das Filtersystem {s(x)} betreffende Bedingungen angeben, damit E’
den Axiomen (To), (R), (Ty), (H), (T2) geniigt.
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Bezeichne speziell E* die Alexandroffsche ,,einpunktige’ Erweiterung des
Raumes E. Es gelten dann die folgenden Bemerkungen: E* ist ein Tyz-Raum, dem-
gemdss ein Ty-Raum, sobald E ein T,-Raum ist. Wenn E ein R-Raum ist, dann ist E*
ein R-Raum, und ein Tz-Raum. E* ist genau dann ein H-Raum, wenn E ein lokal-
kompakter H-Raum ist.

In der Theorie der Wallmanschen Erweiterung von T;-Rdumen spielen bekannt-
lich die ultraabgeschlossenen Filter eine grundlegende Rolle, und es ist von Bedeu-
tung, dass in einem Ty-Raum E die Filter £ = {X : x € X < E} (x € E) ultraabge-
schlossene Filter sind. Nun kann man zeigen, dass in einem R-Raum E die Filter
[x] = {X : {x} ©« X c E}(x€E) ultraabgeschlossen sind, und mit Hilfe dieser
Bemerkung kann man die Theoriec der Wallmanschen Erweiterung auf R-Ridume
tibertragen. Bezeichnet E” die Wallmansche Erweiterung des R-Raumes E, so ist E”
ein kompakter R-Raum, der genau dann ein H-Raum ist, wenn E normal ist; in
diesem Fall ist E” sogar ein T, -Raum.
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