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UBER DIE QUOTIENTENTOPOLOGIE ALS SPUR
DER POTENZ EINER TOPOLOGIE

G. GRIMEISEN

Stuttgart

1. Zur Geschichte der in Abschnitt 2 beschriebenen Fragestellung bemerken wir
folgendes: Es sei (E, ) ein uniformer Raum, 7(2l) die von der uniformen Struktur 2
induzierte Topologie von E, E die Klasse aller beziiglich 7(1) abgeschlossenen Teil-
mengen von E. Nach BOURBAKI ([ 1], p. 145, exercice 7c) 148t sich in der Menge §E
eine uniforme Struktur () so einfiihren, daB fiir jede Aquivalenzrelation R auf E
mit E[R  FE die Spur (o(W(2N)))gx der von W(X) induzierten Topologie o IW(2A))
von FE in der Menge E/R feiner ist als die Quotiententopologie t(2)/R. Ist (E, 7, .)
eine topologische Gruppe mit der Topologie T und der Operation ., ist ferner U ihre
rechts-uniforme Struktur, H ein abgeschlossener Normalteiler von (E, T, ) und R
die Aquivalenzrelation {(x, y) l (x,y)e E x E und x™'.yeH}, so gilt sogar
(o(MW(20))) e = 7/R (s. BOURBAKI [2], p. 31, exercice 5, und MICHAEL [12], p. 158,
Proposition 2.6).

2. Entsprechend kann man die Frage nach einer geeigneten Topologie der
Potenzmenge PE (MICHAEL [12], p. 158 und 180: einer geeigneten Teilmenge
von PBE) eines topologischen Raumes (E, 1) aufwerfen, die — relativiert auf die
Quotientenmenge E/R beziiglich einer Aquivalenzrelation R auf E — mit der Quo-
tiententopologie 7/R vergleichbar ist oder gar (s. FRANKLIN [4], p. 341) mit dieser
iibereinstimmt. MICHAEL ([12], p. 180, Bemerkung zur Verallgemeinerung von Pro-
position 2.7) konstruiert u. a. in der Menge B,E aller nichtleeren Teilmengen von E
eine Topologie o(t) mit der Eigenschaft (genauer: zwei Topologien dieser Art), daBl
beziiglich jeder Aquivalenzrelation R auf E die Spur o(7)gz von o(t) in der Menge
E|R feiner ist als die Quotiententopologie 7/R. FRANKLIN [4] kniipft hieran an
und vergrobert (in beiden bei MICHAEL auftretenden Fillen) o(t) bei gegebener
Aquivalenzrelation R konstruktiv zu einer Topologie ¢(R, t) von PoE mit der
Eigenschaft (R, t)gr = 7/R.

3. In der vorliegenden Note modifiziert Verf. die Resultate MICHAELs (vgl.
unseren Satz 1) und FRANKLINs (vgl. unseren Satz 2) in folgender Weise. Es sei (E, t)
ein topologischer Raum, d. h. E eine Menge und t eine Abbildung von PBE in sich mit
den Eigenschaften t@ = §, (X U Y) = X U Y, X < X (fiir alle X, Ye PBE) und
tot = 1. Wir verwenden ,, Topologie* (hier 7) als ein Synonym fiir ,,Hiillenoperator*.
Es werde mit Bt die vom Verf. in [6], p. 189, eingefiihrte Topologie o(z) von PE
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bezeichnet. Wir nennen Pt die Potenz der Topologie T, den topologischen Raum
(BE, Pr) die Potenz des topologischen Raumes (E, t); in [7], p. 107, wird (PBE, P1)
der ,,Potenzraum von (E, r) beziiglich des Limesoperators* genannt. Der Limes
Lim g, a eines jeden Filters a iiber PE ist nichtleer, da (nach der Definition von Pr)
0 € Lim g, a gilt; folglich ist (PE, Pr) kompakt.

Satz 1. Ist R eine Aquivalenzrelation auf E, so ist die Spur (Bt)g g von Pt in
der Menge E|R feiner als die Quotiententopologie t|R. ")

Beweis: s. Satz 1 in [9].

Bemerkung 1. Beachtet man, daB bei gegebener Teilmenge ¥ von RE der
Limesoperator Lim, beziiglich der Spur ¢ = (‘Br)g der Topologie Pt in der Menge §F
auf Grund der Definition von Pt der Aquivalenzgleichung

(3.1) X e Lim, (f, 1, a) <> X < liminf, (f, I, a)

fiir alle X € § und alle gefilterte Familien (f, I, a) iiber & geniigt (Genaueres in [8]
im Anschluf3 an den dortigen Satz 3),so erhélt man Satz 1 als Folgerung der Aussage
(2) bei FLAcHSMEYER [3], p. 3, die inhaltlich besagt, daB fiir eine beliebige Aqui-
valenzrelation R auf E

fitr alle X € E|R und alle gefilterte Familien (f, 1, a) iiber E[R richtig ist.

Satz 2. Ist R eine Aquivalenzrelation auf E und gilt die nachstehende Aussage
(), so ist (B)gr = T/R.

(a) Zu jedem (x, y) € R gibt es eine stetige Abbildung ¢ von (E, ) in (E, t) mit
der Eigenschaft (x, y)e ¢ < R.

Beweis:s. Satz 2 in [9].

Bemerkung 2. Kombiniert man (3.1) mit Satz 2 bei FLACHSMEYER [3], p. 3,
und definiert man die Unterhalb-Stetigkeit einer Aquivalenzrelation R auf E
beziiglich © wie in Definition 1 bei FLACHSMEYER [3], p. 2, so erhilt man

(3.3) R ist dann und nur dann unterhalb stetig beziiglich t, wenn (Pt)gr = t/R.

Gilt also (a), so ist nach unserem Satz 2 die Aquivalenzrelation R unterhalb stetig
beziiglich 7. — In der Bedingung (a) wird ¢ selbstverstindlich als Relation aufge-
faBt: (x, y) € ¢ bedeutet dasselbe wie y = ¢(x).

1y Ist M < E, so heiBt die Abbildung Tyt X = M N tX (X € PM) die Spur der Topologie ©
in der Menge M. Sind 7, 7, Topologien von E, so heiBt v, feiner als t,, wenn ;X < 7, X fir
alle X € PE.
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Wihrend bei FRANKLIN, loc. cit., die oben erwihnte Topologie o(R, t) durch R
und 7 bestimmt wird, hdngt Pt nicht von R ab. An die Stelle der Bindung von
(R, t) an R tritt in Satz 2 die Vertréaglichkeitsbedingung (a) fiir R und 7.

Ist insbesondere (E, 7, .) eine topologische Gruppe (. die Gruppenoperation,
x~! das zu x inverse Element) und ist H eine Untergruppe von E, so ist die Aqui-
valenzrelation

R={(x,y)|(x,y)€E x E und x™'.ye H}

mit 7 im Sinne von (a) in Satz 2 vertriglich. Der ,,homogene Raum* (E/R, 1/R)
(s. KowALsKkyY [11], p. 231, oder BOURBAKI [2], p. 17—18, dort mit einer algebrai-
schen Struktur versehen) hat also nach Satz 2 die Topologie (Pt)gx (dies folgt auch
aus (3.3), Satz 1 bei FLACHSMEYER [3], p. 2, und Proposition 14 bei BOURBAKI [2],
p. 18). Ist H spezieller ein Normalteiler, so ist die iibliche Topologie der Faktor-
gruppe E[H identisch mit (Bt)gpy.

4. Um zu demonstrieren, daBl P nicht nur fiir den eben diskutierten Zweck von
Nutzen ist, geben wir einige andere interessante Spuren von Pt an. Es sei (E, T, )
eine topologische Semigruppe, d. h. ein topologischer Raum (E, 7), in dem eine
assoziative und stetige Abbildung von (E, 1) x (E, t) in (E, 7) vorliegt. Fiir alle
(X, Y) e PE x PE definieren wir X . Y durch

X.Y={x.y|xeX und yeY}.

Satz 3. Ist § eine Teilmenge von RE mit der Eigenschaft, daff (X,Y) —
- X.Y((X,Y)e & x ) eine Operation in § ist, so ist (F, (P1)g, .) beziiglich dieser
Operation eine topologische Semigruppe.

Beweis: Satz 6 in [8]. (Die Assoziativitit von . ist unmittelbar klar.)

Beispiele fiir Teilmengen § von PE mit X . Ye & fir alle (X, Y)e F x §
sind: a) § = PE; b) F = Klasse aller hochstens einelementigen Teilmengen von E;
c)es sei (E, 1, .) eine topologische Gruppe und & die Klasse aller offenen Teilmengen
von E (s. KowaLsky [11], p. 229, Satz 36.5); d) es sei (E, 7, .) eine topologische
Gruppe und & die Klasse aller kompakten Teilmengen von E (s. PONTRIAGIN [13],
p. 113, und MIcHAEL [12], p. 158, (1)); ¢) es sei (E, , .) eine topologische Gruppe
und § die zu einem Normalteiler H von E gehérige Faktorgruppe E/H.

Beispielsweise ist die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen einer topolo-
gischen Semigruppe (E, 7, .) im allgemeinen keine solche Teilmenge & von PBE
(s. etwa das Beispiel bei HILLE-PHILLIPS [10], p. 262 unten).

Das Beispiel e) fithrt uns zu Satz 2 insofern zuriick, als Satz 2 die Richtigkeit von
Satz 3 im Beispiel ) nach sich zieht. In den Beispielen a) bis d) haben (zufolge (3.1)
und 0 € §) alle Filter a iiber & beziiglich der Topologie ¢ = (SB‘C)% einen nichtleeren
Limes Lim, a; in diesen Fillen hat man namlich § € Lim, a; folglich ist dann (§, (Pz)g)
kompakt.
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5. Eine natiirliche Einfithrung von Pt stiitzt sich auf die Diskussion von Limes-
rdumen im Sinne von [6], p. 187. Verf. beniitzt die vorliegende Gelegenheit, zwei
einfachere Formulierungen des in [6], p. 187, vorkommenden Axioms (Lim 1)
mitzuteilen.

Es sei, fiir jede Menge M, ®M die Klasse aller gefilterten Familien iiber M.
Diejenigen gefilterten Familien (f, 1, a) iiber M, bei denen f die identische Selbstab-
bildung e; von I ist (bei denen folglich I = M gilt) wollen wir kurz mit a, also mit
dem auf I vorliegenden Filter a bezeichnen. Die Klasse aller gefilterten Familien
(f. I, a) iiber M dieser Art bezeichnen wir mit d,M. (Durch Angabe eines Filters
ae PoM istdann als I = (J A bestimmt.) Ist a ein Filter iiber einer beliebigen nicht-

Aeg
leeren Menge, so bezeichnen wir wie in [5], p. 322, mit %a die Menge {C | ccsy4d
und C N A + 0 fiir alle 4 € a}. Aea

Satz 4. Es sei E eine Menge und Lim eine Abbildung von ®E in BE. Dann sind
folgende Aussagen (Lim 1), (Lim 1'), (Lim 1”) dquivalent.

(Lim 1) Fir alle x € E und alle (f, 1, a) € ®F gilt:

x e Lim (f,I, a) besteht genau dann, wenn es zu jeder Menge S < E
mit der Eigenschaft ,.f(i)e S fiir a-konfinal viele i€I” ein y € ®S mit
der Eigenschaft x e Lim y gibt.

(Lim 1') Lim(f,I,a) = \ U Lim y fiir alle (f,1, a) € DE.

Ce%q ye®fC
(Lim 1”) Es gilt (a) und (b):
(@ Lima= N U Limb fir alle a e ®yE.

Ce%a bedoC

(b) Lim (f, 1, a) = Lim fa fiir alle (f,1, a) € ®E.

Beweis. 1. Es sei (f, I, a) € PE und s die Menge aller Mengen S mit der Eigen-
schaft f(i) € S < E fiir a-konfinal viele i € I. Die Aquivalenz von (Lim 1) und (Lim 1’)
folgt daraus, daBl es zu jedem S es eine Menge C e %a gibt mit fC = S und daB
umgekehrt f(%a) < s gilt.

2. Es gelte (Lim 1'). Ist (f, I, a) € ®E, so gilt dann

Limfa= N U Limy= N U Limy = Lim(f,I, a).

De%fa ye®D Ce%a yed fC

Hierin gilt das zweite Gleichheitszeichen wegen ¥fa = f%a (s. Satz 6 in [5]). Damit
haben wir (b) bewiesen. Es sei a € @,E. Dann gilt nach (Lim 1) und (b)

Lima= () U Lmy= N U Limb.

Ce%a yedC Ce%a be®oC

Somit gilt (a) und damit insgesamt (Lim 1").
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3. Es gelte (Lim 1”). Verwendet man der Reihe nach (b), (a), ¥fa = f%a, (b),
so erhélt man fiir jedes (f, I, a) € PE

Lim(f,I,a) =Limfa= U Limb= N U Limb= N U Limy

De%fa be®oD Ce%a bedofC Ce%a yedfC

und damit die Giiltigkeit von (Lim 1'). Dies war zu zeigen.
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