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ÜBER DIE QUOTIENTENTOPOLOGIE ALS SPUR 
DER POTENZ EINER TOPOLOGIE 

G. GRIMEISEN 

Stuttgart 

1. Zur Geschichte der in Abschnitt 2 beschriebenen Fragestellung bemerken wir 
folgendes: Es sei (E, U) ein uniformer Raum, T(U) die von der uniformen Struktur U 
induzierte Topologie von E, $E die Klasse aller bezüglich T(U) abgeschlossenen Teil­
mengen von E. Nach BOURBAKI ([1], p. 145, exercice 7c) läßt sich in der Menge $E 
eine uniforme Struktur 2ß(U) so einführen, daß für jede Äquivalenzrelation R auf E 
mit EJR s %E die Spur (a(Wß(U)))E/R der von 2B(U) induzierten Topologie a(2B(U)) 
von %E in der Menge EJR feiner ist als die Quotiententopologie T(U)JR. Ist (E, T, .) 
eine topologische Gruppe mit der Topologie T und der Operation ., ist ferner U ihre 
rechts-uniforme Struktur, H ein abgeschlossener Normalteiler von (E, T, .) und R 
die Äquivalenzrelation {(x, y) j (x, y) e E x E und x'1 . y e H}, so gilt sogar 
(a(Wß(U)))E/R = T/Ä (S. BOURBAKI [2], p. 31, exercice 5, und MICHAEL [12], p. 158, 
Proposition 2.6). 

2. Entsprechend kann man die Frage nach einer geeigneten Topologie der 
Potenzmenge ?ßE (MICHAEL [12], p. 158 und 180: einer geeigneten Teilmenge 
von ^3E) eines topologischen Raumes (£, T) aufwerfen, die — relativiert auf die 
Quotientenmenge EJR bezüglich einer Äquivalenzrelation R auf E — mit der Quo­
tiententopologie T\R vergleichbar ist oder gar (s. FRANKLIN [4], p. 341) mit dieser 
übereinstimmt. MICHAEL ([12], p. 180, Bemerkung zur Verallgemeinerung von Pro­
position 2.7) konstruiert u. a. in der Menge 9$0E aller nichtleeren Teilmengen von E 
eine Topologie <J(T) mit der Eigenschaft (genauer: zwei Topologien dieser Art), daß 
bezüglich jeder Äquivalenzrelation R auf E die Spur a(T)E/R von <T(T) in der Menge 
EJR feiner ist als die Quotiententopologie TJR. FRANKLIN [4] knüpft hieran an 
und vergröbert (in beiden bei MICHAEL auftretenden Fällen) <T(T) bei gegebener 
Äquivalenzrelation R konstruktiv zu einer Topologie Q(R, T) von 9ß0E mit der 
Eigenschaft Q(R, T)E/R = T\R. 

3. In der vorliegenden Note modifiziert Verf. die Resultate MICHAELS (vgl. 
unseren Satz l) und FRANKLINS (vgl. unseren Satz 2) in folgender Weise. Es sei (E, T) 

ein topologischer Raum, d. h. E eine Menge und T eine Abbildung von ?ßE in sich mit 
den Eigenschaften T0 = 0, T(X U Y) = TX U TY, X s TX (für alle X, Ye *ß£) und 
x o T = T. Wir verwenden „Topologie" (hier T) als ein Synonym für,,Hüllenoperator". 
Es werde mit Ĵ3T die vom Verf. in [6], p. 189, eingeführte Topologie a(r) von tyE 
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bezeichnet. Wir nennen ^3T die Potenz der Topologie T, den topologischen Raum 
(9ßE, ^5T) die Potenz des topologischen Raumes (£, T); in [7], p. 107, wird (^8£, ^ T ) 
der ,,Potenzraum von (£, T) bezüglich des Limesoperators" genannt. Der Limes 
Lim^t) a eines jeden Filters a über ^8£ ist nichtleer, da (nach der Definition von S^T) 
0 G Lim(^T) a gilt; folglich ist (^5£, ^ T ) kompakt. 

Satz 1, Ist R eine Äquivalenzrelation auf £, so ist die Spur (V$T)£/R von ^ T in 
der Menge EJR feiner als die Quotiententopologie TJR. X) 

Beweis: s, Satz 1 in [9]. 

Bemerkung 1. Beachtet man, daß bei gegebener Teilmenge g von *p£ der 
Limesoperator Limß bezüglich der Spur Q = ( ^ T ) ^ der Topologie ^ T in der Menge g 
auf Grund der Definition von S$T der Äquivalenzgleichung 

(3.1) X e Limö (/, /, a) <=> X g lim infT (/, /, a) 

für alle l e g und alle gefilterte Familien (/, /, a) über g genügt (Genaueres in [8] 
im Anschluß an den dortigen Satz 3), so erhält man Satz 1 als Folgerung der Aussage 
(2) bei FLACHSMEYER [3], p. 3, die inhaltlich besagt, daß für eine beliebige Äqui­
valenzrelation JR auf £ 

(3.2) X g lim infT (/, /, a) => X e Lim(t/J0 (/, /, a) 

für alle X e EJR und alle gefilterte Familien (/, /, a) über EJR richtig ist. 

Satz 2. Ist R eine Äquivalenzrelation auf E und gilt die nachstehende Aussage 
(a), so ist (^T)E/R = TJR. 

(a) Zu jedem (x, y) e R gibt es eine stetige Abbildung cp von (£, T) in (£, T) mit 
der Eigenschaft (x, y) e cp g= R. 

Beweis: s. Satz 2 in [9]. 

Bemerkung 2. Kombiniert man (3.1) mit Satz 2 bei FLACHSMEYER [3], p. 3, 
und definiert man die Unterhalb-Stetigkeit einer Äquivalenzrelation R auf E 
bezüglich T wie in Definition 1 bei FLACHSMEYER [3], p. 2, so erhält man 

(3.3) JR ist dann und nur dann unterhalb stetig bezüglich T, wenn (^ßt)£/R = TJR. 

Gilt also (a), so ist nach unserem Satz 2 die Äquivalenzrelation R unterhalb stetig 
bezüglich T. — In der Bedingung (a) wird cp selbstverständlich als Relation aufge­
faßt: (x, y)e (p bedeutet dasselbe wie y = cp(x). 

x) Ist M c E, so heißt die Abbildung rM: X -> M n TX (X 6 *PM) die Spur der Topologie r 
in der Menge M. Sind T1? T2 Topologien von E, so heißt tx feiner als T2, wenn xxX c= T2Xfür 
alle X e *J>E. 
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Während bei FRANKLIN, loc. cit., die oben erwähnte Topologie Q(R, T) durch R 
und T bestimmt wird, hängt ^3T nicht von R ab. An die Stelle der Bindung von 
Q(R, T) an i? tritt in Satz 2 die Verträglichkeitsbedingung (a) für R und T. 

Ist insbesondere (£, T, .) eine topologische Gruppe (. die Gruppenoperation, 
x"1 das zu x inverse Element) und ist H eine Untergruppe von E, so ist die Äqui­
valenzrelation 

R = {(%, y) | (x, y) e E x E und x - 1 . y e H} 

mit T im Sinne von (a) in Satz 2 verträglich. Der „homogene Raum" (EJR, TJR) 
(s. KOWALSKY [11], p. 231, oder BOURBAKI [2], p. 17-18, dort mit einer algebrai­
schen Struktur versehen) hat also nach Satz 2 die Topologie (^8T)£/Ä (dies folgt auch 
aus (3.3), Satz 1 bei FLACHSMEYER [3], p. 2, und Proposition 14 bei BOURBAKI [2], 
p. 18). Ist H spezieller ein Normalteiler, so ist die übliche Topologie der Faktor­
gruppe EJH identisch mit (^3T)£ /H . 

4. Um zu demonstrieren, daß <$T nicht nur für den eben diskutierten Zweck von 
Nutzen ist, geben wir einige andere interessante Spuren von Sßr an. Es sei (E, T, .) 
eine topologische Semigruppe, d. h. ein topologischer Raum (E, T), in dem eine 
assoziative und stetige Abbildung von (E, T) X (E, T) in (£, T) vorliegt. Für alle 
(X, 7 ) e P x <$E definieren wir X . Y durch 

X . Y = {x . y | x e X und y e Y} . 

Satz 3. Ist % eine Teilmenge von S$E mit der Eigenschaft, daß (X, Y) -> 
-> X. Y ((X, Y) e g x g) eine Operation in g ist, so ist (g, (^PT)$, .) bezüglich dieser 
Operation eine topologische Semigruppe. 

Beweis: Satz 6 in [8]. (Die Assoziativität von . ist unmittelbar klar.) 

Beispiele für Teilmengen g v o n ^P^ m& X . Ye g für alle (X, Y) e % x g 
sind: a) 5 = ^ßE; b) % = Klasse aller höchstens einelementigen Teilmengen von E; 
c) es sei (E, T, .) eine topologische Gruppe und g die Klasse aller offenen Teilmengen 
von E (s. KOWALSKY [11], p. 229, Satz 36.5); d) es sei (JE, T, .) eine topologische 
Gruppe und g die Klasse aller kompakten Teilmengen von E (s. PONTRJAGIN [13], 
p. 113, und MICHAEL [12], p. 158, (1)); e) es sei (£, T, .) eine topologische Gruppe 
und g die zu einem Normalteiler H von E gehörige Faktorgruppe E\H. 

Beispielsweise ist die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen einer topolo-
gischen Semigruppe (E,T, .) im allgemeinen keine solche Teilmenge % von tyE 
(s. etwa das Beispiel bei HILLE-PHILLIPS [10], p. 262 unten). 

Das Beispiel e) führt uns zu Satz 2 insofern zurück, als Satz 2 die Richtigkeit von 
Satz 3 im Beispiel e) nach sich zieht. In den Beispielen a) bis d) haben (zufolge (3.1) 
und 0 e g) alle Filter a über % bezüglich der Topologie Q = (^PT)^ einen nichtleeren 
Limes Limö a; in diesen Fällen hat man nämlich 0 e Lime et; folglich ist dann (g, (^5T)^) 

kompakt. 
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5. Eine natürliche Einführung von ^5t stützt sich auf die Diskussion von Limes­
räumen im Sinne von [6], p. 187. Verf. benützt die vorliegende Gelegenheit, zwei 
einfachere Formulierungen des in [6], p. 187, vorkommenden Axioms (Lim 1) 
mitzuteilen. 

Es sei, für jede Menge M, 3>M die Klasse aller gefilterten Familien über M. 
Diejenigen gefilterten Familien (f, /, a) über M, bei denen f die identische Selbstab­
bildung ej von / ist (bei denen folglich / g M gilt) wollen wir kurz mit a, also mit 
dem auf / vorliegenden Filter a bezeichnen. Die Klasse aller gefilterten Familien 
(f, /, a) über M dieser Art bezeichnen wir mit $0M. (Durch Angabe eines Filters 
a e $ 0M ist dann / als / = \J A bestimmt.) Ist a ein Filter über einer beliebigen nicht-

Aea 

leeren Menge, so bezeichnen wir wie in [5], p. 322, mit &a die Menge {C | C g U -4 
und C n A * 0 für alle A e a}. Äea 

Satz 4. Es sei E eine Menge und Lim eine Abbildung von <PE in 9ßE. Dann sind 
folgende Aussagen (Lim 1), (Lim V), (Lim 1") äquivalent. 

(Lim 1) Für alle x e E und alle (f, /, a) e <PE gilt: 

x e Lim (f, / , a) besteht genau dann, wenn es zu jeder Menge S g £ 
mit der Eigenschaft „f(i)eS für a-konfinal viele iel" ein y e <I>S mit 
der Eigenschaft x e Lim y gibt. 

(Lim 1') Lim (f, / , a) = f) U Lim y für alle (f, /, a) e <*>£. 
Ce&a ye<PfC 

(Lim 1") Es gilt (a) und (b): 

(a) Lim a = fl U Lim b für alle ae <P0E. 
Ce&a Z>e®oC 

(b) Lim (f, / , a) = Lim fa für alle (f, /, a) e $ £ . 

Beweis. 1. Es sei (f,/, a)e<PE und s die Menge aller Mengen S mit der Eigen­
schaft f(i) e S g E für a-konfinal viele i e L Die Äquivalenz von (Lim 1) und (Lim V) 
folgt daraus, daß es zu jedem S es eine Menge C e ^ a gibt mit fC g S und daß 
umgekehrt f(^a) g s gilt. 

2. Es gelte (Lim V). Ist (f, /, a) e <PE, so gilt dann 

Limfa = 0 U Lim y = f) \J Lim y = Lim (f, /, a) . 
De&fä ye0D Ce&a yeOfC 

Hierin gilt das zweite Gleichheitszeichen wegen f̂a = f^a (s. Satz 6 in [5]). Damit 
haben wir (b) bewiesen. Es sei a e <P0E. Dann gilt nach (Lim V) und (b) 

Lim a = 0 U Lim y = f) \J Lim b. 
C&§<\ ye&C Ce&a he®0C 

Somit gilt (a) und damit insgesamt (Lim 1"). 
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3. Es gelte (Lim l"). Verwendet man der Reihe nach (b), (a), c§fa = fcSa, (b), 
so erhält man für jedes (f, J, a) e <PE 

Lim (f, I, a) = Limfa = f) (J Lim b = f) (J Lim b = f) (J Lim y 
DeVfa heO0D Ce$a beOofC Ce9a ye®fC 

und damit die Gültigkeit von (Lim V). Dies war zu zeigen. 
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